Losningsforslag till tenta 2009-03-13
Matematisk analys D

Uppgift 1.
(a) Vi anvinder Taylorutvecklingarna
e =1+x+2°/2+2%/67--- | cos(z) =1—2%/2+2*/24—-..
och far e® — x — cos(z) = 2 + O(x®) och naturligtvis

lim & =2 =@ _ (44 0@) ) =1

z—0 332 z—0

Svar: Gréansvirdet ir lika med 1.

(b) Ekvationen &r linjér och av forsta ordningen. Anvind integrerande fak-
torteknik
2 2
efZa:dw:ez , (ew y)I:].

Direkt integration ger nu e“”Zy =2z+ C ochy(0)=1ger C =1.
Svar: Losningen &r y(z) = (1 + z)e .

Uppgift 2.

(a) Vardeforradet blir Vy = {y : 0 < y < 1}. For varje y € V} ser vi pa
ekvationen
1

o kA

<

& o= -1V =)

Observera att z > 0.
Svar: f~1(z) = (2 — 1)1/

(b) Anvinder vi sambandet sin®(z) + cos?(z) = 1 i ekvationen fas

©| o

cos?(x) —2cos(z) + - =0,

vilket ger cos(fo) = 2/3, hirur fas sin(y) = v/5/3.
Svar: tan(f) = v/5/2.

Uppgift 3. Vi anvinder hir cylindriska skal. Rita sjélv figur! Volymen, V| blir
In(2) In(2)
V= / 2rz(1l — (e — 1))dx = 27r/ z(2 — e%)dz
0 0

partialintegrera [ ze®dz = ze® — [e"dx = (x — 1)e® 4+ C. Vi far nu volymen

In(2)

V=2r[z+(1- x)ez]o

Svar: Volymen blir 27 (In(2) — 1)2.



Uppgift 4. Sitt ¢ = —1+14+/3. Eftersom p(z) har reella koefficienter blir #ven
¢ en rot. Faktorsatsen ger att

(z—c)(z—¢) =2° —2Re(c) +cc= 2>+ 22+ 4
blir en delare till p(z). Saledes géller
2402 4222 + b2+ 8= (22 + 224+ 4) (22 +c2 + 2).

Identifikation av koefficienterna i vinster- och hogerled ger nu

22: a=c+2 a=0
22: 2=242c+4 <— b=-4
zZ b=4+4C c=—2

Se nu pa andragradsekvationen

22-2242=0 & z=1=i
Svar: a=0, b=—4 ,rotter: —144/3, 1+
Uppgift 5.

(a) Satt £(y) = y" +4y. Allmén 16sning till den homogena ekvationen £(y) = 0
blir Acos(2z) + Bsin(2z) , diar A och B &r godtyckliga konstanter. En
16sning till £(y) = e~* fis med ansatsen y, = ae~® och ger a = 1/5.
Allmén 16sning till den inhomogena ekvation plus derivata blir saledes

y(z) = Acos(2z) + Bsin(2z) + e
y'(x) = —2Asin(2z) + 2B cos(2z) — %e_m .

Nu fas y(0) = A+1/5=1o0ch y'(0) =2B —1/5 =1 och alltsa A = 4/5
och B =3/5.
Svar: y(z) = £(4cos(2z) + 3sin(2z) + e~ %)

(b) Vi forsoker skriva ekvationen pé separabel form
eVy’ —2e” = e¥t? & e¥y’ = eV +2e” =€” - (e¥ + 2).
Nu far vi 1att

ey
ev+2

y =" & In(e? +2)=¢€" +C.

Begynnelsevillkoret y(0) =0 ger In(3) =1+ C, dvs C =1In(3) — 1. Vi tar
e upphdjt till bada leden i ’16sningen’ ovan och far

ev4+92= ee”—i—C — eem+1n(3)—1 — eezeln(3)—1 — 36_1€6w.

Svar: y(z) =In(3e et —2)



