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Inledning

Syftet med linjar algebra &r att studera vektorrum och linjara avbildning-
ar mellan vektorrum. ... (Hér skall det sta nagot KLOKT.)

Kursen Linjér algebra II dr en fortsattningskurs och utgar fran kunskaper
i linjar algebra motsvarande foljande kapitel i

David Lay, Linear algebra and its applications:
Kapitel 1; Kapitel 2, $1-3&8-9; Kapitel 3, $1-2;
Kapitel 5, $1-4; Kapitel 6 , $1

Detta kommer att refereras till som Forsta kursen.
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Kapitel 1

Vektorrum

1.1 Definition av vektorrum

I Forsta kursen har ni stott pa exempel pa olika vektorrum; geometriska
vektorer (i planet eller det tredimensionella rummet), R”, delrum till R”, och
kanske ocksa C".

I alla dessa exempel kan vi addera tva vektorer u och v och fa en ny
vektor u+v. Vi kan ocksa multiplicera en vektor u med en skalar A\ och fa en
ny vektor Au. Dessa operationer uppfyller vissa rékneregler (se nedan) och
sammanfattas i foljande definition av (ett abstrakt) vektorrum.

Lat V vara en icketom méngd och K en kropp. (Om du inte vet vad
en kropp ar behover du inte vara orolig, K &r antingen R eller C i den hér
kursen.) En addition pa V &r en funktion V x V' — V som till tva element u
och v ordnar ett nytt element u+v € V. En multiplikation med skaldrer
pa V ar en funktion KxV — V som till A € K och u € V ordnar ett element
Aue V.

Definition 1.1. Ett vektorrum dr en icketom mdngd V med en addition
och en multiplikation med skaldrer som uppfyller vektorrumsaxiomen

l.u+v=v+u (kommutativitet)
2. (u+v)+w=u+(v+w) (associativitet)
3. Det finns en vektor 0 sa att (nollvektorn)

v+0=v foralaveV.
4. Till varje vektor v € V' finns en  (additiv invers)

vektor w € V sa att w +v = 0.



5. 1lv=v
6. (af)v = a(Bv)
7. a(u+v)=au+av

8. (a+p)v=av+pv

(multiplikativt enhetselement)
(associativitet)
(distributivitet)
(distributivitet)

Multiplikationen i vektorrummet beror pa kroppen K. Nér vi behover
precisera detta sdager vi att vi har ett vektorrum 6ver kroppen K. Ett vektor-
rum over R kallas ocksa for ett reellt vektorrum och ett vektorrum éver C
kallas ett komplext vektorrum.

Det ar lidtt att se att nollvektorn ar entydigt bestdmd. For om 0 och 0

ar tva nollvektorer sa géller

0=0+0=0+0=0".

Pa liknande sétt géller att om w och w’ bada ar inverser till v sa ar

w=w+0=w+W+v)=w+(v+w)=wW+Vv)+w =0+w=w,

sa inversen ar ocksa entydigt bestdmd och betecknas —v. Entydigheten gor
att vi kan definiera u — v =u+ (—v).

Ovning 1.1. Visa foljande:
(a) Ov =0.
(b) a0 = 0.
(c) (=1)v =—v.

Exempel 1.2.

Gamla bekanta?
1. Geometriska vektorer
2. R™ och delrum till R™
3. C" och delrum till C™

4. My, = {Alla n x m matriser}

Foljdrum

5.¢=R>® ={r = (ry,re,..

;i € R}

6. co =RP ={reR®r;, - 0,i — oo}
7. coo = R = {r € R*; r; = 0 utom for dndligt manga ¢}
8. 02 ={r e R™;> " |ri> < 0o}



Funktionsrum
9. Ryft] =Py = {a + bt + ct*;a,b,c € R}
10. C[t] = Pc = {Alla polynom med komplexa koefficienter}
11. C0,1] = {Alla kontinuerliga funktioner pa [0, 1]}
12. C*(R) = {Alla oéndligt deriverbara funktioner pa R}
13. C*(]0,00)) =
{Alla k ganger kontinuerligt deriverbara funktioner pa [0, c0)}
14. L*(I) = {Alla integrerbara funktioner pa I med [;|f(x)[*dz < oo}

Ovning 1.2. Verifiera att dessa exempel ér vektorrum. Vad #ir u+ v och Au?

1.2 Delrum

Definition 1.3. En icketom delmdngd U till ett vektorrum V' kallas ett del-
rum till V om U ocksa dr ett vektorrum (med avseende pa samma addition
och multiplikation med skaldrer som pa V).

For att kontrollera att en méngd U &r ett delrum skall vi visa att vek-
torrumsaxiomen &r uppfyllda. For detta réacker det att visa att U &r slutet
under addition och multiplikation med skalarer, dvs. om u,v € U och A € K
sa géller u+v € U och Au € U. Axiomen 1,2 och 5-8 giller for alla vektorer
i V och alltsa speciellt for vektorer i U. Axiomen 3 och 4 foljer fran Ovning
1 eftersom 0 = 0u € U och —u = (—1)u e U.

Exempel 1.4.

1. Méngden {x € R3; 2 + 2z — x3 = 0} ér ett delrum till R® men inte
{x € R3%zy +2x9 — 23 =5}

2. Alla symmetriska n x n-matriser ar ett delrum till M,,,.

. oo ar ett delrum till ¢y som i sin tur ar ett delrum till c.

0% ar ett delrum till .

. Ry[t] ar ett delrum till R[t].

. C°[0, 00] &r ett delrum till C7[0, o).

7. C[0,1] &r ett delrum till L]0, 1].

S O = W

Definition 1.5. Lat {vy,...,v,} vara vektorer i V och X\; skaldrer. Da kallas
V:)\1V1—|—...+>\nvn (11)

for en lingdrkombination av {vy,...,v,}.
Mer allmdnt om W dr en odndlig delmdngd till V' sa dr v en linjdrkom-
bination av vektorerna i W om det finns dndligt manga {v1,...,v,} i W sa

att (1)) galler.



Det rum som spdnns av W bestar av alla linjarkombinationer av vek-
torer v W,

Span(W) = {\vi + ...+ v v € WA € K}

Vi sager att W genererar eller spanner V om Span(W) = V.

Ovning 1.3. Visa att Span(W) #r ett delrum till V.

1.3 Bas och dimension

1.3.1 Baser

Definition 1.6. En mdngd B = {by)} e av vektorer i V' dr en bas for V
om warje vektor v.€ V entydigt kan skrivas som en linjirkombination av
vektorerna 1 B.

Hér kan B vara en odndlig méngd. Kom ihag att en linjarkombination
alltid &r en &dndlig summa.
Om B = {by,...,b,} dr en dndlig bas kan varje vektor v € V entydigt
skrivas
v=ux/b;+...+2,b,

Vi later [v]p = (21,...,2,) € K" Talen z,...,z, kallas for koordi-
naterna for v i basen B och [v]|p for koordinatvektorn. Det &r litt att
verifiera att

[v+ulg = [v]g + [u]p och [Av]p = A[V]5 .

Hér ér [v]p + [u]p och A[v]p definierade av de vanliga vektorrumsope-
rationerna pa K". En bas ger oss alltsa mojlighet att rikna i det konkreta
vektorrummet R"™ eller C" i stéllet for i det abstrakta vektorrummet V.

Exempel 1.7.

4. En bas for M, ges av de nm matriserna M;; dar M;; dr matrisen med
1 pa plats i7, 0 for 6vrigt.

7. En bas for ¢oy ges av vektorerna e; dir e; = (0,0,...,0,1,0,...) (ettan
star pa plats ).

9. En bas for Ry[t] ges av polynomen 1, t och 2.

10. En bas for C[t] ges av {1,¢,¢%,¢3,...}

Det ar inte latt att ange en bas for de 6vriga rummen 5 — 14 i Exempel 1.2.

Definition 1.8. En mdngd A = {vy}rea av vektorer ar linjdrt oberoende
om alla ekvationer
/\1V1+...+/\nvn:0 s (12)

med v; € A endast har den triviala losningen \y = ... =\, = 0.
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Méngden A kan vara odndlig men vi kraver (1.2) bara for dndliga del-
méngder till A. Villkoret kan ocksa uttryckas som att den enda linjarkombi-
nationen av 0 med vektorer i A &r den triviala.

Om vektorerna inte &r linjart oberoende kallas de lingdrt beroende.

Ovning 1.4. Visa att B = {by}xea dr en bas om och endast om B ér linjirt oberoende
och B genererar V.

Ovning 1.5. Visa att om {vy,...,v,} ir linjirt oberoende i V' sa ar
{vi—va, Vo —V3...,Vyu_1 — Vg, V,} det ocksa.

Ovning 1.6. Visa att om {vy,...,v,} spinner V sa gor
{Vvi — Vo, Vo —V3...,V_1 — Vp, V,} det ocksa.

Ovning 1.7. Antag att {v1,..., vy} dr linjirt oberoende i V och w € V. Visa att om
{vi+w,...,v, +w} dr linjirt beroende sa w € Span(vy,...,Vp).
Ovning 1.8. Lat U = {x € R%; 21 = 329 och 23 = 7x4}. Bestim en bas for U.

Ovning 1.9. Finns det en bas pg, p1, p2, ps for Rs [t] ddr inget av polynomen har grad 27
Bevis eller motexempel.

Ovning 1.10. Visa att funktionerna e, ze® och e?* ir linjért oberoende i
(a) i C(R).
(b) i C(I) dér I &r intervall I C R som innehaller origo.
(¢) 1 C(I) dér I &r ett godtyckligt intervall I C R.
(Del (a) foljer forstas fran (b) som i sin tur foljer fran (c). Men (a) &r enklare att
visa dn (b) som i sin tur dr enklare &n (c).)

1.3.2 Dimension

Definition 1.9. Vektorrummet V' dr dndligtdimensionellt om det finns
dndligt manga vektorer vy, ...,v, som genererar V.

Ett rum som inte dr dndligtdimensionellt kallas odndligtdimensionellt
eller sédgs ha oéndlig dimension.

Anmirkning 1.10. Vektorrummet som bara bestar av nollvektorn passar
inte in definitionen. Vi gor konventionen att {0} dr dndligtdimensionellt och
har dimensionen 0.

Lemma 1.11. Om vq,...,v, spinner V sa finns det en delmdngd av dessa

Viys Vi - - -, Vi, SOm dr en bas for V.

Bevis. Vikan anta att ingen vektor v; = 0. Lat By = {v,}. Fori =2,3,...,n
later vi B; = B;_1U{v;} om v; ¢ Span(B;_1), annars sitter vi B; = B;_;. Det
ar latt att med induktion se att B; &r linjért oberoende och att Span(B;) =
Span{vy,...,v;}.

Med 7 = n ger detta att B, ar linjart oberoende och spénner V' och alltsa
ir B, en bas. (Jamfor Ovning 1.4.) O



En omedelbar f6ljd av detta &r
Korollarium 1.12. Ett dndligtdimensionellt vektorrum har en bas.

Fran teorin for losningar till linjdra ekvationssystem i Forsta kursen
far vi foljande resultat.

Lemma 1.13. Om bq,...,b, dr en bas for V och vq,...,v,, dr linjdart obe-
roende sa gdller m < n.

Bevis. Lat B = {by,...,b,} och [v]g vara koordinatvektorn till v i denna
bas. Da kan ekvationen

/\1V1+...—|—)\me:0
skrivas pa matrisform

AN =0 dir A = ([VI]B - [vm]B) .

([vi]p och X\ dr kolonnvektorer.) Detta &r ett losbart ekvationssystem med
m obekanta och n ekvationer. Sa om m > n finns oéndligt manga l6sningar,
och vy,...,v,, ar inte linjart oberoende. Alltsa géller m < n. O

Bevisen av foljande konsekvenser lamnas som en enkel(?) 6vning.

Korollarium 1.14. Twa baser i ett andligtdimensionellt vektorrum har lika
manga element.

Korollarium 1.15. Om vektorrummet V' dar andligtdimensionellt sa finns
det inte en odndlig mdngd av linjdrt oberoende vektorer {vy}aea i V.

Pa grund av Korollarium 1.12 och 1.14 kan vi nu gora foljande

Definition 1.16. Dimensionen for ett dndligtdimensionellt vektorrum V
ar antalet element i en bas.

Vi kan ocksa konstruera baser "nedifran”.

Lemma 1.17. Varje linjirt oberoende mingd B = {by, b, ..., b,} pa ett
andligtdimensionellt vektorrum kan utvidgas till en bas for V.

Bevis. Eftersom V ar dndligtdimensionellt spanns V' av dndligt manga vekto-

rer vi, v, ..., v,. Om vi anvinder Lemma [[.TT] pa vektorerna by, ba, ..., b,
V1,Va, ..., Vv, far vi en bas for V. Det &r klart att, eftersom by, bs, ... b, ar
linjart oberoende sa ingar by, b, ..., b,, i denna bas. n
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Bevisen av féljande konsekvenser lamnas som 6vning.
Korollarium 1.18. Om U ar ett delrum till V' sa gdller dimU < dim V.

Korollarium 1.19. Om V ar ett vektorrum med dimensionen n och

V1,Vo,...,Vy, spdnner V. sa ar vi,va,...,v, en bas for V.
Korollarium 1.20. Om dimV = n och vy, Vs, ..., v, dar linjdrt oberoende
sa Gr vi,va, ..., v, en bas for V.

Det odndligtdimensionella fallet

Aven oidndligtdimensionella vektorrum har en bas, och tva baser har ”lika
manga” element.

For att bevisa existensen av en bas kan vi resonera ungefiar som i beviset
i det éndligtdimensionella fallet. Tag en vektor v; # 0. Om vy spénner V'
ar vi klara. Annars tag en vektor vo ¢ Span(vy). Om Span(vy,vy) = V &r
vi klara. Annars tag en vektor....... I det andligtdimensionella fallet tar
denna process slut efter ett dndligt antal steg. For att vi skall "bli klara” i
det oéndligtdimensionella fallet behéver vi anvanda urvalsaxiomet.

Tva (odndliga) méngder A och B har samma kardinalitet (den precisa
definitionen av "lika manga” element) om det finns en bijektion mellan A och
B. Man kan bevisa att tva baser for V' har samma kardinalitet.

Lis gédrna om urvalsaxiomet och kardinaltal pa Wikipedia:
http://en.wikipedia.org/wiki/Axiom_of_choice
http://en.wikipedia.org/wiki/Cardinal_number

Ovning 1.11. Avgor om fsljande pastaenden &r sanna eller falska.

(a) Varje vektorrum som genereras av en dndlig méngd har en bas;
(b) Varje vektorrum har en #ndlig bas;
(c) Ett vektorrum kan ha mer #n en bas;
(d) Om ett vektorrum har en éndlig bas s& har alla baser lika manga element;
(e) R, [t] har dimensionen n;
(f) Myxn har dimensionen m + n;
(
s
(
(

g) Om vektorerna v, ..., v, genererar vektorrummet V sa kan varje vektor i V
krivas som en linjarkombination av vy,...,v, pa precis ett sétt;

h) Varje delrum till ett dndligtdimensionellt rum &r #ndligtdimensionellt;

i) Om dim(V) = n sa har V exakt ett delrum med dimension 0 och exakt ett med
dimensionen n.
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Ovning 1.12. Vilka av foljande méngder #r vektorrum? Forklara!
(a) Alla kontinuerliga funktioner pa [0, 1];
(b) Alla polynom pa [—1,1] med p(0) = 0;
(¢) Alla polynom pa [—1, 1] med p(0) = 1;
(d) Alla ickenegativa funktioner pa intervallet (1, c0);
(e) Alla symmetriska n x n-matriser.

Ovning 1.13. Antag att dim(V) = n och vi,...,v, #r vektorer i V. Visa att da &r
Vi,...,Vy linjirt oberoende om och endast om de genererar V.

Ovning 1.14. Kan vektorerna vi,vs,v3 vara linjirt oberoende men vektorerna w; =
Vi 4+ Vo Wy = vy 4+ v3 och w3 = v + v3 linjért beroende?

Ovning 1.15. Antag att U &r ett delrum till det dndligtdimensionella vektorrummet V.
Visa att om dimU =dimV sa ér U = V.

Ovning 1.16. Antag att pg, p1,.. ., pm &r polynom i P, sa att p;(7) = 0 for alla i. Visa

att po,p1, ..., pm ar linjirt beroende.

Ovning 1.17. Visa att V #r oéindligtdimensionellt om och endast om det finns en foljd
av vektorer vy, Vo, vs,...sa att vy, va,..., v, ar linjart oberoende for varje positivt
heltal n.

Ovning 1.18. Visa att

(a) R,
(b) R,
(c) RGo
(d) C[o,1]
alla dr oéndligtdimensionella.
Ovning 1.19. (a) Lat Uy,..., U, vara delrum till vektorrummet V. D4 definieras sum-
man Uy + ...+ U, som alla mgjliga summor av element i Uy, ...,U,,. Mer

precist betyder detta att
U+...4Un={wi+...4un;u €Uy,...,u, €Upn}t.

Visa att Uy + ...+ U, ar ett delrum till V.
(b) Om framstéllningen av en vektor i U = Uy + ...+ U, ir entydig séger vi att
U ér en direkt summa av Uy, ...,U,, och skriver

v=U;®...9U0,,.

Visaatt U =U; & ...® U,, om och endast om
HU=Ui+...4Un
och
(i) omu +...4+u, =0, u, €U;,, sadruy=...=u, =0
Ovning 1.20. Visa att om V &r ett n-dimensionellt vektorrum si finns endimensionella

vektorrum U; med
Vv=U®..eU,.
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Ovning 1.21. Antag att V = U, +Us. Visa att V = U; & U, om och endast om Uy NUy =
{0}.

Ovning 1.22. Antag att U och V #r delrum till R® med dimU = dimV = 5. Visa att
UnV #{0}.

Ovning 1.23. Antag att U och V &r delrum till C® med dimU = 3, dimV = 5 och
dim(U +V) =8. Visaatt C*=Ua V.

Ovning 1.24. (Svar? For den teoretiskt intresserade.) Antag att V har en uppriknelig
bas by, bs, bs,.... Visa att d& &r varje bas fér V uppriknelig.

Forslag till svar

1.8 (3,1,0,0,0), (0,0,7,1,0) och (0,0,0,0,1)

1.9. Ja, teex. 1, ¢, t2 + 13 och t3

1.11 (a), (c), (d), (h) och (i) &r sanna, (b), (e), (f) och (g) falska
1.12 (a), (b) och (e) #r vektorrum, (c) och (d) &r det inte

1.14 Nej
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Kapitel 2
Linjiara avbildningar

Fran Forsta kursen bor du kidnna till linjara avbildningar T : R” — R™,
deras samband med matriser och matrismultiplikation. Repetera det om du
inte kinner dig sidker pa hur det fungerar.

2.1 Definition av linjir avbildning

Definition 2.1. En lingdr avbildning mellan tva vektorrum V' och W oéver
samma kropp K dr en funktion T -V — W som uppfyller

T(ou+ pv) =aTu+ BTv .

En linjér avbildning T : V' — V kallas for en lingdr operator pa V och
en linjar avbildning 7" : V' — K kallas for en lingdr funktional pa V.

Exempel 2.2.

1. Nollavbildningen. O : V' — W given av Ov = 0 {6r varje v € V.

2. Identitetsavbildningen pa V. I = I, : V. — V given av Iv = v for varje
vel.

3. En m x n-matris A definierar en linjar avbildning 7" = T4 : R* — R™
genom T'x = Ax.

4. Lat B = {by,...,b,} vara en bas pa V. Da &r v — [v]p en linjir avbild-
ning.

5. Pa R*> definieras framatskift I och bakatskift B genom F(ry,79,73,...) =
(0,71,72,73, . ..) respektive B(ry,ro,73,...) = (12, 73,74 . ..).

6. Derivering i funktionsrum, t.ex. avbildningen Dp = p’ pa Ps]t]

6. Integrering, t.ex. avbildningen 7" : C'[0,1] — R given av T'f = f01 f(z)dz.
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Nagra enkla konsekvenser av definitionen &r att om 7" &r en linjéar avbild-
ning sa géller 70 = 0 och T'(a1vy + aove + ... + a,vy,) = ayTvy + anTvy +
e oIy,

Till en linjér avbildning hor tva viktiga delrum.

Definition 2.3. Om T : V. — W sa definieras kdrnan eller nollrummet
till T genom
KerT ={veV;Tv=0}.

Bildrummet (eng. range) till T dar
RanT = {w € W;w =TV for nagot ve V}.

Ovning 2.1. Visa att kiirnan och bildrummet till 7" &r delrum till V respektive W.

2.2 Inverterbara linjidra avbildningar

Om T : V. — W sa géller Tlyy = T och IwyT = T dar Iy, och Iy &ar
identitetsavbildningarna pa V respektive W. Sa I fungerar som en etta vid
sammansattning av linjéara avbildningar.

Definition 2.4.

1. En linjir avbildning T :'V — W har en vdnsterinvers om det finns en
linjar avbildning B : W — V' sa att BT =1 = Iy.

2. En linjar avbildning T : V. — W har en hdgerinvers om det finns en
lingar avbildning C - W — 'V sa att TC' =1 = Iy.

3. T ar inverterbar om den har bade en héger och en vinsterinvers.

Om T har en véansterinvers B sa ar T injektiv. Ty om Tx = Ty sa
x = Ix = BTx = BTy = Iy = y. Om T har en hogerinvers C' sa ar T
surjektiv. Ty om y € W och visétter x = Cy sagiller Tx =TCy = [y =y.
Sa en inverterbar linjar avbildning 7' : V' — W &r alltsa bade injektiv och
surjektiv.

Anvéndningen av begreppet invers i linjar algebra skiljer sig nagot fran
hur det anvénds i analys. I analys séger vi att en injektiv funktion f har en
invers som &r definierad pa bilden av f. Sa t.ex. har funktionen e inversen
Inx som &r definierad pa (0, 00).

Om T &ar en injektiv linjar avbildning 7' : V' — W sa kan vi betrakta
T som en avbildning 7" : V' — RanT. Denna avbildning blir en bijektion
T :V — RanT som &r inverterbar enligt foljande sats.

Sats 2.5. Antag att T : V. — W ar linjar, injektiv och surjektiv. Da dr T
wnverterbar.
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Beuvis. Eftersom T dr en bijektion har ekvationen Tx = y en entydig l6sning
for varje y . Lat x = T~y vara denna 16sning. Da #r 7! en funktionsinvers

till 7T
Det aterstar att visa att 7! &r linjér. Lat yi,y2 € W och aq, an € K. Da
giller T o T7Yayy1 + agys) = a1y1 + asys. Men eftersom T ér linjir giller
ocksd T o (T y1) + T Hy2)) = ayT o T (y1) + aoT o T (y3)) =
a1y1+aoys. Sa ToT Hayys +agys) = To(ay T (y1) + T (ys)). Men T
ar injektiv sa T~ (aqy1 + any2) = oy T Hy1) + aeT (y2) och T~ ir linjér.
O

Ovning 2.2. Visa att om 0 #r den enda vektor som uppfyller Tx = 0 sa #r T injektiv.

Ovning 2.3. Antag att 7' : V — W #r linjér. Visa att en funktion b med bo T = I inte
behover vara linjér.

Ovning 2.4. Visa att om T : V — W &r injektiv sa har T en vinsterinvers.
Ledning? Avbildningen T : R — R? given av = ~ (x,0) har en viinsterinvers B
given av B(z,y) = x. Funktionen b(z,y) = x + siny uppfyller boT = I men b
ar ingen vénsterinvers eftersom den inte dr linjar. (B(x,y) = x + y dr ocksa en
vénsterinvers.)

Ovning 2.5. Antag att T : V — W #r linjér. Visa att en funktion ¢ med T o ¢ = I inte
behover vara linjér.

Ovning 2.6. Antag att T: V — W ér surjektiv. Maste T’ ha en hogerinvers?

Ovning 2.7. Visa att det finns tva icke inverterbara avbildningar A och B sadana att
AB #r inverterbar. Kan BA ocksa vara inverterbar?

Vi avslutar detta avsnitt med foéljande satser.

Sats 2.6. Om T : V. — W dr inverterbar sa finns en entydigt bestamd linjdr
avbildning T=* : W — V' som uppfyller

TT ' =I=1Iy ochT'T=1=1,.
Avbildningen T kallas for inversen till T.
Bevis. Lat B och C' vara vanster- respektive hogerinverser till 7'. Da géller
B = BI = B(TC) = (BT)C = IC = C. Sa vinster- och hogerinverserna r
entydigt bestdmda och identiska och &r den sokta inversen.
[
Sats 2.7. Om S och T dr inverterbara sa gdller
(T™H™ =T och (ST) ' =T'57".
Bevis. Ovning. [
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2.3 Isomorfa vektorrum

I det har avsnittet later vi att alla vektorrum vara reella men allt fungerar
lika bra for komplexa vektorrum.

Definition 2.8. En inverterbar linjir avbildning T : V' — W kallas for en
tsomorfism.

Tva vektorrum V' och W dr tsomorfa om det finns en isomorfism T :
V—=W.

Om V och W dr isomorfa skriver vi V-=W.

Proposition 2.9. Isomorfism dr en ekvivalensrelation mellan vektorrum.

Bevis. Vi skall alltsa visa,
(a) V=V,
(b) Om V=W sa W =V och
(c)Om U=V ochV=WsalU=W.

(a) foljer eftersom Iy &r en isomorfism pa V.

Om T : V — W ér en isomorfi mellan V och W, sa dar 771 : W — V en
isomorfi mellan W och V' och (b) foljer.

For (c) observerar vi att om S : U — V och T : V — W é&r isomorfier
mellan U och V respektive Voch W sa ar T'S en isomorfi mellan U och W.

O]

Korollarium 2.10. Twva dndligtdimensionella vektorrum V- och W med sam-
ma dimension dr ismorfa.

Bevis. Antag att dimV = dim W = n. Lat by, ..., b, vara en bas for V. Da
ar v — [v]p en isomorfi mellan V' och R™ sa V' = R". Pa samma séitt géller
W = R"™ och Proposition ger V=W, ]

Proposition 2.11. Om T : V. — W dr en isomorfi mellan V' och W och
B = {by,by,...,b,} dr en bas pa 'V sa iar TB = {Tby,Tbs,...,Tb,} en
bas for W.

Bevis. Tag w € W och 1at v = T~ 'w. Eftersom B genererar V finns tal x;
med v =xz1b; +...+x,b,. Alltsa giller w =Tv =x;Tb;+ ...+ z,Tb, sa
T'B genererar W.

Om z:Tby + ...+ z,Tb,, = 0 sa géller T'(z1b; + ... + x,b,) =70 = 0.

Men T ar injektiv sa x1by; + ... + x,b, = 0. Detta ger x1 = ... =2, =0
eftersom B ér linjart oberoende. Sa T'B ér linjart oberoende.
Eftersom T'B é&r linjéart oberoende och genererar W dr T'B en bas. [

En omedelbar konsekvens av detta ar
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Korollarium 2.12. Om de dndligtdimensionella vektorrummen V' och W
ar isomorfa sa har de samma dimension.

Fran detta foljer att om en linjar avbildning mellan tva dndligtdimensio-
nella vektorrum V och W ar inverterbar sa har V och W samma dimension.
Korollarium 2.10] och 2.12] kan sammanfattas i

Sats 2.13. Twa dandligtdimensionella vektorrum V' och W dr isomorfa om
och endast om de har samma dimensionen.

Anméirkning 2.14. Sats .13 géller ocksa for oéndligtdimensionella vektor-
rum.

Exempel 2.15.

1. Geometriska vektorer i planet #r isomorfa med R2.
2. P& samma siitt dr geometriska vektorer i rummet isomorfa med R3.
Dessa isomorfier gjorde det mojligt att "rdkna” med de geometriska vek-
torerna.
3. M, ar isomorft med R"™™.
4. R, [t] dr isomorft med R™*! eftersom 1,¢,¢%,... " dr en bas for R,[t].
5. R[t] = {alla reella polynom} &r isomorft med cyo = {r € R>;r; = 0 utom
for dndligt manga i}.
R[t] har den upprikneliga basen 1,¢,t% 3 ... och ¢y den upprikneliga
basen e, ey, es3,... dir e; = (0,0,...,0,1,0,...) dar 1 star pa plats i. Sa
avbildningen

p(t)Zao+a1t+...—|—amtmt—)aoel+a162+...+amem

ar en isomorfi mellan R[t] och cyo. (Visa det!)

2.4 Linjara avbildningar mellan dndligtdimen-
sionella vektorrum och deras matriser

Lat T : R® — R™ vara en linjar avbildning och S = {ej,...,e,} stan-
dardbasen i R". Fran Forsta kursen vet vi att T' ges av matrisen [T'] =
(Tey---Tey);

Tx =T(xie1+ ... +xne,) =x1Te; + ...+ z,Te, = [T][x]s .

Definitionen av matrismultiplikation &r gjord sa att om 7" : R™ — R™ och
U:R™ — RY sa har den sammansatta avbildningen UT matrisen [UT] =
[T
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I det hér avsnittet skall vi se hur detta kan generaliseras till godtyckliga
andligtdimensionella vektorrum.

Vi paminner om att om by, ..., b, dren bas for V, v =x:b;+...+z,b,
och [v]lg = (x1,...,2,), sa & v — [v]|p en isomorfi mellan V' och K".

Antag nu att T': V' — W &r en linjar avbildning och att A = {a;,...,a,}
ar en bas for V och B = {by,...,b,,} en bas fér W. Da genererar T" en linjér
avbildning [T)|p4 : K® — K™ enligt foljande diagram.

V—L.ow v—L > Tv
Kn —— Km _—
[T}BA [V] A [T]BA [TV] B

Avbildningen fran K" — K™ &r sammansatt av tre linjara avbildningar;
K> [v]ja = (z1,...,2,) —» V=x1a; + ... + a8, = Tv = [TV]p .

Eftersom e; — a; — Ta; — [Ta;]p ges denna avbildning av m x n-matrisen
T4 = ([Tal]B . [Tan]B>.
Vi sammanfattar detta i

Sats 2.16. En linjar avbildning w = Tv mellan tva dndligtdimensionella
vektorrum V- och W med baserna A respektive B inducerar en linjdr avbild-
ning (wlp = [T]pa[v]a mellan K™Y och KW med matrisen [T)pa =

([Tal]B . [Tan]B> .

Eftersom w = T'v ér ekvivalent med [w|g = [T]|pa[v]a kan vi dra slut-
satser om T fran egenskaper for [1]p4 och tvértom. T.ex. dr ekvationen
Tx =y losbar om och endast om [T]pa[x|p = [y]p &r l6sbar.

En konsekvens av matrisframstéllningen ar foljande viktiga resultat.

Sats 2.17 (Dimensionssatsen). Antag att T :V — W dr en linjir avbildning
mellan tva dndligtdimensionella rum V' och W. Da gdller

dimKerT +dimRan7 =dimV .

Vi ger tva bevis av dimensionssatsen. I det forsta beviset infér vi koor-
dinater och reducerar situationen till matrisfallet. Det andra beviset 4r mer
direkt och anvander inte koordinater och matriser.
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Bewvis 1. Lat dimV = n och dim W = m. Vilj baser A och B pa V respek-
tive W och lat M = [T]pa vara matrisen till 7' i dessa baser. Matrisen M
har n kolonner och m rader.

Vi observerar forst att KerT' och Ker M &r isomorfa. For att se detta
paminner vi om att v — [v]4 dr en bijektion. Dessutom géller T'v = 0 om och
endast om M[v]4 = 0. Sa v +— [v]4 &r en bijektion mellan Ker 7" och Ker M
som alltsa ar isomorfa. Enligt Sats géller déarfor dim Ker T = dim Ker M.
Pa liknande séitt &r RanT och Ran M isomorfa och dim Ran7T" = dim Ran M.

Sa for att visa dimensionssatsen riacker det att visa den i matrisfallet,

dimKer M +dimRan M =dim V .

Lat M vara den reducerade trappstegsmatrisen till M och antag att an-
talet pivotelement &r k.

Ekvationen Mx = 0 har samma lésningar som Mx = 0. Losningen har
en frihetsgrad for varje fri variabel, dvs. n—k stycken. Sa dim Ker M = n—k.

Vi vet ocksa att de k pivotkolonnerna i matrisen M &r en bas for kolonn-
rummet till M, dvs. dim Ran M = k. Sa

dimKer M +dimRanM = (n—k)+k=n=dimV .
[l

I det andra beviset kommer vi att att anvinda direkt summa av vektor-
rum, V = U; @ Us, se Ovning 1.19-21. Fran definitionen foljer att dimV =
dim U; + dim Us,. Vi betraktar ocksa restriktionen av 7' till ett delrum U.
Denna avbildning betecknas T'|y;. T'|¢ &r alltsa den linjéra avbildningen Ty :
U— W dar T|ypu=Tu,ueU.

Bevis 2. Antag forst att KerT = {0} och alltsa dimKer7T = 0. Da &r
T :V — RanT en bijektion. Sa V' = RanT och dim RanT = dim V. Detta
ger

dimKer7 +dimRanT = 0+ dimRan7 = dim V .

Om KerT # {0} finns ett delrum U till V sa att V = KerT @ U. Da
géiller dim V' = dim KerT' 4+ dim U..

For avbildningen T'|; géller att RanT'|y = RanT'. (Varfor da?) Dessutom
ar Ker T'|y = {0}. (Varfor da?) Alltsa géller

dimRanT = dimRanT'|y = dim U
och vi far

dimKerT +dimRan7T =dimKer7T +dimU =dimV .
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Exempel 2.18. Bestim alla andragradspolynom p(t) sa att Tp(t) = 1 + ¢2
dar Tp(t) = p'(t) + p(t)-
Losning. Tp = p’ + p &r en linjar avbildning pa Ry[t]. Lat B vara basen
{po,p1.p2} déir po(t) = 1, pi(t) = t och py(t) = ¢* Da giller Tpo(t) =
0+1=py, Tpi(t) =1+t =py+ p1 och Tpy(t) = 2t + > = 2p; + po. Sa
110

Mes=| 0o 1 2 |. Ansitt P(t) = A+ Bt + Ct?. Ekvationen TP(t) = 1+ t*
00 1

ar ekvivalent med [T|pg[P(t)|p = [T P(t)]z = [1 + t?]p dvs.

110 A 1
01 2 Bl1=1020
0 01 C 1

Detta ekvationssystem har 16sningen A = 3, B = —2 och C' = 1 (Rékna
sjalv!). Alltsa uppfyller polynomet P(t) = 3 — 2t + t* ekvationen.

Fran Sats 213 eller Forsta kursen och Sats 16| foljer att en inver-
terbar avbildning 7" maste ha en kvadratisk matris. En annan viktig foljd av
Sats ar att T' dr inverterbar om och endast om matrisen [T]p4 &r inver-
terbar. Fran Forsta kursen vet vi att [T]ga, och ddrmed T', ar inverterbar
om och endast om det[T|ga # 0. Vi far ocksa foljande

Sats 2.19. Antag att T dr en linjar avbildning pa ett dndligtdimensionellt

rum. Da dar foljande pastaenden ekvivalenta.

(a) T dr inverterbar
(b) T dr injektiv
(c) T dr surjektiv

Sa for att hitta en losning till ekvationen Tx = b ricker det att visa
entydighet! Mer allmént géller Sats for en avbildning mellan tva rum
med samma (dndliga) dimension. Sats ar fel for oéndligtdimensionella
rum.

(Mot)exempel: Vi paminner om fram och bakatskift /' och B pa R*,
F(x1,29,23,...) = (0,21, 22, x3,...) och B(xy,x9,x3,...) = (T2, T3,%4,...).
Da ar (eller hur?) F' injektiv men inte surjektiv och B surjektiv men inte
injektiv. Desssutom géller BF = I men F'B # I.

Sats 2.20. Antag att Ty : U — V och Ty : V. — W dr linjdara avbildningar
och att vektorrummen U, V och W har baser A, B respektive C'. Da giller

[15Th]ca = [T]esTi]Ba
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Beuvis. Det foljer av diagrammet

T>Ty
N
UA%VB*Q>WC

~

o)

~ ‘

Kn (T1]Ba Km [T2]cn Kd

~_ 7

[T2T1]ca

och att vi vet att sammanséttning av avbildningar mellan K”-rum ges av
matrismultiplikation.

]

2.5 Basbyten

I den hér paragrafen skall vi studera hur matrisen [T'] g4 dndras vid basbyten.
Vi borjar med att studera identiten pa V.
Sa lat Iv = v vara identiteten pa V och A och B baser pa V. En-

ligt Sats EI8 sa giller [v]p = [I]pa[v]a dir [I]pa = <[]a1]B . [Ian]B> —
([al]B . [an]B).

Matrisen [I|p4 kallas for koordinatbytesmatrisen. Enligt Sats med
U=W =1V och T1 = T2 = [ far vi [I]AB[I]BA = [I]AA- Men [I]AA ar
enhetsmatrisen sa [I|p4 dr en inverterbar matris med inversen [I]4p.

Antag omvant att A = {ay,...,a,} dren bas och P = (p;---pn) = (pij)
en inverterbar matris. Om vi sétter [b;]a = Pla;]4 sa &r B = {by,...,b,}
en ny bas pa V. Notera att eftersom [a;]4 = €; sa giller [b;]a = p; eller
ekvivalent b; = > 7| priag. Sa P = ([b1]a---[bnla) = [I]ap.

Sa om vi byter bas med matrisen [/]4p sker koordinatbytet med dess

invers [I|ga = ([31]3 . [an]3>.
Nu till det har avsnittets huvudresultat.

Sats 2.21. Antag att T :'V — W dr en linjir avbildning och A, A och B, B
ar baser pa V respektive W. Da gdller

T]ga = UlgplTlBall]ax -
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Beuwis.

o o7 (a3

‘ ax

Kn Kn [T]Ba Km Uzs Km

\\ /

T154

]

Ett viktigt specialfall av detta &r da T" &r en operator pa V. Oftast anger
vi matrisen for 7' i en och samma bas och skriver ofta [T g i stéllet for [T]pp.
I detta fall forenklas Sats 2.21] till foljande

Korollarium 2.22. Om T : V — V dr en linjdar operator pa V och A och
B tva baser pa V' sa gdller

[T = [1palT)alllap = [1]palT]all] 5 -

Om vi sitter P = [I]pa kan detta skrivas [T]p = P[T]4aP~'. Dérfor ér
det naturligt med

Definition 2.23. Twva kvadratiska matriser A och B dr konjugerade om
det finns en inverterbar matris P med A = PBP™!.
Vi skriver A = B.

Terminologin &r inte standard. Pa engelska anvénds similar och ibland
kan man pa svenska ocksa se similér (fy).

Vi har sett att matrisen till en operator 1" i olika baser &r konjugerade. 1
nésta kapitel skall vi ge metoder for att vilja bas sa att denna matris blir sa
enkel som mojligt.

Ovning 2.8. Visa att konjugering ir en ekvivalensrelation, dvs.
a) A=A,
b) om A= B sa B = A, och
cjomA=Boch B=C,sa A=C.

Ovning 2.9. Visa att om A = B sa giller det A = det B.

Den sista 6vningen gor att vi kan definiera determinanten till en operator
paV.
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Definition 2.24. Om T dr en linjar operator pa ett vektorrum V' sa ar
det T = det[T|p ddr B dr en (godtycklig) bas pa V.

Ovning 2.10. Lat T : R3 — R3 vara en linjir avbildning. Visa att om z dr mittpunkten
pa strickan fran x till y sa 4r T'z mittpunkten pa striackan fran Tx till Ty.

Ovning 2.11. Lat R, vara rotationsmatrisen
cosa —sina

Ry, =

sin o CcoS o

Vad &r R,Rg? Visa att RoRg = RgR,. Hérled additionsformlerna for sin(a + 5)
och cos(a + ) fran detta.

Ovning 2.12. Ange en linjir avbildning 7' # 0 sadan att 72 = 0.
Ovning 2.13. Ange tva linjira avbildningar A och B sidana att AB = 0 men BA # 0.

Ovning 2.14. Ge exempel pa en avbildning T pa R? som uppfyller att T(av) = oT'v
men som inte ar linjér.

Ovning 2.15. Antag att T ér en linjér injektiv operator pa V och att eq, . .., e, ir linjirt
oberoende. Visa att Teq,...,Te, &r linjart oberoende.
Ovning 2.16. Antag att T &r en linjér surjektiv operator pa V och att ey, ..., e, spinner

V. Visa att Tey,...,Te, spanner V.
Ovning 2.17. Antag att T &r en linjir operator fran R* till R? med

KerT = {x € R* 2y = 5x5 och 24 = 3z3};.

Visa att da dr T surjektiv.
Ovning 2.18. Visa att det inte finns nagon linjir operator T fran C° till C? med

KerT = {x € C% a1 = 5xy och x3 = 24 = 225};.

Ovning 2.19. Antag att AB ir inverterbar. Visa att A har en hégerinvers och att B har
en véansterinvers. Vilka &r de?

Ovning 2.20. Ge exempel pa tva linjira avbildningar sidana att:
(a) A och B ér inverterbara men A + B &r inte inverterbar.
(b) A+ B ér inverterbar men varken A eller B ir inverterbara.

Ovning 2.21. Antag att bade V och W #r #ndligtdimensionella. Visa att det finns en
surjektiv linjar avbildning 7' : V' — W om och endast om dim W < dim V.

Ovning 2.22. Antag att U och V ir éndligtdimensionella vektorrum, och att 7 : U — V/,
SV — W. Da géller

dim Ker ST < dimKer S + dimKer T .
Ovning 2.23. Lat T vara en linjér operator pa ett éndligtdimensionellt rum V. Antag

att ST = TS for varje linjar operator S pa V. Visa att da dr T en skaldr multipel
av identiteten.
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Ovning 2.24. (a) Visa att vektorerna (1,2,1,1), (0,1,3,1) , (0,3,2,0) och (0,1,0,0) &r
en bas for R*.

(b) Bestdm koordinatbytesmatrisen mellan koordinater i denna bas och standard-
koordinaterna pa R*.

(¢) Vad har (1,0,1,0) g for koordinater i standardbasen?
(d) Vad har (1,0,1,0)s for koordinater i basen i den nya basen?

Ovning 2.25. Bestiam koordinatbytesmatrisen mellan baserna pg = 1, p1 = 1+t och
qul—t7 q1 :1+2tp§.]P)2.

Ovning 2.26. Lat T : R? — R? given av T'x = (3z + 2, 71 — 222). Bestim matrisen for
T i standardbasen och i basen (1,1), (1,2).

e " 1 3 0 2
Ovning 2.27. Ar matriserna A = och B = konjugerade? Motivera
2 2 4 2
ditt svar.
Ovning 2.28. Visa dimensionsatsen enligt foljande recept: Lat by, ... by vara en bas for
Ker T, och utvidga den till en bas by, ..., bg,bgy1,,...,b, for V.Dadr Tbgyq,,...,Tb,

en bas for RanT. (Den uppmirksamme losaren upptécker att det dr precis detta vi
gjorde i Bevis 2, men hér det meningen att visa det direkt.)

Forslag till svar

2.3 Se ledningen till Ovning 2.4
2.5 T.ex. T : R2 = R, T(x,y) = = och ¢(z) = (z,siny)

2.6 Ja
2.7 Nej
911 cosacosfS+sinasin  —(sinacos 3 + sin 8 cos a)
’ sin a.cos B + sin B cos cos acos B + sin asin 3
0 1
212 Tex. T =
0 0
0 1 1 0
213 Tiex. A= och B =
0 0 0 0

2.14 T.ex. T(z,y) = (sen(ey) V[aly/ul. sen(zy) v/ To] /I

2.19 B(AB)~! #r hogerinvers till A, (AB)~1A ar vinsterinvers till B

1 0 0 0
2.20 (a) T.ex. A=—-B =1, (b) Teex. A= och B =
0 0 0 1

1 0 0 O
2 1 3 1 .
2.24 (b) [I]sp = v (0) (1,5,3,1)5, (d) 5(2,-2,3,-11)B
1 3 2 0
1 1 0 O
2 -1
2.25 [I]pg =
-1 2
3 1 9 13
2.26 [T]s = och [Tp =
1 -2 -5 =8

2.27 Nej, de har skilda determinanter.
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Kapitel 3

Spektralteori

I det hér kapitlet ar T : V' — V en linjir avbildning pa ett dndligtdimensio-
nellt vektorrum V.

3.1 Egenvirden och egenvektorer

Det &r ldttare att forsta hur en avbildning 7' fungerar om dimensionen pa
vektorrummet ar litet. Sa vi vill ha en uppdelning

dér delrummen U; &r invarianta (se nedan) under 7. Da foljer "allt” om T

fran uppforande av T pa U;.

Vi paminner om att V' ar en direkt summa av delrummen Uj,
V:Ul@@Um,

om varje vektor v € V entydigt kan skrivas v =u; + ... + u,, dir u; € U;,
se Ovning 1.20.

Definition 3.1. Lat T wvara en linjdr avbildning pa V. Ett delrum U till V
ar invariant med avseende pa T om T(U) C U.

Om vi véljer baser for delrummen U; och slar ihop dem till en bas B for
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V sa giller

T 0 0
0 [T7;
0 0
[T =
0
0 C 0 [T

déar [T]; &r matrisen for restriktionen av T till U;. Vi séger att matrisen ar
blockdiagonal. Allra bést dr det ndr rummen U; dr endimensionella. Da blir
[T]p en diagonalmatris.

Att U; ar endimensionellt betyder att det finns en vektor u # 0 sa att
Tu € Span(u) dvs. att Tu = Au. Vi leds alltsa till f6ljande definition.

Definition 3.2. Vektorn u dr en egenvektor till T med egenvdrdet X om
u # 0 och
Tu=Au.

Vi later F\, vara egenvdrdesrummet till egenviardet A, dvs. det delrum
till V' som bestar av alla egenvektorer till egenvirdet A samt 0. Sa F, =
{u;Tu = \u}.

Studiet av egenvirden och egenvektorer ar temat for detta kapitel.

Spektralteori fungerar battre pa komplexa vektorrum &n reella vektorrum.
Anledningen till detta &r foljande sats.

Sats 3.3. Varje polynom P med komplexa koefficienter av grad n, n > 1 har
n komplexa rdétter \y,..., A\, och

Pz)=clz=X)(z—=Xa) - (22— \p) .

Sats 3.3l foljer av algebrans fundamentalsats, som séger att varje polynom
av grad minst 1 har en komplex rot, och faktorsatsen.

Ett reellt polynom behoéver darimot inte ha nagon reell rot. Men vi kan
alltid faktorisera ett reellt polynom med reella faktorer av forsta eller andra
graden.

Sats 3.4. FEtt polynom med reella koefficienter av grad n kan skrivas
Plx)=clz—a) (v —ap)(@* +arx + B1) - (2* + oz + 3)

dir k + 20 =n och ¢, ay och oy, 3; dr reella tal med 43; > o?.
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Observera att rotterna till 22 + oy + B; inte &r reella.

Eftersom T &r en operator pa V &r sammanséttning av 7" med sig sjilv
definierad. Vi later
T"=ToToTo---0T

m stycken

och om P(2) = ap2" + a,_12" 1 + ...a12 + ag #r ett polynom, sitter vi
P(T) = a,T" + a, 1T" ' +...a1T + aol. Observera att om

Pz)=clz—=M)(z—=Xa) - (z— \p)
sa har P(T) samma faktorisering,
P(T)=c(T —MD(T—XI)--- (T = \,I) .
Detta foljer eftersom T och I kommuterar, och darfor géller samma riakne-

regler for berédkning av ¢(z — A1)(z — A2) -+ (2 — A\,) som for ¢(T — M\ I)(T —
Xol)-- (T — N\1).

For komplexa vektorrum géller

Sats 3.5. En linjdr avbildning T pa ett andligtdimensionellt komplext vektor-
rum V' har en egenvektor.

Bevis. Vi ger tva bevis. Det forsta beviset ér "invariant”, dvs. det anvédnder
inte koordinater och matrisrepresentation. I det andra beviset anvander vi
koordinater och reducerar satsen till matrisfallet.
Bevis 1.
Lat vektorrummets dimension vara n, tag en godtycklig vektor v # 0 och
betrakta vektorerna
v,Tv,T?*v, ..., T"V .

De ar n + 1 stycken, alltsa fler &n dimensionen, och déarfor linjart beroende.
Lat m vara det minsta talet, 1 < m < n, sd att v,Tv,T?v,..., T™v &r
linjért beroende. Det finns alltsa ¢ = (co, ¢1, ..., ) 7# 0 med ¢, # 0 och

cov+eaTv+ eI’ v+...+¢,T"v=0.

Lat P(z) vara polynomet P(z) = cq + ¢12 + 222 + ... + ¢,,2™. Genom att
dividera polynomet med ¢,, kan vi anta att ¢,, = 1. Om Ay, Ag, Az, ..., A\, ar
polynomets nollstéllen har vi P(z) = (z — A\p) (2 — A1) -+ - (2= A2) (2 — Ap).
Sa

cov4+eTv+eT* v+ .. . +T"v = (co+aT+cT*+...+T™)v
= (T = X\p])(T =Xyt D) .. . (T =X I)(T — MI)v=0.
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Lat ug = v och satt for 1 < k < m,
w, = (T = MNeD)(T — Mot D). (T — X I)(T — M)V .

Da giller ug # 0 men u,, = 0. Sa det finns ett tal 0 < k < m — 1 sa att
up # 0 men vy = (T'— Mg 11)uy, = 0. Detta betyder att uy, &r en egenvektor
till 7" med egenvardet Agy1.

Bevis 2.

Lat B vara en bas pa V. Att A ar ett egenvérde till T betyder att T"— \I
inte dr injektiv. Lat p(A) = det(T — A\I) = det[T'— AI] 5. p(\) dr ett polynom
av grad n > 1 och algebrans fundamentalsats ger att p(A) har ett komplext
nollstélle \g. Sa det(T — A\gl) = 0 och T — Aol &r inte injektiv.

Detta betyder att ekvationssystemet [T'— AgI]g[u]p = 0 har en icketrivial
l6sning [u]p € C™. Sa [Tu]p = [T]|g[ulp = Ao[u|p och alltsa Tu = Agu dvs.
u ar en egenvektor.

]

Hér &r ett citat fran Axler om dessa bevis:

Compare the simple proof of this theorem given here (Bevis 1) with the
standard proof using determinants (Bevis 2). With the standard proof, first
the difficult concept of determinants must be defined, then an operator with
0 determinant must be shown to be mot invertible, then the characteristic
polynomial needs to be defined, and by the time the proof of this theorem is
reached, no insight remains about why it is true.

Haller du med?

Anmaérkning 3.6. Vi har i samband med Definition 2.24] sett att det[T]|p
inte beror pa valet av bas. Darfor beror inte heller det[T" — AI|p pa basen
och vi kan definiera det karakteristiska polynomet till en operator pa V'
genom p(A) = det(T — M) = det[T — \]p.

Dessutom géller att \ &dr ett egenviarde om och endast om T — AI inte
ar injektiv vilket &r ekvivalent med att 7" — AI inte ar inverterbar. Men
detta géller om och endast om [T'— A\I]p inte &r inverterbar och fran Férsta
kursen vet vi att detta betyder att det[T' — AI]p = 0. Sa att X\ &r ett
egenvérde till 7" ar ekvivalent med att A ar ett nollstiélle till det karakteristiska
polynomet p(\).

Korollarium 3.7. Varje linjar avbildning pa ett dndligtdimensionellt kom-
plext vektorrum har ett endimensionellt invariant delrum.

Bevis. Span(u) dar u &r en egenvektor duger. O

Det finns linjédra operatorer pa reella vektorrum som inte har nagon egen-
vektor.
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Exempel 3.8. Lat T vara en rotation (skild fran 0° eller 180°) pa R?, t.ex.
T(z,y) = (—y,x). Da har T ingen reell egenvektor.

Att T som &r en rotation inte kan ha en egenvektor ar klart av geometriska
skél, u och Tu kan inte vara parallella. Vi kan ocksa se det algebraiskt.
Villkoret T'(x,y) = A(z,y) betyder (—y,z) = XN x,y) eller y = =z, z = \y.
Men detta ger z = —\%2x och y = —\%y. Nu &r inte bade x och y noll sa vi
far A2 = —1 vilket #r en omdojlighet da A € R.

For reella vektorrum har vi

Sats 3.9. Om T dr en linjar avbildning pa ett reellt andligtdimensionellt
vektorrum sa har T ett tnvariant delrum av dimension ett eller tva.

Bevis. Polynomet i Bevis 1 av Sats har reella koefficienter och enligt
Sats 3.4 kan det faktoriseras i reella polynom av forsta eller andra graden. Sa
antingen finns u # 0 med (T'—al)u = 0 eller (T?*+aT+b)u = 0 dér x?+az+b
saknar reellt nollstélle. I det forsta fallet &r u en egenvektor och Span(u)ér ett
endimensionellt invariant delrum. I det andra fallet later vi U = Span(u, Tu)
som har dimension ett eller tva. For att se att U &r ett invariant delrum
ricker det att visa att T(Tu) = T?(u) € U. Men (T? + aT + b)u = 0 ger
T?u = —aTu — bu € Span(u, Tu) = U.

O

Vi har ocksa

Sats 3.10. En linjdr avbildning T pa ett andligtdimensionellt reellt vektor-
rum av udda dimension V' har en egenvektor.

Bewvis. Det reella karakteristiska polynomet har udda grad. Ett reellt po-
lynom av udda grad har ett reellt nollstélle A. (Varfor da?) Sa den reella
ekvationen [T'— A]px = 0 har en icketrivial 16sning x = [u]p € R"™ och u ér
en egenvektor i V med det reella egenvirdet . O]

Anmirkning 3.11. Ett beromt problem i funktionalanalys &r det sa kallade
"Invarianta delrumsproblemet” som handlar om existensen av ett icketrivialt
invariant delrum till begrinsade operatorer pa oandligtdimensionella kom-
plexa vektorrum. En svensk matematiker, Per Enflo, visade 1975 att det finns
en operator pa ett Banachrum utan invariant delrum. Problemet &r olost for
Hilbertrum. Se Kapitel 6 for definition av Banachrum och Hilbertrum. Foér
mer information se
http://en.wikipedia.org/wiki/Invariant_subspace_problem
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3.2 Diagonalisering

Det bésta vi kan hoppas pa vid studiet av en operator T' pa V é&r alltsa att
V' kan skrivas som en direkt summa av endimensionella invarianta delrum
till 7. Tag en nollskild vektor e; fran vart och ett av dessa delrum. Da &r
e; en egenvektor och B = {ey,...e,} ar en bas for V sadan att [T|p &r en
diagonalmatris.

Definition 3.12. En linjir operator T' : V. — V' dr diagonaliserbar om
det finns en bas B pa V' sadan att [T|g dr en diagonalmatris.

Sats 3.13. Antag att T :' V — V dr en linjir operator pa V' och att dimV =
n. Da dar T diagonaliserbar om och endast om V har en bas eq,...,e, av
egenvektorer till T

Bevis. Antag att T &r diagonaliserbar i basen B = {e1,...,e,} och att
[T]s = D =diag(\ -, Ay). Dé gller ([Tel]B - [Ten]B> —[Tp=D=

(Al[el]B . An[en]B). Alltsa ér [Te;]p = \i[ei]p. SaTe; = \je;, dvs.eq, ... e,
ar egenvektorer till 7.

Antag omvéant att B = {ey,...,e,} ar en bas av egenvektorer till T
Tei = )\iel. Da galler [T]B = ([Tel]B, ey [Ten]B) = ()\1[81]3 cee ,)\n[en]B) =
diag(Ay - -+, A,) och alltsa &r T' diagonaliserbar. O

Tyvéarr dr inte alla operatorer diagonaliserbara, inte ens i komplexa vek-
torrum.

Exempel 3.14. Lat T : C?* — C? vara definierad genom T'(21, z3) = (22,0).

01
[ standardbasen pa C? betyder detta att [T]g = . Det &r ldtt att se

0 0

att T bara har egenvérdet 0 och att (1,0) &r en bas for Ey (Kontrollera det!).
Sa rummet av egenvektorer dr endimensionellt och det finns inte tillrackligt
manga egenvektorer for att spinna det tvadimensionella C2. Sa T &r inte
diagonaliserbar.

Foljande exempel visar pa nyttan av att kunna diagonalisera operatorer.
Fler exempel kommer i nésta kapitel.

Exempel 3.15. Lat Py = {a + bt + ct?} vara rummet av alla andragradspo-
lynom och lat T vara operatorn (¢ + 1)4 pa P,. Beréikna T,
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Losning. Lat S vara standardbasen {py = 1,p; = t,p; = t*}. Eftersom
Tpyo=0,Tp; =t+1=py+ p; och Tpy = 2t> + 2t = 2p; + 2p, giller

010
A=Tls=10 1 2
00 2

Standardkalkyler fran Forsta kursen (Gor dem!) visar att matrisen A
har egenvérdena 0, 1 och 2 med egenvektorerna (1,0,0), (1,1,0) respekti-
ve (1,2,1).

Lat [eg)s = (1,0,0), [e1]s = (1,1,0) och [es]s = (1,2,1) dvs. ey = po = 1,
e; = po+p1 = 1+t och ey = po+2p1+ps = 1+2t+1%. I basen B = {eg, €1, e, }
galler

0 00 00 O
Tls=|01 0| och[TVz=[T5=]01 0
0 0 2 0 0 2V
Vi har
1 11
155 = (leos fes feals) = | 0 1 2
0 01

1 -1 1
Mps=]10 1 -2
0 0 1

Enligt Korollarium 2.22 har vi [T|s = [I]sg[T]s[{]ps och alltsa [TN]S _
[T)Y = [I]ss[T)%[I]5s- En kalkyl (Gor den!) ger

01 2V—-2

[TN] — N+1
s = 01 2 -2

0 0 N
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Med invarianta beteckningar kan detta skrivas

((t - 1)%)N (a+bt+ct’) = b+ (2 —2)c) + (b+ 2V = 2)e)t + 2Vt .

Det ar alltsa onskvért att kunna diagonalisera en operator. Ett enkelt,
men viktigt resultat om nér det gar ar korrollariet till foljande sats.

Sats 3.16. Antag att ey, e, ..., e, dr egenvektorer till operatorn T med olika
egenvdrden. Da dr e, e,, . .., e, linjirt oberoende.

Bevis. Lat Te; = \je;, i = 1,2, ..., n diar \; # .. Antag att

o€ + ageq + ...+ a6, = 0. (31)

Lat Sz = (T—)\ll) s (T—)\z_ll) (T_>\Z+1I) cee (7“’—>\n[)7 dvs. Sz ar produkten
av alla faktorerna T'— A\l utom nummer i. Nu géller (T — \yI)er = 0 och
(T — Mel)e; = (N — Ap)e;. Genom att applicera S; pa ([B.1]) far vi

ai(Ni — A1) (N = Aim) (A = Aigr) - (A — An)e; = 0.

Eftersom e; # 0 och \; # A\, ger detta a; = 0 och ey, es, ..., e, ar linjirt
oberoende. N

Korollarium 3.17. Antag att T ar en linjir operator pa ett vektorrum V'
med dimension n. Om T har n olika egenvirden sa dr T diagonaliserbar.

Beuvis. Lat ey, eo, ..., e, vara egenvektorer till 7" med olika egenvérden. En-
ligt Sats[B.16] 4r de linjar oberoende. Men enligt Korollarium [L.20] &r n linjart
oberoende vektorer i V' en bas. Pastaendet foljer nu fran Sats B.I3L O

Enligt Korollarium B.I7 &r T diagonaliserbar om T inte har multipla
egenvirden.

Definition 3.18. Lat A vara ett egenvirde och p(z) det karakteristiska poly-
nomet till T'.

1. Om m dr det storsta heltal sadant att (z — \)™ delar p(z) sdger vi att
A har algebraisk multiplicitet m.

2. Om d = dim E, = dimKer(T — Al) sdger vi att T har geometrisk
multiplicitet d.

Algebraisk multiplicitet anvands mycket oftare &n geometrisk multiplici-
tet. Darfor kommmer vi ofta att bara sdga multiplicitet i stéllet for algebraisk
multiplicitet.

33



Sats 3.19. Den geometriska multipliciteten dr alltid mindre dn eller lika med
den algebraiska multipliciteten.

Bewis. Antag att \g &r ett egenvérde och lat d = d), = dim £, och m = my,
vara den geometriska och den algebraiska multipliciteten fér Ag. Vilj en bas
e1,...,eq for E), och utvidga den till en bas B for V. I denna bas géller,
som i beviset av Sats B.13], att

Aola | Ar
0 |A;

[T]p =

for nagra matriser A; och A,. Sa

Mo—-NL| 4

= (Ao — N)pa,(N) .
0 \ Ay — M

pr(\) = det

Den sista likheten far vi genom att d ganger utveckla determinanten efter
forsta kolonnen. Detta ger d < m (med likhet om och endast om pa,(Ag) # 0).
O

Exempel B.14] visar att den geometriska multipliciteten kan vara strikt
mindre dn den algebraiska. Enligt nésta sats dr det precis detta som kan
hindra en operator pa ett komplext vektorrum fran att vara diagonaliserbar.

Om T :V — V ar diagonaliserbar och dim V' = n sa géller

det(T'— X)) =det(D — X)) = (=1)"(A = A1) ...(A=A\,),

déar D =diag(Aq, ..., \,). Sa det karakteristiska polynomet har n nollstéillen
raknat med multiplicitet. Detta géller alltid for komplexa vektorrum men for
reella vektorrum &r det ett villkor pa 7'

Sats 3.20. En linjdr operator pa ett komplext vektorrum dr diagonaliserbar
om och endast om for varje egenvdrde \ gdller att den algebraiska och den
geometriska multipliciteten sammanfalller.

Anmairkning 3.21. Satsen géller ocksa for en operator pa ett reellt vektor-
rum dér alla nollstéllen till det karakteristiska polynomet &r reella.

Bevis. Om operatorn T' kan diagonaliseras har 7" en bas av egenvektorer. Sa
V = E\®...8FE),,. Enligt SatsB.I9géller alltsan = dim V' = dy,+. . .+d), <
my, + ...+ my, = n. Detta ger d; = m; for alla 7.

Omvént, om d; = m; for allat och U = E), @...® E),, sa géller dimU =
dy, +...+dy, = my, +...+my, =n. Men detta betyder att U =V sa V har
en bas av egenvektorer och T &r alltsa diagonaliserbar enligt Sats B.13l [

34



Tyvéarr ar inte villkoret i satsen enkelt att kontrollera. I Kapitel 7 skall vi
bevisa den sa kallade Spektralsatsen som séger att en reell sjdlvadjungerad
operator eller en komplex normal operator kan diagonaliseras. Villkoren att
vara sjalvadjungerad respektive normal &r enkla att kontrollera.

I Kapitel 8 skall vi bevisa Jordans normalform som beskriver hur man
skall vélja bas for att en operator som inte dr diagonaliserbar skall fa sa
enkel matrisrepresentation som mojligt.

Ovning 3.1. Vilka av foljande pastaenden dr sanna?

(a) Varje operator pa ett n-dimensionellt komplext vektorrum har n olika egenvir-
den.

(b) Om T har en egenvektor har den oéindligt manga egenvektorer.
(c) Det finns en operator pa ett reellt vektorrum utan egenvektor.

(d) Det finns en operator pa ett éndligtdimensionellt komplext vektorrum utan
egenvektor.

(e) Det finns en operator pa ett odndligtdimensionellt komplext vektorrum utan
egenvektor.

(f) Summan av tva egenvektorer dr en egenvektor.
(g) Summan av tva egenvektorer till samma egenviirde dr en egenvektor.

Bevis eller motexempel.

Ovning 3.2. Bestiim det karakteristiska polynomet, egenviirden och egenvektorer till

1 3 3
4 -5 2 1

(a) » (0) och (¢) | -3 -5 -3
2 -3 -1 4

3 3 1

Ovning 3.3. Bestim egenviirden och egenvektorer till rotationsmatrisen

cosp —singp

sing cosyp

Ovning 3.4. En operator T &r nilpotent om T% = 0 for nagot k. Visa att om T #r
nilpotent sa har T' endast egenvéirdet 0.

Ovning 3.5. Lat A vara en kvadratisk matris. Visa att de fyra blocktriangulira matri-

I« A« I 0 A0
0o a4) \o 1 « A « T

alla har determinanten det A. Matrisen * betecknar en godtycklig matris.

35



Ovning 3.6. Visa att om A och B iir kvadratiska matriser sa géller

A C
det =det Adet B .
0 B
A C I C A 0
Ledning. =
0 B 0 B 0 I
Ovning 3.7. Lat A och B vara en m x n-matris respektive en n x m-matris. Visa att da
géller
0 A
det =det AB .
-B 1
I 0
Ledning. Hogermultiplicera med
B I
Ovning 3.8. Lat A och B vara kvadratiska matriser. Visa att det karakteristiska poly-
A *
nomet till den blocktriangulédra matrisen ar produkten av de karakte-
0 B

ristiska polynomen till A och B.

Ovning 3.9. Lat vy, vs,...v, varaen bas B i vektorrummet V. Visa att om v, va,... Vg
alla &r egenvektorer till operatorn T med egenvérdet A sa dr matrisen till 7' i denna
bas blocktriangulér,

Hér &r I, enhetsmatrisen av storlek k, A &r en kvadratisk och * en godtycklig matris.
Ovning 3.10. Visa att den geometriska multipliciteten till ett egenvérde inte kan vara
storre dn dess algebraiska multiplicitet.
Ovning 3.11. Visa att en operators determinant éir produkten av dess egenvirden (med
multiplicitet).
Ledning. Visa att det(A — X) = (A1 — A) (A2 = A) -+ (A — A) och séitt A = 0.
Ovning 3.12. Spdret till en matris #r summan av dess diagonalelement, dvs. om A =
(aij) saér Tr A =a11 + ... + apn.
Lat [T]p vara matrisen till en operator T i en bas B. Bevisa att sparet till [T]p
inte beror pa valet av bas B genom att visa att sparet for [T]p #r summan av
egenvirdena till 7' (med multiplicitet).
(Vi kan alltsa definera sparet till T' genom TrT = Tr [T'] 5 dér &r en godtycklig bas.)
Ledning. Lat A = [T i ndgon bas B. Bestim koefficienten till \» ! i det(A—\I) =
A =N(A2—=A)--- (A, —A). Visa att det(A—AI) = (a11 —A)(az2—A) -+ (@pp —A) +
q()\) dér g &r ett polynom av grad (hogst) n—2. Vad dr hogerledets A"~ !-koefficient?
Ovning 3.13. Bevis eller motexempel: Om U ér ett delrum till V' som #r invariant under
varje operator pa V sa dr U = {0} eller U = V.
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Ovning 3.14. Antag att S och T kommuterar. Visa att Ker(T — AI) #r ett invariant
delrum till S.

Ovning 3.15. Lat T : P; — P; vara definerad av a + bt — b + at. Bestéim egenviirden
och egenvektorer till T.

Ovning 3.16. Bestim alla egenvirden och egenvektorer till fram- och bakatskiften F
resp. B pa R*. (Se Exempel for definitionen av F' och B.) Vad hénder om vi i
stéllet for R later ' och B verka pa R§° och R§§7

Ovning 3.17. Antag att 7 : V — V dér dimV = 5. Visa att om dimRanT = 3 s har
T hogst 3 olika egenvirden. Generalisering?

Ovning 3.18. Bevisa att ST och T'S har samma egenviirden.

Ovning 3.19. Antag att V iir ett komplext vektorrum och p ett polynom. Visa att a &r
ett egenviirde till operatorn p(T') om och endast om a = p(A) fér nagot egenvérde
A till T. Ar det sant for reella vektorrum?

Ovning 3.20. Antag att 7 har dimV olika egenviirden och att varje egenvektor till T
ocksa #r en egenvektor till S (inte nédvindigtvis med samma egenviirden). Visa att
da kommuterar T och S.
Ledning. Vad adr STu och T'Su da u &r en egenvektor?

Ovning 3.21. Lat A vara en reell matris med ett komplext egenvirde A (dvs.\ ¢ R) och
egenvektor v. Visa att da adr A ocksa ett egenvirde med egenvektor v.

Ovning 3.22. Lat T vara en operator pa ett femdimensionellt vektorrum med tre olika
egenvirden. Ett av egenrummen #r tredimensionellt. Maste T vara diagonaliserbar?
Bevis eller motexempel.

Ovning 3.23. Ge ett exempel pa en 3 x 3-matris som inte #r diagonaliserbar. Kan du
gora exemplet "generiskt”; dvs. sa att ingen speciell struktur syns?

Ovning 3.24. Antag att A # 0 och A” = 0 for nagot n. Bevisa att A inte kan diagona-
liseras.

évning 3.25. (a) Lat My vara vektorrummet av alla 2 x 2-matriser. Bestdm egenvér-
den och egenvektorer till operatorn T : Mayo — Maxo given av T'(A) = AT.

(b) Kan du 16sa motsvarande problem for n x n-matriser?

37



Forslag till svar

3.1 (b), (c), (e) och (g) &r sanna, (a), (d) och (f)ar falska
3.2 (a) A2 = X — 2, A = 2, —1 resp. multiplar av (5,2) och (1,1)

(b)(A — 3)2, A\ = 3 resp. multiplar av (1,1)

() —(A = 1(A+2)%, A =1, -2 resp. multiplar av (1,—1,1)

och Span((1,0,-1),(1,—1,0))
3.3 A = cos p +isinp, resp.(4,1) och (1,14)
3.13 Sant
315 A==41,1+toch 1 —t
3.16 F saknar egenvirde (i alla tre fallen). Alla A dr egenvérden till B, egenvektorer dr multiplar av
(1, \, A2,)3,..)) Pa R&° dr alla X med |A| < 1 egenvirden, och pa RS9 dr A = 0 det enda egenviirdet.
3.19 Falskt
3.22 Ja
3.25 (a) A = 1, motsvarande egenrum bestar av alla symmetriska matriser (tredimensionellt);

0 1
A= -1, 4r en bas for E_1.
-1

(b) Ja. A = 1, motsvarande egenrum bestar av alla symmetriska matriser

(n(n + 1)/2 dimensionellt); A = —1, en bas fér E_1 bestar av matriserna

Aij,j > i med a5 = 1, aj; = —1 och ag; =0 om (k,l) #* (’L,j)

(de &r n(n — 1)/2 stycken).
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Kapitel 4

Tillaimpningar pa spektralteori

4.1 Nagra geometriska exempel

Exempel 4.1. Bestdm den geometriska betydelsen av avbildningen y = Ax,
déar

5 =2 -1
A=—-1-2 2 =2
-1 -2 5

En vektor v &r egenvektor till A med egenvirdet A om och endast om
v dr en egenvektor till 64 med egenvirdet 6A. Sa A och 6A har samma
egenvektorer. Egenvérdena till 6A fas ur

—92 2- )X —2 | = (rdkna sjilv) = —A(A —6)? = 0.

Alltsa har A egenvérdena A\; = 0 och A\o3 = 1. Lat Ey och E; vara
motsvarande egenrum.

En kalkyl (Gor den!) visar att e; = (1,2, 1) dr en egenvektor till egenviir-
det 0.

For A =1 har vi

-1 -2 -1 1 21
6A—6I=| -2 —4 -2 | ~]1 00 0
-1 =2 -1 000



Sa vi ser att e = (1,0,—1) och e3 = (2,—1,0) &r tva linjart oberoende
vektorer i egenrummet F;. Observera att bada ar vinkelrdta mot e;. Sa F;
ar det plan genom origo som &r vinkelrdt mot e, dvs. planet x 42y + z = 0.

Nu géller V = Ey ® E, sa om v = vy + vy géller Av = Avy + Avy; = vy
dir v; € F;, i = 1,2. Alltsa d&r A den ortogonala projektionen pa planet
r+2y+2=0.

Anméirkning 4.2. Att Ey och E; ér vinkelrédta dr ingen slump. I Kapitel 6
skall vi se att det ar sa for alla symmetriska matriser.

I de foljande exemplen skall vi studera den geometriska betydelsen av
2 X 2-matriser med komplexa egenviarden. Mer om detta hittar du i Lay,
avsnitt 5.5.

a —b
Exempel 4.3. Lat A = vara en reell matris. Det karakteristiska
b a

polynomet &r p(A) = (a — \)? + b* och A saknar alltsa reellt egenviirde om

b#0.O0mr=|(a,b)| = va®+ b? kan vi skriva A =r . Vektorn

3R 3|

Sl 3

%(a, b) ligger pa enhetscirkeln och det finns alltsa en vinkel ¢ sa att

COS —sin
A—r %2 %2

sinp  cosy

Sa A bestar av en rotation sammansatt med en skalning. Banan x,, = A"x,
ligger i en cirkulér spiral kring origo. Om r = 1 &r banan en cirkel.

Matrisen A ovan dr inte bara ett trevligt exempel, det &dr av grundldggande
betydelse for varje reell matris med komplexa egenvérden.

3 4
Exempel 4.4. Undersck matrisen A =
-1 3
Vi har p(A\) = (3—\)?+4 sa A har egenviirdena A\ = 3+ 2i. Egenvektorn
—21 4 1 2
som hor till A, fas ur ~ . Alltsa dr v = (2,4) en
-1 -2 0 0

egenvektor. (Eftersom AV = Av = A\v = AV ir v = v = (2, —i) en egenvektor
il A_.)
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Lat B vara basen Rev = (2,0), Imv = (0,1). Vihar [A]g = [I]ps[A]s[I]|sB-

§ 2 0 . 0 .
Nu ér [I|sp = och [I|ps = [I]g5 = . Sa
0 1 0 1
10 3 4 2 0 3 2
[A]p = —
0 1 -1 3 0 1 -2 3

[A] g dr en matris av den typ som behandlades i Exempel .3l och i basen
Rev,Imv &r avbildningen en sammanséttning av en rotation och en skalning.

Anmirkning 4.5. Utseendet pa matrisen [A]|p kan ocksa forklaras pa fol-
jande sitt. Lat v. = Rev + iIlmv vara en egenvektor till A med egen-
viardet A\ = a + ib och sitt vg = Rev, v; = Imv. Da giller Avgp =
AR(v +v)) = 1(Av + Av) = Re(Av). Men Av = (a + ib)(vg + iv;) =
(avg —bvy)+i(avi+bvg). Sa Avg = avg — bv;. Pa liknande sitt ser vi att
Avy = bvg + avy. Alltsa ar

Avp = avp — bvy
Av; = bvg + avy.
a b
Men detta betyder att [A]p = dér B &r basen B = {vg,v;}.
—b a

Ovning 4.1. Visa att den linjira avbildning pa R® som i standardbasen har matrisen

1 01
L 2
5 0 0
1 01

ar ortogonal projektion pa ett plan. Vilket plan?

Ovning 4.2. Bestim egenviirdena och en bas for motsvarande egenrum till matrisen
1 5
—2 3 )
- . oo : V3 o—1)
Ovning 4.3. Den linjira operator pa R“ som ges av matrisen 3 dr samman-
1 3

satt av en rotation och en skalning. Bestdm rotationsvinkeln ¢ och skalningsfaktorn
T
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Ovning 4.4. Bestim som i Exempel B4l en bas B och en matris [A]p pa formen [A]p =

( a b) i
da
—b a
(1 —2) ( 1 5)
(a) A= och (b) A= .
1 3 -2 3

4.2 Diskreta dynamiska system

Exempel 4.6. Ugglor dter moss.

Eftersom ugglor dter moss ar det bra for ugglorna om det finns mycket
moss och daligt for mossen om det finns manga ugglor. Lat u,, och m,, vara
antalet ugglor i hundratal respektive antalet moss i tiotusental efter n ar. En
modell for att beskriva populationsféréindringen ar

Upr1 = 0,4u, + 0,6m,
Mpr1 = —0,3u, + 1,3m,

eller mer kompakt
0,4 0,6

X1 = Ax,, dir A =
-0,3 1,3

Detta ger x; = Axg, X9 = Ax; = A%xg, X3 = Axy = A3x,...0ch x,, = A"x,.
For att forsta populationsdynamiken aterstar "bara” att berdkna A"xq.
Vi har

0,4—X 0,6 1-X 0,6
p(A) = = = (1=2)(0,7-X).
~0,3 1,3—A 1—X 1,3— 2\

Sa nollstéllena &r A\; = 1 och Ay = 0,7. Motsvarande egenvektorer &r (Ridkna
sjalvl) e; = (1,1) och ey = (2,1). Sa om B &r basen eq, ey har vi [A]p =

1 0 1 0
och [A"]p = . I standardbasen géller déarfor A" =
0 0,7 0 0,7
. 1 2 .
[Als = [{]ss[A"]|I]ps dér [I]sp = ) Nu #r (Kolla det!) [I]ps =
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sh = . Sa om t.ex. xg = (3,2) har vi
1 -1
Xn = [ BSXp =

-1 2 3

0 0,7 1 -1 2

1+2-0,7

= (Rékna, rikna) =
140,7

eller u, =142-0,7" och m,, =1+ 0,7". Nar n — oo néarmar sig bade u,
och m,, 1 och i det langa loppet kommer det att finnas 100 ugglor och 10000
moss i skogen.

Ett nagot annorlunda (och enklare) sétt att l6sa problemet ar att forst
observera att xo = e;+e5 och att diarfor A"xy = A"(e;+ey) = A"e;+A"ey =
e +0,7e;=(14+2-0,7",140,7").

Exempel 4.7. Berikna A" da A =
0 2

A har det dubbla egenvirdet A = 2. Egenrummet F5 dr endimensionellt
(det spénns av (1,0)) sa A kan inte diagonaliseras. Men vi kan #nda enkelt

01
berdkna A". Vihar A=2I4+A—-2] =2+ Ndar N = A-2] =
00
Eftersom N? = 0 ger binomialsatsen
A" = 2T+ N)* = (21)"+ (g‘) (20N = 2" [ 4n2" LN = 27
0 2

Rekursionsekvationer av hogre ordning kan reduceras till ett system av
forsta ordningens rekursionsekvationer och 16sas med ovanstaende metoder.

Exempel 4.8. Los

Tnt3 = 2xn+2 + Tn41 — 2xn

.1'0:1,33'1:0,372:1
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Lat x,, = (T, Tni1, Tnaz). Da giller

Xn+1 = (:En—‘rl» Tn+2, $n+3) = (xn—‘rla Tn+2, 2xn+2 + Tp4+1 — an) .

010
Pa matrisform kan detta skrivas x,,,1 = Ax,, dar A = 0 0 1
-2 1 2

En kalkyl (Gor den!) visar att A har egenvéirdena —1, 1 och 2 med egen-
vektorer e_; = (1,—1,1), e = (1,1,1) och ey = (1,2,4). Déarfor galler

Xg = §(e_1 + e;) och vi far

%, = A'xg = A”(%(e_l ter) = %((—1)%_1 +1%ey) = %(e1 +(=1)"e 1) .

Sa x, = 3(14 (=1)"), dvs. z, = 1 néir n dr jdmnt och z,, = 0 nér n &r udda.
Detta kan man forstas ocksa se genom att direkt med rekursionsformeln
berikna ett par z,.

4.2.1 Stabilitet

Vi antar att operatorn A har en bas av egenvektorer eq, ..., e, med egen-
varden Ay, A, ..., A,,. Da har det dynamiska systemet

Xn+1 = Axn

l6sningarna
X, = ciAfer + ...+ e\ em

dir c¢; bestams av startvardet xg = cie; + ... + ¢pen,. Vi vill forsta hur
l6sningarna beter sig nér n — oo.

Om x( = e; sa giller x,, = A'e;. Om |\;| < 1 har vi att x, — 0, n — 0.
Avtagandet dr exponentiellt och vi séger att e; dr ett stabilt tillstand. Om
|Ai] > 1 sa vixer i stéllet |x,| exponentiellt mot odndligheten. Vi séger att
e; ar ett instabilt tillstand. Slutligen om |\;| = 1 sa varken véxer eller avtar
X

Lat oss nu betrakta ett godtyckligt startvirde x,. Antag \; ér ett do-
minerande egenvirde, dvs. att det har storst absolutbelopp av egenvirdena.
Motsvarande egenvektor e; kallas ett dominerande tillstand. For enkelhets
skull antar vi att |\;| > |A\x| da k # 7. Om ¢; # 0 kommer termen ¢;\'e; att
dominera 6ver de andra termerna och riktningen pa x, kommer att ndrma
sig riktningen hos e;.
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Xn €; .. . . -
(Vi har P R~ rnm dér |r,| = 1. I det reella fallet ndrmar sig x,, den linje
Xn €;
genom origo som bestdms av e;. I det komplexa fallet ndrmar sig x,, den

kompleza linje som bestams av e;, dvs. alla vektorer i C™ som kan skrivas
z€;, 2 € C.)

Om alla egenvérden uppfyller [A\y| < 1 sa géller lim, ,.,x, = 0, for
alla startvirden xg. Det dynamiska systemet &r stabilt. Om nagot egenvéarde
uppfyller [A\g| > 1 sa kommer |x,| — 0o, n — oo, for ndstan alla startvérden,
systemet ar instabilt. Konvergensen sker léngs den riktning som bestdms av
den dominerande egenvektorn e;.

e 1 1 -1 3
Ovning 4.5. Lat A = — och xg = . Bestdm x,, = A"xq. Beskriv
V21 1 4
kvalitativt vad som hiander for stora n.
311 3
Ovning 4.6. Lat A = 1 2 2 och xg = 1 |. Bestam x,, = A"xq. Beskriv
1 2 2 —1

kvalitativt vad som hander for stora n.

Ovning 4.7. I den fortrollade skogen bor drakar och gripar. Deras antal ar n uppfyller

dn+1 = 1, 5dn + dn
In+1 = dn
Vad blir populationen efter 25 ar om det fran borjan fanns 25 drakar och inga

gripar? Hur blir det efter ett stort antal ar? Vad blir forhallandet mellan drakar och
gripar?

Ovning 4.8. I skogen finns radjur, hundra vuxna och hundra kid. Varje ar éverlever 50%
av kiden och blir vuxna, 50% dor. De vuxna radjuren foder i genomsnitt 0,6 kid
(dvs. 1,2 per par), och 70% av de vuxna radjuren 6verlever till ndsta ar. Hur manga
kid och hur manga vuxna radjur finns det tio ar senare?

Ovning 4.9. Undersok stabiliteten hos systemet x, 11 = Ax, da A =

Ovning 4.10. Undersok stabiliteten hos systemet x,; = Ax, da A =

Ovning 4.11. Lat A = . For vilka (reella) virden pa k &r systemet x,41 =
1 1

Ax,, stabilt? Nar finns det ett instabilt tillstand? Nar finns det tva?
Ovning 4.12. Vad bli z,, om 29 = 21 = 0,25 = 1 i Exempel L8
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Ovning 4.13. En tridgardsmistare skall ligga en gang med cementplattor. Gangen skall
vara en fot bred. Han har tre slags plattor. En &r omoénstrad och kvadratisk med
sidan en fot, tva ar rektangulidra med sidorna en respektive tva fot. En av dessa &r
omonstrad, den andra monstrad. Hur manga olika gangar kan han ldgga som &r n
fot langa?

Ovning 4.14. Fibonacciféljden definieras av Fj,1o = Fpy1 + Fpon = 1,2,3,..., F| =
F5 = 1. Bestdm F),. (For att forenkla rikningarna kan det vara lampligt att starta
fran n = 0 genom att ldgga till Fy = 0.)

s 4
Ovning 4.15. Lat A =
4 0

) . Berikna AN,

4.3 Linjira differentialekvationer

4.3.1 Inledning

Ett system av forsta ordningens ordinéra differentialekvationer ar ett ekva-
tionssystem av formen

xy = Fi(t,x(t), ..., z,(t))

x, = F,(t,z1(t),...,x,(1))

n

eller mer kompakt
x'(t) = F(t,x) .

Hér &r x(¢) en okénd och F(¢,x) en kind vektorvird funktion. Om vi dess-
utom har ett begynnelsevillkor x(ty) = x¢ (dér ¢y &r en given tidpunkt och
X dr en given vektor) séger vi att vi har ett begynnelsevirdesproblem.

En viktigt resultat i teorin for ordinéra differentialekvationer ar foljande
sats.

Sats 4.9. Antag F(t,y) dr en kontinuerlig funktion i en éppen mdngd 2 och
att (to,xo) € Q. Antag dessutom att for fixt t sa dary — F(t,y) en deriverbar
funktion. Da har begynnelsevdrdesproblemet

x'(t) = F(t,x), (4.1)
X(to) = Xp

en entydig losning x(t) som dr definierad i en omgivning av (to,Xo).

Beviset av detta och mer allmanna satser hor hemma i en kurs om ordi-
nara differentialekvationer och vi bevisar den inte har.
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4.3.2 Linjara ekvationer med konstanta koefficienter

I kursen skall vi behandla linjara, homogena férsta ordningens ekvationer
med konstanta koefficienter, dvs. ekvationer av typen

x'(t) = Ax(t)
x(0) = %o

(4.2)

Har ar A en fix kvadratisk matris, xg en given begynnelsevektor, och x(¢) en
vektorvird funktion som skall bestimmas.

Anmirkning 4.10. Det &r ingen inskrénkning att anta att ¢y = 0 eftersom
om x(t) loser (L.2), sa 16ser y(t) = x(t — to) ekvationen

y'(t) = Ay (1)
y(to) = %o

Vi antar forst att A &dr diagonaliserbar. Eftersom den endimensionella
ekvationen 2’ = ax, £(0) = xo, har 16sningen ey, dr det naturligt att leta
efter 1sningar av formen x(t) = eu, diir u # 0 ir en konstant vektor och A
ett tal. Vi ser att x(t) = eMu ir en 16sning till x'(t) = Ax(t) om och endast
om Au = Au, dvs. om och endast om A &r ett egenvirde till A och u en
motsvarande egenvektor.

Om A kan diagonaliseras sa har A en bas av egenvektorer ey, ..., e, med
motsvarande egenvirden \q,...,\,. Eftersom eq,...,e, dr en bas sa finns
entydiga c1, ..., ¢, sa att xg = c1e1 + ... + c,€,, och ¢y (t), ..., c,(t) med

x(t) =ci(t)er + ...+ cult)e,

Nu géller
xX'(t)=d(t)er + ...+, (t)e,

och
AX(t) = cl(t))\lel + ...+ cn(t))\nen .

Sa ekvationen x’ = Ax, x(0) = xq ger det isdrkopplade systemet

Ci(t) = )\161(2&), 01(0) = C1

ch () = Anen(t), n(0) = ¢,
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med l6sningarna c;(t) = c;etit. Alltsa ér
x(t) = cieMle; + ... + cpe’le, (4.3)

den sokta 16sningen.

Exempel 4.11. Antag att ett visst radioaktivt material A sonderfaller till
materialet B med intensiteten a. Material B sonderfaller i sin tur till materi-
alet C' med intensiteten b. Materialet C' ar stabilt. Hur mycket av materialen
A och B finns det efter t dygn om det fran bérjan fanns 1 kilo av materialet
A. Lat x1 och x5 vara méangden av material A respektive B. Da giller

T = —ar ) . .
eller pa matrisform x' = Ax ,
xh = axry — bxy

dér
—a 0
A=
a —b
b—a
Om a # b har A egenvirdena —a och —b med egenvektorerna e; =
a
och
e = (Rékna sjélv!). Begynnelsevillkoret &r
1
1 1 a
O g —= —
x(0) 0 b—ae1 b—a62

eller



I denna 16sning har vi antagit att a # b. Om a = b &r A inte diagonali-
serbar och vi maste resonera annorlunda. En mdjlighet ar att stora systemet
en aning genom att ersétta b = a med b = a 4+ €. Som ovan far vi

T1(t) =e™

$2,e(t) — %(e—at o e—(a-‘re)t)

Nu later vi e — 0. For fixt ¢ géller

a et —1
— (e — (et — ate*“t—t —ate”™ e —0.
€ —€

T

e’ —1 . .
Héar har vi anvant standardgrénsvérdet lim = 1. Det gar att visa att

x—0 x
da e — 0 konvergerar 16sningen x(¢) mot 16sningen i fallet a = b. Sa

xi(t) =e

xo(t) = ate™™

som loser ekvationen da b = a. Kontrollera girna detta genom att stoppa in
i differentialekvationen.

Anmirkning 4.12. I detta Exempel dr kopplingen sa enkel (2 beror inte pa
x9) att vi med envariabelmetoder direkt kan losa ut x, stoppa in resultatet
i den andra ekvationen och bestdmma 9. Detta fungerar oavsett om a = b
eller ej.

[ nésta avsnitt skall vi studera en annan losningsmetod som fungerar dven
om A inte dr diagonaliserbar.

4.3.3 Matrisexponentialfunktionen

Differentialekvationen =’ = ax, £(0) = x¢ har losningen x(t) = zoe' En
djirv gissning #r att darfor dr losningen till ({2) ges av x(t) = e"xq. Det
forsta problemet med denna gissning ar att definiera e,

Néar x € R finns det nagra olika sétt att definiera exponentialfunktionen.

1. e” &r talet e multiplicerat med sig sjalv x ganger.

oo
5 exzzﬁ
. n—OTL!.

3. e* &r losningen till differentialekvationen ' = x, x(0) = 1.
Tdt

4. e* &r inversen till Inz = / < (Fy!)
1



For matriser ar 1. och 4. nonsens. Daremot fungerar bade 2. och 3. Vi
definierar e'4 genom 2. och sen bevisar vi motsvarigheten till 3.

Definition 4.13. Lat A vara en kvadratisk matris. Da dar

00
A"
etA

et n!

For att detta skall fungera behover vi visa att serien konvergerar. Antag
att A &r en matris med m rader och kolonner. Lat a;; och ag beteckna
elementet pa plats ij i A respektive A™.

Den N-te partialsumman &r

1 n n
n=0
som &r en matris med element
N
t"a
N _ ij
Sij = Z ol
n=0 '

Vi skall visa sf}’ konvergerar for all i och j. Det medfor att ' = ]\}im Sn
—00

existerar och et? dr definierat.
oo n

. . . t"a
Vi skall alltsa visa att potensserierna Z
n=0

n
i

‘ konvergerar for alla t € R.
n!

Sétt M = max; ; |a;;|. Da géller
m m m
) =1 Y asans] < 3 lalla] < 30 M = mdr? < e,
k=1 k=1 k=1

m m m
|a/?]| = | Zafkak]| S Z |a12k||ak]| S Zm2M3 — m3M3’
k=1 k=1 k=1

och allmént
|a?j| < (mM)™.
Uppskattningen ger oss nu

n=0

n n
taij

< 0.
n!

< Z (tjmM)™ Pltm

n!

n=0

Alltsa ar potensserierna absolutkonvergenta for alla ¢ € R.
Nu till 3.
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Sats 4.14. x(t) = e!*xq dr en ldsning till differentialekvationen

x'(t) = Ax(t)
x(0) = %o

Beuvis. Eftersom potensserier kan deriveras termvis har vi
d 4 d i AT SN d AT i 1 A
—€ = — = n S
dt dt n! dt n! n!

= lAnl OotnAn
—AZ T A w = At .

d
Sa —x(t
"= g
Anmirkning 4.15. Om vi sétter ¢ = 1 far vi att e? = 300 A% sd 4 ar
definierad for varje matris A. Att vi valde att definiera et var for att beviset
av Sats .14 skulle bli litt.

—etlxy = Aettxy = Ax(t) och x(0) = "% = Ixg = Xg. O

Lat oss notera nagra egenskaper hos e,

Sats 4.16. Om A och B kommuterar, dvs. AB = BA, sd gdller e+ =

etebB.

Beuis. Ett sétt att bevisa formeln &r att anvinda potensserieframstéallningen

av eAtB. Observera att eftersom A och B kommuterar sia kan vi berdkna
(A + B)* med binomialsatsen, (A + B)¥ = ¢ _ (M) A"B*". Vi far

Anméirkning 4.17. Man behdver inte genomféra rikningarna. Det &dr sant

att e’ = e%" nir a och b ér reella tal. Nir A och B kommuterar giller

samma raknelagar for A och B som for a och b sa rékningen "maste” stimma.
For ett alternativ bevis, se Ovning 4.22.
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Fran Sats [4L.16] far vi
e(t+s)A _ €tA€SA, (6A>71 — efA och (etA)fl — eftA .

Ett annat sitt att bevisa det forsta pastaendet dr med Sats [£14l Fixera s
och 1at x;(t) = e®*94x; och x,(t) = e'e*“xq. Da uppfyller bade x; och x,
ekvationen

x/'(t) = Ax(t)
x(0) = e¥xq

Enligt SatsZ3 4r 16sningen entydig, och alltsa ir x; (t) = Xo(t) dvs. et+9)4x; =

ete*x, och eftersom x, kan viljas godtyckligt foljer e(t+9)4 = etAesA,

Om A kan diagonaliseras dr det enkelt att berikna e, Lat B vara en

bas av egenvektorer eq, ..., e, med motsvarande egenvirden A,...,\,. Da
géller
A O 0 O AP0 0 O
0 X 0 . 0 A§ 0 O
[A]B: och [A ]B: )
0 0 0 A\ 0 0 0 A
Sa
o0 tn .
[etA] — otlAls Z H[A]B _
n=0
A0 0 O e 0 0 0
:iﬁ 0N ... 0 O _ 0 et 0 0
| .
“—~ nl
0 0 ... 0 A, 0 0 ... 0 e
Eftersom [xo]z = (1, ..., ¢m) ger detta [x(t)] 5 = 712 [x0] 5 = (c1e™, ..., cme™™)
tA1

eller x(t) = c1e"Mey + -+ + cme?me,, och vi har ater sett att losningen ges

av ([L.3).

Exempel 4.18. For att 16sa differentialekvationen

x'(t) = Ax(t) & 0 -1
x(0) = (2,0) -1 0
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observerar vi forst att A har egenviardena 1 och —1 med egenvektorerna
e; = (1,—1) respektive e; = (1,1). Vi observerar ocksa att x(0) = e; + e,
och later x(t) = a(t)e; + b(t)es. Da giiller

x'(t) = d'(t)e; + b'(t)ex och Ax(t) = a(t)e; — b(t)e, .
Sa vi far
a'(t) = a(t) b'(t) = —b(t)
a(0) =1 b(0) =

Losningarna ér a(t) = €' och b(t) = e~* och vi far x(t) = ele; + e ey =
(e +et et —e™).

Exempel 4.19. Skall vi i stéllet 16sa differentialekvationen
x'(t) = Ax(t) 31
x(0) = (1,1) 0 3

observerar vi forst att A har det dubbla egenvirdet 3 men inte &r diagonali-
serbar (Varfor da?). Vi vill déirfor berdkna e, Vi skriver A = 31+(A—31) =

01
3] + N dir N = . Vi har N2 =0 och alltsa N =0 nér n > 2. Sa

00
XA = AT
tN _ _
eN=>" - => —m=1+tA
n=0 n=0
Detta ger
tA _ 3tI+tN _ _3tI tN _ 3t g 1t
e =e =ete =e([+tN)=e
01
och
1t 1
x(t) = e* =M1 +1¢,1).
0 1 1

Anmairkning 4.20. Att det gick sa litt att berikna e berodde pa att
A—MI var nilpotent, dvs. nagon potens (i det hér fallet 2) av A—AI forsvinner.
Man kan i allménhet dela upp en operator i invarianta delrum med denna
egenskap, sa man behover bara berdkna dndligt manga termer i serien for
et4. Mer om detta i Kapitel 8.
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Exempel 4.12. (Forts.) Vi tittar ater pa exemplet med radioaktivt sénder-
fall, dvs.

—a 0
x' = Ax dir A =
a —b
b—a
Om a # b har A egenvirdena —a och —b med egenvektorerna
a
respektive . I denna bas B géller
1
tA tA] e 0 tA
[ =7 = och [x(t)]p = [¢"]p[xo]5 -
0 e
Nu &r [Xo]p = [I|ps[x0]s och [xo] = [I]sp[x0]p. Vi har
b—a 0 L b% 0
s = och en kalkyl ger [I|ps = [I]sp = “
a 1 —5= 1

Detta ger

x(t) = [x(t)]s = []sp[x(t)]s = [[]sple"]s[x0]

= [Ilssle”|B[{]Bs[x0ls =
b—a 0 e 0 = 0 1
a 1 0 e —5= 1 0
efat
= (Rékna sjalv! ) =
ﬁ (e—at . e—bt)
—a 0
Néar b =a har vi A = som har det dubbla egenvardet —a,
a —a

men inte dr diagonaliserbar. Vi later A = —al + N dar N = A+ al =
00

a 0

. Da ar N2 =0 och

10
at 1

etA _ et(—aI—I-N) — e—atetN — e—at(I+tN) _ 6—at
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Anmairkning 4.21. En linjar differentialekvation av n-te ordningen
Yty ey ey =0

kan skrivas om som ett forsta ordningens system. Om vi infor z; = y,

Ty =1,...,x, = y™ Y far vi systemet (Varfor da?) x’ = Ax dir
0 1 0 ... 0
0 0o 1 ... 0
A=
0 0 e 1
—cp —0 cee —Cpa

Sa med denna omskrivning kan vi anvdnda metoderna i detta kapitel
for att losa differentialekvationer av hégre ordning. Omskrivningen anvénds
ocksa nar man loser differentialekvationer i MATLAB, och den kan ocksa
anviandas for att visa satser om differentialekvationer av hogre ordning.

Anmirkning 4.22. Nér A 4r diagonaliserbar ger vart forsta argument bade
existens och entydighet hos losningarna. Om A inte &r diagonaliserbar visade
vi bara att e’4x( var en l6sning, inte att det var den enda l6sningen. Fér den
teoretiskt intresserade ldsaren ger vi hér ett bevis for detta.

Bevis av entydigheten av ldsningar till [A2). For att idén i beviset skall bli klar
borjar vi med att ge ett bevis av entydigheten da n = 1 som enkelt kan generaliseras
till det allménna fallet.

Genom att betrakta skillnaden mellan tva losningar ser vi att det rdcker att
visa att den enda l6sningen till

ar z(t) = 0.

Lat 6 = m (Om a = 0 kan vi lata § = 1 eller observera att fallet a = 0 &r
a

trivialt.) Lat m = max{|x(t)|; |t| < §}. Ekvationen 2/(t) = ax(t) ger
t t
x(t) = / 2'(s)ds = / azx(s)ds .
0 0

1
|z(t)| < mlal |t] < mlald = gm -

Sa om |t| < ¢ har vi
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Detta ger m = max <5 |2(t)| < sm och m = 0. Alltsa &r z(t) = 0 da |t| < 6.
Vi kan nu upprepa argumentet med startpunkter ¢y + 0 och far att x(¢t) = 0 da
|t| <20 osv. Vi far z(t) = 0 for alla t.

I vektorfallet skall vi visa att om

sa dr x(t) = 0 for alla t.
Lat A = (a;), M = maxy;|a;], § = 57, m; = max{|z;(t)[;]t| < 6} och
m = max; m;. Da géller

() = [ wl(o)ds = [ (axto))ds

dir (Ax(s)); dr den i-te komponenten i Ax(s). Om [s| < § giller |(Ax(s));| =
’Z?:1 aijxj(s)’ <375 Mm=nMm. Sa om [t| < ¢ far vi

1
|z;(t)] < nMmd = 3™

Som ovan ger detta m < %m, dvs. m = 0. Resten av argumentet ar precis som i
det endimensionella fallet. O

4.3.4 Stabilitet

Vi antar att matrisen A har en bas av egenvektorer eq, .. ., e, med egenvirden
A1, A2, ..., A\p. Da har ekvationen x’ = Ax losningarna

X, = cle’\ltel +...+ cneA"tem

dir ¢; bestams av startvardet xg.

Eftersom |eM| = e*#! dir Az = Re) beror uppférandet hos e for stora ¢
pa om Ag ar positivt, negativt eller noll. Om vi startar i en egenvektor vars
egenvirde har positiv realdel kommer 16sningen att viixa exponentiellt. Om
egenvirdet har negativt realdel avtar 16sningen exponentiellt. Om realdelen
ar noll dr 16sningen begriansad och (om A # 0) oscillerande.

Precis som i det diskreta fallet kommer en allmén 16sning att domineras
av en term. Nu ar det dominerande egenvirdet det egenvirde som har storst
realdel. Om nagot egenvérde har positiv realdel kommer néstan alla start-
varden ha l6sningar som véixer da t — oo, systemet ar instabilt. Om alla
egenvirdena har negativ realdel dr systemet stabilt.
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Ovning 4.16. Los differentialekvationen x’(t) = Ax(t), x(0) = (3,2) da

2 3 7 -1
(a) A= och (b) A=
-1 -2 3 3

Ar systemen stabila? Hur ser banorna ut?

Ovning 4.17. Gor ett variabelbyte som kopplar isir ekvationerna x'(t) = Ax(t) till
y'(t) = Dy(t) dir D &r en diagonalmatris for matriserna i Ovning 4.16. Vad blir
basen och D7

Ovning 4.18. Bestim den allmiinna lsningen till diferentialekvationen x’(t) = Ax(t) da
-3 2 -3 -9

(a) A= och (b) A =
-1 -1 2 3

Beskriv banorna.

Varning. Egenvérdena dr komplexa.

. 1 2
Ovning 4.19. Berikna et da A =
-1 4
Ovning 4.20. Berikna et4, da
01 0 0
0 1 a b 0 0 1 0
(a) A= ; (b)) A= ;o (o) A=
-1 0 —-b a 0 0 0 1
00 0 O

Ovning 4.21. Lat A(t) och B(t) vara deriverbara matriser (av lamplig storlek). Visa att

da giller
d

2 A@B(0) = A())B(1) + A1) B'(t) -

Ovning 4.22. Forsok visa att om A och B kommuterar sa giller e!(4+5) = et4¢tB genom
att visa att !4t B)xq och et4etBxq uppfyller samma differentialekvation (Vilken?).

Ovning 4.23. Antag att e (A+5) = ¢!4¢tB for alla t. Visa att da kommuterar A och B
Ledning. Derivera e!(A1tB) = et4etB tyva ganger och sitt t = 0

d2
4.3.5 Ekvationen ax_ Ax
dt?

I det har avsnittet skall vi studera differentialekvationen

d*x
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Ekvationen ar viktig for tillimpningar i fysik pa grund av Newtons andra
lag, F = ma. Hér ar F kraften som paverkar en partikel, m &r partikelns
massa och a betecknar accelerationen. Sa om x(t) ar laget hos en partikel
som paverkas av en kraft F sa géller mx” = ma =F.

Ett sétt att forsoka 16sa ekvation (4.4]) ar att anvinda metoden i Anmérk-
ning [£.2Tl Men om A &r en matris av ordning n kommer denna metod att ge
ett forsta ordningens ekvationssystem déar matrisen i hogerledet dr 2n x 2n
vilket leder till krangliga rakningar.

Vi véljer dérfor att anvinda en annan metod. Vi borjar med det skalédra
fallet, 4 = ay. Ni har sikert sett hur man lser en sadan differentialekvation
i nagon analyskurs men hér ger vi en 16sning som bygger pa Anméarkning [£.27]

Lat x; = y och x9 = 3. Da géller x| = x5 och z, = ¢y’ = ay = az;. Om
x = (x1,%2) kan detta skrivas

01
a 0

x' = Ax diar A =

Matrisen A har det karakteristiska polynomet p(\) = A\? — . Nu finns tre
olika maojligheter.

Fall 1: o = 0. Da géller y(t) = At+ B vilket foljer direkt fran y” = ay = 0.

Fall 2: o > 0. Da ér egenvirdena Ay = ++/a och egenvektorerna eL =
(1,£y/c). Sa om z(0) = Ae; + Be_ (ddr A och B bestdams av ldmpliga
begynnelsevirden) sa blir 1ésningen x(t) = Ae'V®e, + Be 'V@e_. Speciellt
géller

y(t) = z1(t) = Ae!V® + Be Ve

Fall 3: a < 0. Lat a = —a. Da ér egenviirdena A = +iy/a och egen-
vektorerna ey = (1,+i\/a). Sa om z(0) = Ae, + Be_ sa blir lésningen
x(t) = AeVee, + Be "Vae_. Speciellt gller

y(t) = 21(t) = Ae’™® 4 BemtVa |
Med hjélp av Eulers formler kan detta skrivas om som
y(t) = Ay sintv/a + By costy/a .

Med hjélp av ytterligare nagra trigonometriska formler far vi att y(t) =
Agsin(t/a + o) dir man tydligt ser att y(t) dr en fasforskjuten sinusvag.

For att 1osa x"” = Ax, x(0) = x¢, x'(0) = x;, antar vi att A &r diagonali-
serbar. Da finns en bas av egenvektorer e; med egenvérdena \;. Om vi sédtter
x(t) = ai(t)er + ...+ ay(t)e,, sa giller

x"(t) =aj(t)e; + ...+ a.(t)e, och Ax(t) = ar(t)\1e1 + ... + an(t) ey
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Sa det kopplade ekvationssystemet x” = Ax dr ekvivalent med de n stycken
isirkopplade skaldara ekvationerna

a;’(t) = /\zal(t), 1= 1,2, o,

Begynnelseviardena x(0) = xp, x'(0) = x; ger tva entydigt 16sbara linjira
ckvationssytem for begynnelsevirdena a;(0) och a}(0). Vi later a;(t) vara den
entydiga 16sningen till a(t) = A\;a;(t) med dessa begynnelsevillkor. Da &r
x(t) = ai(t)e; + ... + a,(t)e, den sokta losningen till x” = Ax, x(0) = X,
x'(0) = x;.

Exempel 4.23 (En fysikalisk tillimpning.). Betrakta en partikel som hinger
i en elastisk fjader. Hookes lag séger att kraften i en elastisk fjader ar direkt
proportionell mot partikelns avvikelse fran fjaderns naturliga lingd. Om z(¢)
ar partikelns avvikelse fran den naturliga langden vid tiden sa géller alltsa
F(t) = —kx(t) dér k &r den sa kallade fjdderkonstanten. Tillsammans med
Newtons andra lag, F(t) = ma leder detta till ekvationen 2”(t) = —£ux(t)
och partikeln utfér en sinussvingning.

Lat oss nu betrakta ett mer intressant exempel. Vi antar att vi har tva
partiklar med (for enkelhets skull) massan 1, och tre fjadrar. Tva av fjadrarna
ar i ena dndan fista vid var sin véigg. Dessa fjadrar har (igen for enkelhets
skull) bada fjdderkonstanten 1. Mellan partiklarna sitter den tredje fjidern
som har fjaderkonstanten k. Avstandet mellan viggarna ar lika med summan
av de tre fjadrarnas naturliga lingd. (Rita figur!) Antag att vi flyttar den
ena partikeln 1cm. Vad hander?

Lat x1(t) och &r xo(t) vara tva partiklarnas avvikelse fran jamviktsldget.
Bada partiklarna paverkas av tva fjadrar. Hookes lag ger att den forsta parti-
keln paverkas av F| = —z1+k(xo—x1) och den andra av F} = —xo—k(z2—21).
Sa vi far ekvationssystemet

] = —xi+k(zg—x) = —(1+k)x,+ kzy
xy = —xo—k(xe—x1) = kry— (14 k)xg
Pa matrisform kan detta skrivas
—(1+k) k
k —(1+k)

x" = Ax diar A =

Det karakteristiska polynomet till till A dr p(\) = (A + 1+ k)* — k2. Sa
egenvirdena blir A = —1 och A = —1 — 2k. Vektorn e; = (1,1) &r en egen-
vektor till egenvéirdet —1 och ey = (1, —1) dr en egenvektor till egenvéirdet
—1 — 2k. (Kontrollera detta.)
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Vi skriver x(t) = a;(t)e; + az(t)es. Begynnelsevillkoren x(0) = (1,0),
x'(0) = 0 ger a;(0)e; + az(0)es = (1,0) och @} (0)e; + aL(0)e; = 0 med 16s-
ningen a1 (0) = a2(0) = £ och @} (0) = a4(0) = 0. Detta ger de tva differential-
ekvationerna

a1(0) = 5,a,(0) =0 a2(0) = 5, a5(0) =

Ekvationen af = —a; har den allménna losningen a;(t) = Acost +
Bsint och begynnelsevillkoret ger A = 3, B = 0 och alltsa &r a,(t) =

1 cost. Ekvationen aj = —(1 + 2k)ay har den allménna l5sningen as(t)

Acos(v/1+2kt) + Bsin(v/1 + 2k t). Begynnelsevillkoret ger A = 1, B
och as(t) = £ cos(V1 + 2k t).

1
Detta ger x(t) = §<COSt (1,1) + cos(V1 + 2k t) (1, —1)) eller

0

x1(t) = %(COSt + cos(Mt))
xo(t) = %(cost — COS(Mt))

Fundera gédrna pa hur partiklarna ror sig for olika varden pa k, speciellt
da k ar liten.

" 0 2
Ovning 4.24. Lés differentialekvationen x” = Ax dir A = ( ) , x(0) = (1,0) och
2 0

x'(0) = (0,1).

" 0 4
Ovning 4.25. Los differentialekvationen x” = Ax dir A = ( ) , x(0) = (1,0) och
1 0

x'(0) = (0,1).

Forslag till svar

41 z—2=0
4.2 2+ 3i och (1 — 34,2), respektive 2 — ¢ och (1 + 3i,2)
43 p=F,r=2

2 -1
4.4 (a) (—1,1) och (—1,0); ( ) ) ),

(5 7)
(b) (1,2) och (3,0);
3 2

4.5 xn = (3cos(nd) — 4sin(nd), 3sin(nd) + 4 cos(nd)), 6 = 7
4.6 x, = (5n + 2n+175n _ 2n,5n _ 2n)
47 (dn,gn) = (202" +5(=3)",10- 2" = 10(—=1)"), dn/gn — 2
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4.8 69,2 och 115,4

4.9 Instabilt, men x, — 0 om X¢ &r parallell med (=1 — /5, 2).
4.10 Instabilt. |xy,| — oo utom da xg = t(—2,1).

4.11 Stabilt om —1 < k < 0. Instabilt om k < —1 eller £ > 0.

4.12 é (2"t -3+ (—-1)")
4.13 %(Q”Jrl + (=1)™) stycken.
414 Fo= 1o ((1 VB —(1— \/5)“> .

2N(1+N) —N2N-1

4.15
AN2N-1 2N(1 — N)
4.16 (a) —3(—3,1)e! + 2(—1,1)e*, instabilt
(b) —2(1,3)et + Z(1,1)e5, instabilt
1 0
4.17 (a‘)(31 _1)7 (17_1)7 D= )
0 -1
4 0
() (1,3), (1,1); D = ,
0 6

4.18 (a) c1(1 —14, 1)6(72+7.")t + ca(1 + 4, 1)6(’2’_"‘”, spiraler in mot origo
(b) c1(—3 4+ 3i,2)e? + co(—3 — 34, 2)e™3% ellipser kring origo

262t _ eBt 2(83t _ th)

4.19
e2t _ g3t _g2t 4 g3t
4.20
(a) cost sint (b) eat cosbt sinbt
a , e
—sint cost —sinbt cosbt
1t t2/2 t3/6
© 0 1 t t2)2
0 0 1 t
0 0 0 1

4.24 x(t) = (c1eV2 + cae=tV2)(1,1) + (c3 cos tv/2 + cq sin tv/2)(—1,1) for lampliga ¢;
4.25 x(t) = (c1etVZ + c2e~tV2)(2,1) + (c3 costv/2 + ca sintv/2)(—2, 1) for lampliga c;
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Kapitel 5

Skalarproduktsrum

5.1 Inledning

I det hér kapitlet skall vi inféra mer struktur pa vara abstrakta vektor-
rum som goér det mojligt att generalisera geometriska begrepp som ldngd
och vinklar.

For de geometriska vektorerna i Forsta kursen inforde vi skaldrproduk-
ten mellan tva vektorer genom x-y = |x||y|cosp, déir |x| &r lingden av x

och ¢ vinkeln mellan x och y. Eftersom |x|? = x-x och cos p = % kan all
Xy
information om ldngd och vinklar uttryckas med hjélp av skaldrprodukten.

I en ortonormerad bas pa R? giiller X-y = z1y; +22y2+23y3. Detta uttryck
ar naturligt att generalisera till R™. Vi far den sa kallade standardskalarpo-
dukten pa R", x-y = > " | &y

I samband med studiet av spektralteori sag vi att dven for operatorer pa
reella vektorrum ar det naturligt att studera deras utvidgning till komplexa
vektorrum. Sa vi vill inféra skaldrprodukter ocksa pa komplexa vektorrum.

For reella tal har vi den ointressanta likheten |z|*> = x - . For komplexa
tal har vi den lika sjélvklara men mycket intressantare identiteten |z|? = 2Z.
Dérfor ar det naturligt att definiera standardskalédrprodukten pa C" genom
ZW =Y | ;.

Om vi later (x,y) beteckna vilken som helst av dessa skaldrprodukter &r
det latt att se att (x,y) uppfyller f6ljande regler.

L (x,y) = (y,%)
2. (ax+ By, z) = alx,z) + 5y, z)

3. (x,x) >0
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4. Om (x,x) =0sax=0.

Anmirkning 5.1. I fysik anvinder man ofta skalarprodukten (x,y)r =

Z-w =Y Zyw; i stillet for (den matematiska) standardskaldrprodukten pa
cr.

5.2 Skalarprodukt

Definition 5.2. Lat V wvara ett reellt eller komplext vektorrum och lat { , )
var en funktion som till tva vektorer x och'y iV ger en skaldr (x,y). Da dr
(, ) en skald@rprodukt pa V om (x,y) uppfyller skaldrproduktsaziomen

1. (x,y) = {y,x) (konjugat)symmetri
2. (ax + py,z) = a(x,z) + B(y,z) linjdritet
3. (x,x) >0 positivitet

4. Om (x,x) =0 sa x=0.
Ett vektorrum med en skaldrprodukt kallas for ett skaldrproduktsrum.

Ibland séger man inre produkt och inre produktrum i stillet for
skalarprodukt och skalarproduktsrum.

Om vektorrummet &r reellt har konjugatet ingen betydelse och 1. redu-
ceras till (x,y) = (y,x). Sa en reell skaldrprodukt dr symmetrisk.

Exempel 5.3.
1. Standardskaldrprodukterna pa R™ och C™.

2. 02 = {x = (2;)7% Y e, |mi|* < 0o} med skalérprodukten (x,y) = > "7, z;3;.

3. P,,: Polynomen av grad hogst n med skalarprodukten (p, ¢ f p(t

4. Py: Polynomen av grad hogst 2 med skaldrprodukten (p, ¢) = p(—1)q(—1)+
p(0)q(0) + p(1)q(1).

5. C[0, 1] De kontmuerhga funktionerna pa [0, 1] med skaldrprodukten (f, g) =

S £l

6. L%(I): De integrerbara funktionerna pé’L intervallet I som uppfyller [, |f(t)[*dt <
oo med skaldrprodukten (f, g) f 7

63



I exemplen 1 och 3 — 5 &ar det klart att ( , ) har mening. Déremot i
exempel 2 och 6 &r det inte sjilvklart att den oédndliga summan respektive
integralen konvergerar. Detta foljer av olikheten ab < $(a® + b?) for positiva
tal a och b.

T.ex. i exempel 6 ger denna olikhet att | f(t)g(¢)| = | f(#)||g(t)] < S(|f(t)]>+
lg(t)]?) for alla ¢. Sa

o=/ f(twdt\ < [latoyar

<5 ([iropi+ [lo0pa) <o

och integralen &r (absolut)konvergent.

Ett annat problem i exempel 6 &r att axiom 4 inte verkar gilla. Om f ar
en funktion som ar noll i alla punkter utom en sa géller (f, f) = 0. Detta
problem kan losas genom att utvidga integralbegreppet till den sa kallade
Lebesgueintegralen och identifiera funktioner som ér lika "nédstan overallt”.
Att genomfora detta ligger (langt) utanfor denna kurs.

Ovning 5.1. Visa att skaldrprodukterna 1 och 3 — 5 i Exempel 5.3 éir skaldrprodukter.
Ovning 5.2. Visa olikheten ab < & (a? + b?) for positiva tal a och b.
Ovning 5.3.
(a) Visa att om (x,y) =0 for alla y sa &r x = 0.
(b) Visa att om (x,z) = (y,z) for alla z sa éir x =y.
Ovning 5.4. Visa att (z,ax + fy) = a(z,x) + 5(z,y).

5.2.1 Normen av en vektor

Lat x vara en vektor i ett skaldarproduktsrum V.
Definition 5.4. Normen av vektorn x definieras genom ||x|| = 1/ (x,x).

Normen har foljande egenskaper.

Sats 5.5.
1. Jjax|| = |af||x]] homogenitet
2. lx+yll < [Ix[| + [yl triangelolikheten
3. ||| >0 positivitet

4. Om ||x|| =0 sax=0.
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Bewis. 1., 3. och 4. ar latta och limnas som 6vning till lasaren. Vi aterkommer
till triangelolikheten i Korollarium [5.14l [

Ett vektorrum med en norm som uppfyller 1. — 4. i Sats kallas ett
normerat rum. Normen behover inte komma fran en skaldrprodukt men i
den hér kursen kommer alla normer att gora det. Nar normen kommer fran
en skaldrprodukt kan man aterfa skalarprodukten fran normen. Detta foljer
av de sa kallade polariseringsidentiteterna.

Sats 5.6.
(a) Om V' dr ett reellt skaldarproduktsrum sa gdiller

(I +ylI* = llx =yl -

A~ =

(x,y) =

(b) Om V' dr ett komplext skaldrproduktsrum sa galler

1 . . . .
(xy) =7 (Ix+ylI* = llx = y[I* +il|x + iyl|* — il x — iy|*) .

Bevis. Bade beviset av (a) och (b) dr en kalkyl. For (a) har vi

(Ix+yl* = lx=yl") = (x+y,x+y) - (x—y,x—y)
= <X7X> + <X> Y> + <Yax> + <Y>Y> - (<Xa X> - <X> Y> - <Y7X> + <Y7Y>)
=4(x,y) .

Beviset av (b) dr analogt och ldmnas som Gvning. O

Vi avslutar med ett viktigt resultat som bevisas med en kalkyl liknande
den i beviset av Sats (.6

Sats 5.7 (Parallellogramlagen). I ett skaldrproduktsrum gdaller
Ix +yl* + lIlx = y[I* = 201> + Iy I*) -

5.2.2 Cauchy-Schwarz olikhet

En av de viktigaste satserna i linjéar algebra med tillimpningar i olika delar
av matematiken ar Cauchy-Schwarz olikhet.

Sats 5.8. [ ett skaldrproduktsrum gdller

|66y < [yl
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Vi ger tva bevis av detta resultat. Det forsta ér ett kort algebraiskt bevis.
Det andra beviset dr geometriskt och mer (?7) begripligt.

Bevis 1. Om y = 0 &r pastaendet trivialt sant sa vi kan anta att y # 0. Vi
har

0< flx—ty|* = (x,x) — t{x,y) — t{y,x) + [t|*{y.y) (5.1)

for alla t.
I det reella fallet blir detta

0 < [x—tyl* = l|l=l* — 2t{x,y) + ¢*[lyl*;.

Kvadratkomplettering ger

<X7 Y> ) ? 2 <X7 y>2

0< yQG—- + ||z||? - .
[yl TE || B

(x,y)?

lyl>
|z]|?[|y||? vilket ger |(x,y)|* < ||z|||ly|| och vi &r klara i det reella fallet.

Men om skall detta gilla for alla ¢ maste ||z||* — > 0. Sa (x,y)? <

Fran kvadratkompletteringen ovan ser vi att polynomet &r minimalt da

t= <HX’—ﬁ;> Med detta virde pa t ocksa i det komplexa fallet ger (5.1) (Kolla
y
nogal) att
0< HXH2 _ |<X, Y>|2
- lyl®

och satsen ar bevisad.
O]

For det geometriska beviset behéver vi infora ytterligare nagra begrepp.

Definition 5.9. Twa vektorer x och y i ett skaldrproduktsrum V' dr orto-
gonala om (x,y) = 0. Vi skriver x Ly da x och'y dr ortogonala.

Sats 5.10 (Pythagoras sats). Om vektorerna x och'y dr ortogonala sa gdller
I +y[I* = [Ix[* + [[y]* -
Bevis. Eftersom (x,y) = 0 giller [|[x+y]||? = (x+y,x+y) = (x,x)+(x,y)+

(v, x) +{v,y) = (x,x) + {y,y) = [Ix[* + [ly|]*. .

Vi behover ocksa foljande
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Lemma 5.11. Lat x och y, y # 0, vara vektorer i ett skaldrproduktsrum.
Da kan x entydigt skrivas

x=Px+x,
ddr Pyx dr parallell med'y och x, dr ortogonal moty.

Att en vektor x ar parallell med y betyder att x = ay for nagon skalar
a.

Bevis. Skriv x = ay + (x — ay). Vi skall vilja a sa att x — ay L y dvs.

0 =(x—ay,y) = (x,¥) —aly,y). Sa x —ay L y om och endast om
X7 X7

_ ( }’2> { 3’2>y' O
yll [yl

Anmirkning 5.12. Observera att (x,y) = (Pyx,y).

(%

och alltsa ér Pyx =

Anmirkning 5.13. Vektorn Py x kallas fér den ortogonala projektionen av
x pa y. Vi skall strax generalisera Lemma [5. 1Tl till fallet da vektorn x ersétts
med ett delrum till V.

Bevis 2 av Cauchy-Schwarz olikhet.
Vi kan anta att y # 0.

Om x = ay sa giller [|x[| = |af [ly[| och [(x, )| = [(ay, y)| = |al(y,y) =
lal |yl = || ly|llly]l = [Ix]|[ly]l och vi har alltsa likhet i Cauchy-Schwarz
olikhet.

I det allménna fallet har vi enligt Anmérkning[5.12 att (x,y) = (Pyx,y).
Enligt Pythagoras sats ir [|x||* = || Pyx||*+||x.[]* > || Pyx||*. Sa || Pyx|| < ||x||
och vi far [(x,y)[ = [(Fyx,y)| = [Byx[llly [l < [Ix]llly]] O

En viktig konsekvens av Cauchy-Schwarz olikhet &r triangelolikheten.

Korollarium 5.14 (Triangelolikheten). [ ett skaldrproduktsrum gdller
Ix+yl <[] + Iyl -
Bevis. Vi har

Ix +yl* = (x+y,x+y) = (x,%) + (x,y) + {y.x) + {y,y)
= [Ix|1* + (x,¥) + (x.y) + [y]* = Ix[|* + 2Re(x, ) + [ly]*
< %I + 206, )|+ Iy lP < (10 + 201yl + Iy [P = (I + Iy [D*
dér den sista olikheten &r Cauchy-Schwarz olikhet.

Eftersom ||x + y|| och ||x|| + ||y|| &r positiva tal far vi ||x + y|| < ||x]|| +
Iyl 0

67



5.2.3 Ortonormalbaser
Vi paminner om att tva vektorer x och y &r ortogonala, x L y, da (x,y) = 0.

Definition 5.15. En vektor x dr ortogonal mot ett delrum E om x 1y for
varje vektory € E.
Tva delrum E och F dr ortogonala om x Ly for allax € E,y € F.
Om E adr ett delrum till V' dr det ortogonala komplementet till £
definierat av
Et={xeV;x 1l E}.

Det ar latt att se att B+ dr ett delrum till V och att £ 1 E+.
Vi har ocksa

Lemma 5.16. Om E = Span (x3,Xa, ...,X,) sa gdller x L E om och endast
om x L x; for alla i.

Bevis. Om x | F ar sjalvklart x 1 x;.
Omvént om v € E och x I x; for alla 7, sa géller v =c1x; + coXo + ...+

CnXy, och alltsa ar (v, x) = ¢1(x1,X) + (X2, X) + ... + ¢ (Xp, x) = 0. O
Definition 5.17. Ftt system av vektorer Xi,Xa,...X, dar ortogonalt om vek-
torerna dr parvis ortogonala, dvs. x; L x; om i # j. Om dessutom ||x|| =1

sager vi att systemet dr ortonormalt.

Lemma 5.18. Om x1,Xg,...X, dr ett ortogonalt system av nollskilda vek-
torer sa ar Xi,Xs, . ..X, linjdrt oberoende.

Bevis. Antag att
c1X1+ X+ ...+, x,=0.

Skaldrmultiplikation med x; ger ¢;(x;, x;) = 0 och eftersom (x;, x;) = ||x;||* #
0 far vi¢; = 0. O

Vi har foljande generalisering av Pythagoras sats.

Sats 5.19. Om vektorerna X1,Xa,...X, dr ortogonala sa gdller
1+ %2+ Xl = ] [l - ]l

Beuvis. Kan bevisas med en rédkning eller med induktion.

Fallet n = 2 &r Pythagoras sats. Om n > 2 sa géller att (x1,Xo+. . .+X,) =
0.9a [|x;+Xo+. .. +%,]|? = [|x1+ (Xo+. .. +x,) [|* = |1 [P+ || %2+ . - +x4,])%
Men induktionsantagandet ger ||xs + ...+ x,[|*? = [|x2||* + ... + [|xx]|* och
pastaendet foljer.

O
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Fran (den generaliserade) Pythagoras sats foljer att

|onxy + aoxy + ... 4 anXn||? = oy |2 + |laoxs||® 4 ...+ ||anxa|]? =
o [l | + feal*[l32* + - + a3 ]1®

om vektorerna Xi,Xs,...X, ar ortogonala. Om de &r ortonormala géller
lonxy + aoXa + ...+ anXn|]? = Ja]? + o) 4+ ..+ o .

Definition 5.20. Om vektorerna i en bas eq,es,...e, for V dr ortogonala
kallas basen for en ortogonalbas. Om vektorerna dr ortonormala dr basen
en ortnormalbas.

Vi skriver ofta ON-bas i stéllet fér ortnormalbas.

For att bestdmma koordinaterna till en vektor i en godtycklig bas beho-
ver vi losa ett ekvationssystem. I en ortogonalbas dr det mycket lédttare att
bestdmma koordinaterna. Om

X = €1 +ages + ...+ a,e,
ger skaldrmultiplikation med ey, att (x,e;) = ap{er, e.) = aillex||* och alltsa

_ <X’ ek)
lex|?

Q.
Ar basen en ortonormalbas far vi ay, = (x, ex).

5.2.4 Konstruktion av ortonormalbaser

Om vi har en bas vy, vs, ... Vv, pa ett skalarproduktsrum V kan vi fran denna
bas konstruera en ortonormalbas pa foljande sétt.
v o
Steg 1. Sétt e; = ﬁ och lat Fy = Spane;.
Vi
Antag att vi har konstruerat ortonormala vektorer e, e,,...e; sadana

att E, = Span (e, ey, ...e) = Span (v, Vs, ... Vg).
Steg k + 1. Vi vill ersétta vektorn vi,; med en vektor ey ; som &r orto-
gonal mot Fj. For detta sétter vi

ék—i—l = Vg1 — (a1e1 + ageg + ... + akek)

och viljer a; sa att (€y11,e;) = 0, i = 1,... k. Eftersom (€;,1,€;) =
(Vki1,€;) — a; sa blir ;1 ortogonal mot F; nir o; = (vii1,€;). Sa

€ri1 = Vi1 — ((Virn,e1)er + (Virr, €0 + ..+ (Vi ep)ey)
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R Det gir Lt att visa (Gor
€41

det!) att Span (eq,...,ex) = Span (vy,...,vy) for alla k. Nar k = n betyder
detta att eq,esq,...,e, ar den sokta basen.

Denna algoritm for att ortogonalisera vektorer brukar kallas foér Gram-
Schmidts metod. Att normalisera vektorerna € ger teoretiskt enklare formler
men vid praktisk rdkning &r det lattare att inte normalisera (||€] &r i allmén-
het "besvérliga”) utan gora detta efter att att alla vektorerna €;,€,,...,€,
har berdknats.

Slutligen normaliserar vi och séitter eg,q =

Exempel 5.21. Lat v; = (1,1,1,1), vo = (0,1,1,1) och v3 = (0,0,1,1).
Bestdm en ortonormerad bas for Span(vy, va, v3).

Losning.

Steg 1. Satt € = vy

Steg 2. Sétt €}, = vo —avy och vilj a sa att (€, €)) = 0. Detta &r uppfyllt
om <é1,e/2> = <é17V2> — Oé(él,é1> = 0. Eftersom <é1,V2> =3 och <é1,é1> =4
ger detta a = 3. S e}, = v, — 36; = 1(—3,1,1,1).

For att rdkningarna skall bli enklare i nésta steg ersétter vi e, med €, =
def = (=3,1,1,1).

Steg 3. Sétt €3 = vy — a@; — f€y dir « och [3 viljs sa att (€1, €3) = 0 och
<é2, é3> =0.

Det forsta villkoret betyder att (€, €3) = (€1,v3) — a(€;,€;) = 0. Nu ar
(€1,v3) =2 och (&1,&;) =4 och alltsa géller o = 5.

Det andra villkoret betyder att (&g, €3) = (€3, v3) — 3(€3,82) = 0. Nu &r
<é2,V3> = 2 och <é2,é2> =12 sa 6 = %

Detta ger €3 = vy — 5&; — 36, = £(0,—2,1,1).

Slutligen for att fa en ortonormerad bas normaliserar vi dessa vektorer
och far

él 1 ég 1
e = = (L1,1,1), ep= 2 = —(—3,1,1,1)
el 2 EAIRENE
e; 1
ochey=——=—7(0,-2,1,1) .
= el ~ V6. )

5.2.5 Ortogonal projektion

I det hir avsnittet skall vi generalisera Lemma [5.11]

Definition 5.22. Lat E vara ett delrum till V. Den ortogonala projek-
tionen, Prv, av en vektor v pa E dr den vektor w € E som uppfyller att
v—w.lFE.
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Nér E = Span (v) ger Lemma [B. 1] att det finns precis en sadan vektor.
Existensen av den ortogonala projektionen da F &r ett dndligtdimensionellt
delrum &r en foljd av foljande resultat.

Proposition 5.23. Om ey, e, ..., e, dr en ortonormalbas for E sa dr

n
W = Z(Vu ek>ek
k=1

den ortogonala projektionen av v pa E.

Beuwis. Vi visar forst entydigheten. Sa antag att w &r en ortogonal projektion
av v pa E. Eftersom w € E kan w skrivas w = ZZ:1 apeg. Villkoret v —
w 1 e ger 0 = (v,er) — apler,er) = (v,er) — ag. Sa ap = (v,ex) och
w =3 1_,(v,e)e; dr entydigt bestdmd.

Omvént om vi sitter w = > ¢ (v, e)e, far vi (v —w,e;) = (v,e;) —
(w,e;) = (v,e;) — (v,e;) = 0saw =Y ,_ (v ,e)e, dr den ortogonala
projektionen. ]

Om F ar ett dndligtdimensionellt delrum till V', sa finns enligt Gram-
Schmidts metod en ortonormalbas pa E och vi har bevisat foljande

Sats 5.24. Om E ar ett andligtdimensionellt delrum till V' sa existerar den
ortogonala projektionen och dr entydigt bestimd.

Vi har nu tillrackligt med verktyg for att losa foljande approximations-
problem:

Vad &r avstandet fran v till delrummet E? Mer precist, vilken vektor w
uppfyller |v — w|| = d = infxeg ||V — x|

Svaret ges av

Sats 5.25. Den ortogonal projektionen Ppv minimerar avstandet fran v till
E, dvs.
|lv — Ppv| = inf ||v —x]| .
xelF

Bevis. Lat x € F och w = Pgv. Eftersom w —x € F och v—w 1 F ger
Pythagoras sats (rita figur)

v—x|P=[v-w+w—x|*=[v-w[’+ [w—x[" > |v-w|?
med likhet om och endast om x = w. O]
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Exempel 5.26. Bestdm det tredjegradspolynom p(t) € Ps[t| som uppfyller
p(0) = p'(0) = 0 och som gor

1
/ |3+ 5t — p(t)2dt
-1

sa liten som mojligt.

Losning. Lat E = {p(t) € Ps[t];p(0) = p'(0) = 0}. Ett polynom ligger i
E nér det kan skrivas p(t) = at? + bt3, a,b € R. Sa en bas for E &r py(t) = 2
och ps(t) = 3.

Vi skall bestimma den bésta approximationen av Q(f) = 3 + 5t i den
norm som induceras av skaldrprodukten (p,q) = f_llp(t)q(t)dt. Observera
att (t2,13) = f_ll tPdt = 0 sa t2,t3 &r en ortogonalbas pa E.

Den bésta approximationen av () ges av den ortogonala projektionen,
PpQ, av Q pa E. Vi har Q(t) = PpQ(t) + Q1 (t) = at? + B3 + Q*(¢) dir Q*
ar ortogonal mot F.

Skaldrmultiplikation med * ger (t2,Q) = «(t? t?). Eftersom (?,Q) =
[ 3t%dt =2 och (2,2) = [ #*dt = 2 far vi a = 5.

Skaldrmultiplikation med ¢* ger (t3,Q) = B(t3,t%). Eftersom (¢3, Q) =
J15t4dt =2 och (2,43 = [1 t0dt =2, far vi B =T.

Det sokta polynomet &r alltsa ér alltsa p(t) = 5% + 7t3.

Ovning 5.5. Antag att ||ul| = 2, ||v|| = 3 och (u,v) = 2 +i. Bestém
(a) Jlu+v|? (b) lu—v|? (c) (u+v,u—iv) och (d) (u+ iv,4iu).
Ovning 5.6. Varfor ér inte foljande uttryck en skalirprodukt?
(a) (x,y) = z1y1 — T2y2
(b) (p,q) = fol P’ (t)q(t)dt pa rummet av polynom
(¢) (p,q) = p(0)q(0) + p(1)g(1) pa P2, rummet av andragradspolynom
0vning 5.7. Lat eq1,es,...,e, vara en ortonormerad bas. Visa att om x = z1e; +... +

Tpen, och y =y1e1 + ...+ ye, sa giller

<XaY> = mlgl + ... +xngn

Ovning 5.8. Lat ey, es,...,e, vara en bas pa det komplexa vektorrummet V, x = z1e1 +
...t xpe, ochy = y1e1 + ... + ype,. Visa att (X,y) = 2151 + ... + Tp¥n r en
komplex skaldrprodukt pa V och att e, eq, ..., e, ir en ortonormalbas pa V' i denna
skaldrprodukt.

Ovning 5.9. Bestiim den ortogonala projektionen av vektorn (1,1,1,1) pa det delrum
som spénns av (1,3,1,1) och (1,2,1,1).

Ovning 5.10. Bestim avstandet fran vektorn (1,2,3,4) till delrummet som spidnns av
(1,-1,1,0) och (1,2,1,1).
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Ovning 5.11. Lat Pg vara den ortogonala projektionen pa delrummet E i skalirpro-
duktsrummet V. Antag att dimV = n och dim F = m. Bestdm egenvéirdena och
egenrummen till Pp. Vad &r den algebraiska och den geometriska multipliciteten
for dessa egenrum?

Ovning 5.12. Anviind Gram-Schmidts algoritm for att ortogonalisera vektorerna (1,2, 3)
och (1,3,1) i standardskaldrprodukten pa R™ och bestdm matrisen {6r den ortogo-
nala projektionen pa rummet som spinns av dessa vektorer.

Ovning 5.13. Bestiam de fyra forsta Legendrepolynomen Detta betyder att, i rummet
av polynom med skalarprodukten D, q f_l p(t)q(t)dt, skall du ortonormalisera
systemet 1, ¢, t2, t> med Gram- Schmldts metod.

Ovning 5.14. Lat PE vara matrisen till den ortogonala projektionen pa delrummet E i
standardskaldrprodukten pa R™. Visa att Py #r symmetrisk och att P2 = Pg.

Ovning 5.15. Antag att P #r ortogonal projektion pa delrummet F och att Q &r orto-
gonal projektion pa delrummet E-.

(a) Vad dr P + @ och PQ?

(b) Visa att P — @ &r sin egen invers.

Forslag till svar

5.5 (a) 17, (b )9,()5+1oz (d) 8 — 20

5.6 (a) || D=0, (b) 11 =0, (c) [H(1—1t)]| =0
5'9 ( 7 71) 2(1 27 17 1) (1737 17 1) = (17 17 1’ 1))
5.10 \/3 70 =~ 2,85
5.11 =0 eller 1 med egenrummen E-1 respektive E. Multipliciteten &r n — m och m
5.12
A VB V5 (342 VT (543 _
5.13  J5, Y31, 25312 — 1) och 2L (5¢° - 3).
515 P4+Q=1,PQ=0
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Kapitel 6

Hilbertrum

I det hér kapitlet skall vi generalisera resultaten i Kapitel 5 till oédndligt
dimensionella vektorrum. Med hjalp av skaldrprodukt och den inducerade
normen kan vi diskutera avstand och konvergens. Vi skall infora de sa kallade
Hilbertrummen som &r fullstindiga skaldrproduktsrum. Vi bérjar med att
diskutera begreppet fullstéandighet.

6.1 Fullstindighet

Vi borjar med att paminna om fullstédndigheten hos R. Foljande resultat om
de reella talen &dr fundamentala.

e Varje vixande uppat begriansad foljd dr konvergent.
e Satsen om mellanliggande virden.
e Varje uppat begrinsad méngd av reella tal har ett supremum.

e Varje reell Cauchyfoljd ar konvergent.

Dessa egenskaper uttrycker alla att R "saknar hal”. Vilket som helst av
dem kan tas som axiom och sedan kan man bevisa de ovriga. I Person-Boiers
anvinds den forsta egenskapen som axiom och sedan bevisas den andra (i ett
Appendix). De tva sista ndmns inte. Sa hiar kommer en beskrivning.

Om vi har en dndlig méngd M = {ay, ..., a,} sa betecknar vi med max M
det storsta av talen aq, ..., a,. Vi skall definiera sup M, en generalisering av
detta till odndliga méngder.

Definition 6.1. Lat M C R wvara en uppat begrdansad mangd. Da dr supre-
mum av M, det minsta reella tal ¢, som uppfyller a < ¢ for alla a € M.
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Supremum av M betecknas sup M.

Pa liknade sitt definierar vi infimum som det storsta tal som dr mindre
an eller lika med alla tal i M. Infimum &r en generalisering av minimum och
betecknas inf M. For en dndlig méngd géller max M = sup M och min M =
inf M.

De rella talen uppfyller

Supremumaxiomet
Varje uppat begransad mangd M har ett supremum, sup M.
Exempel 6.2. Lat M = {z € Q;2? < 2} Da giller sup M = /2.

6.1.1 Cauchyféljder

Definition 6.3. En filjd (z,)°, x, € R, dr en Cauchyfolyd om for varje
e >0 finns ett tal N sa att |z, — x| < € for alla n,m > N.

Med hjélp av supremumaxiomet kan man bevisa foljande sats.
Sats 6.4. Varje Cauchyfoljd av reella tal dr konvergent.

Satsen betyder att om x,, dr en Cauchyfoljd sa finns ett reellt tal z sa att
lim z, = z.
n—oo

Vi skall nu generalisera detta till skalarproduktsrum. Lat V' vara ett vek-

torrum med skaldrprodukt ( , ) och inducerad norm || ||.

Definition 6.5. (a) En foljd (x,){°, %, € V, konvergerar mot x € V om
lim,, o ||xn, — x|| = 0.

(b) En foljd (x,)°,x, € V, dr en Cauchyféljd om for varje e > 0 finns
ett tal N sa att ||x, — Xu|| < € for alla n,m > N.

Sats 6.6. Om V dr ett dandligtdimensionellt skaldrproduktsrum sa dr varje
Cauchyfolyd konvergent.

Bevis. Vi antar forst att V' ar ett reellt vektorrum. Lat eq,...,e; vara en
ortonormalbas pa V och x,, en Cauchyfoljd i V' med koordinaterna z',¢ =
1,...,d ibasen eq,...,eq. Enligt Pythagoras sats géller

jaf = 2P <ot = 2P 4 2 = 2R = = Xl

(2

Sa ér a2 en Cauchyfoljd av reella tal och enligt Sats ar den konvergent.
Om z; = lim,, . 2] och x = z1€1 + ... + v4€4 sa giller

%, —x|]? = |2} — 2P+ ... + |2 — 24> = 0, n = 0
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och vi ar klara i det reella fallet.

Hérnést observerar vi att detta kan anvindas for att visa att C ar full-
standigt genom att betrakta C som isomorft med R? med den ortonormerade
basen 1 = (1,0), ¢ = (0, 1).

Till sist observerar vi att beviset ovan for reella vektorrum fungerar lika-
dant for komplexa vektorrum.

O
Egenskapen i satsen ér sa viktig att den gors till en definition.

Definition 6.7. Ett rum sadant att varje Cauchyfoljd dr konvergent kallas
for ett fullstdndigt vektorrum.

Beviset ovan fungerar inte for odndligtdimensionella vektorrum och satsen
ar inte sann i allménhet. Detta motiverar foljande definition.

Definition 6.8. Ett Hilbertrum dr ett fullstindigt skaldarproduktsrum.

Anmirkning 6.9. I avsnitt 5.2.T] definierade vi normerat rum. Ett fullstén-
digt normerat rum kallas for ett Banachrum. Ett Hilbertrum &r alltid ett
Banachrum men inte omvént.

Exempel 6.10. Enligt Sats[6.0l4r varje dndligtdimensionellt skaldrprodukts-
rum ett Hilbertrum.

Exempel 6.11. ¢? ir ett Hilbertrum.
Beviset ldmnas som (en svar?) 6vning.

Exempel 6.12. C[0,1] ar inte ett Hilbertrum. Lat (for n > 3) f,, definieras
genom (rita figur)

0, xS%
0, xS%
fa@)=4q nz-1), L<z<i4+l och f(z)=
1, x>%
1,  x>i+1

Da ar f,, kontinuerliga, lim,,_,~, f, = f men f &r inte kontinuerlig.
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Exempel 6.13. L*(]) ir ett Hilbertrum.

Beviset av detta gar langt utanfor denna kurs. Pastaendet ar inte sant for
Riemannintegrerbara funktioner eftersom grinsvirdet av Riemannintegrerbara
funktioner inte dr Riemannintegrerbara. For att pastaendet skall gilla beho-
ver man utvidga integralbegreppet till Lebesgueintegrerbara funktioner. (L i
L? kommer fran Lebesgue.)

6.2 Ortogonal projektion i Hilbertrum

Definition 6.14. En mdngd M av vektorer i ett Hilbertrum dr sluten om
Tn € M, lim, . X, = X medfor att x € M.

Nu kan vi formulera var generalisering av Sats 5.24.

Sats 6.15. Lat E vara ett slutet delrum av Hilbertrummet H. Da kan varje
vektor v € H entydigt skrivas

v=FPgv+w

ddr Pgv dr den ortogonala projektionen av v pa E, dvs. Pgv € E och w =
v—Prv 1L FE.

For att bevisa detta kan vi inte anvéinda Sats [5.23] den dr inte sann om
dimFE = oo, utan vi bevisar minimeringsegenskapen i Sats [5.25] direkt.
Vi bérjar med

Proposition 6.16. Lat C vara en sluten konvexr mdngd « H. Da finns ett
entydigt bestdmt element i C' med minimal norm.

Att C' &r konvex betyder att om u och v ligger i C' sa gor strackan mellan
u och v det ocksa. Mer formellt

Definition 6.17. En mdngd C dr konvex om tu+ (1 —t)v € C for alla
u,veC ochalla 0 <t <1.

Bevis. Vi utgar fran parallellogramlagen (Sats 5.7) |lu+ v||* + |[u — v|* =
2(|lul]® + [|v||*) som vi skriver om som

2 2

u-+v
2

u-—v
2

(Il + [v]1%) -

(6.1)

1
2

Lat 0 = inf{||x||;x € C} och vélj en f6ljd x,, € C sa att ||x,| — 0 da

n — oo. Observera att eftersom C' &r konvex sa géller $(x, + x,,) € C' och
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alltsd || (%, +%m)|| > 6 och —||3(x, +%;,)[|* < —62. S om vi anvéinder (G.1))
pa X,,X,, far vi

1

ZHXn - XmHQ =

2
X, + X,

2 2y
(lxall® + [ 1) 5

(6.2)

el NON I

< 5 (Iall + lIxm][?) = 0% .

Om € > 0 och vi viljer N tillrickligt stort ger detta ||x, — x> < 2[|x,|* +
2||x,||> —46% < e om n,m > N. Alltsa ér x,, en Cauchyfsljd i Hilbertrummet
H. Men H éar fullstandigt sa lim,,_.., X, = X for nagot x € H. Detta ger
Ix|| = limy, 00 [|Xn|| = 0. (Har har vi anvéint lim,, o ||X,]] = || lim,— e X, |-
Beviset ldmnas som ¢vning.) Eftersom x,, € C' och C' ér slutet foljer det att
x € C sa x dr ett element med minimal norm.

Entydigheten foljer ocksa fran (6.)). Om u och v &r tva vektorer som ger
2

u—v .
<0Osau=v. ]

minimum ger (G.1) att

Bevis av Sats[6.18. Lat C =v+ E ={v +e;e € E}. Da ér (Varfor da?) C
en konvex sluten méngd. Enligt Proposition 6.16 finns ett element Qv med
minimal norm i C'. Séitt Prv = v—Qv. Da giller Ppv € E och v = Ppv+Qv.
Det aterstar att visa att Qv L E, dvs. (Qv,u) = 0 for alla u € E. Vi kan
anta att ||ul| = 1. Att Qv har minimal norm betyder att ||Qv|| < [[Qv — aul|
for alla . Sa

0< Qv —aul® — [Qv]* = (Qv — au, Qv — au) — Q|
= laPul® - a{u, Qv) — &(Qv.u) = [a* - a{u, Qv) — afu, Qv) .

Med a = (u,Qv) = (Qv,u) ger detta 0 < —|a|? dvs. [(Qv,u)| = 0. O

6.3 Baser 1 Hilbertrum

Antag att H &r odndligtdimensionellt och att eq, es, es,... dr linjéart obero-
ende.
Definition 6.18. Vektorerna ey, ey, es, ... dr en (uppriknelig) Hilbertrums-
bas for H om varje vektor v € H entydigt kan skrivas
=3 e,
n=1

dirc, e K,n=1,2,....
Om vektorerna e, uppfyller (e,,e,) = 0,n # m och |le,|| = 1 kallas
basen for en ortonormalbas.
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cpe, konvergens i normen pa H, dvs.

Hir betyder v = >
My e [V = 2N chen|| = 0.

For éndligtdimensionella Hilbertrum &r en Hilbertsrumsbas detsamma
som en bas enligt Definition men for odndligtdimensionella Hilbertrum &r
en Hilbertsrumsbas och en vektorrumsbas (enligt Definition [[.0]) olika saker.
Man kan definiera Hilbertsrumsbaser ocksa i 6veruppréikneliga Hilbertrum
men for enkelhets skull ngjer vi oss med det upprikneliga fallet.

Gram-Schmidts metod fungerar &ven for upprikneliga rum, sa om H har
en bas har H ocksa en ortonormalbas e, es, es, . . ..

Precis som i det dndligtdimensionella fallet géller att om eq, e, €3, ... &r
en ortonormalbas i H sa géller

[o.¢]
X = chen dér ¢, = (x,e,) .
n=1
Beuvis. Lat xy = 25:1 Cpnen. Da ér ¢, = (xy,e,) om N > n. Sa ¢, =
limpy oo (Xn,€n) = (X,€,). Det sista pastendet foljer av Cauchy-Schwarz
olikhet; |(xy, e) — (X, e)] = (xx — X, €4) < [[x — I lex | = xx — x| -

0, N — o0.
]

Avbildningen T fran H till £ definierad av att x — (c,)7° visar att ett
upprikneligt Hilbertrum dr isomorft med 2. Men inte nog med det, avbild-
ningen ar en isometri, dvs. ||x||g = ||Tx||;z. Detta ar innehallet i Parsevals

formel,
(o)
el = feal?,
n=1

en generalisering av Pythagoras sats. Parsevals formel foljer genom att lata
N . - - ,

XN = ) _,_1 Cn€n, anvinda Pythagoras sats pa xy, lata N — oo och anvinda

Ovning 6.2.

Exempel 6.19. Vektorerna e; = (1,0,0,0,...),es = (0,1,0,0,...),e3
(0,0,1,0,,...),... 4 en ON-bas for (2. Ty om x = (z;){° sa giller x =

D) Ti€i.

Exempel 6.20. Betrakta L?(—m, ) med den normaliserade skalérprodukten
—— [

cost,sint, cos 2t, sin 2t, cos 3¢, sin 3¢, . . .

Da ar funktionerna
1

\/5 )
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en ON-bas for L?(—m, 7). Att de &r ortonormala limnas som 6vning. Att de
spanner L? &r ett djupt resultat. Den intresserade hinvisas till Rudin: Real
and complex analysis, Kap. / for ett bevis.

Om vi sétter

a, = (f, cosnt) / f(t)cosntdt, n=0,1,2,3,.

och

b, = (f,sinnt) / f(t)sinntdt, n=1,2,3,.
sa galler
= 30 + ; a, cosnt + by, sinnt)
med konvergens i normen pa L?. Serien %+ | (a,, cos nt + by, sin nt) kallas

for Fourierserien till f(¢) och a,,b, dess Fourierkoefficienter.
I detta exempel har vi

Sats 6.21 (Parsevals formel). Om f € L? sd

%/W\f( dt = +Z 24 02).

—T

Anmairkning 6.22. Punktvis konvergens av Fourieserier &r mycket mer de-
likat. Ett beromt resultat, nimligen att Fourierserien till en funktion i L?
konvergerar néistan ¢verallt, bevisades av Lennart Carleson 1966.

Exempel 6.23. Bestdm Fourierkoefficienterna till funktionen y =sgn (z) och
undersok hur delsummor av Fourierserien approximerar sgn (z).

Losning. Eftersom signum dr en udda funktion kommer a,, = 0 for alla n.
Dessutom géller

1 [7 2 [T 2
bn:—/ sgn x sinnwdm:—/ sinnz dr = —[1 — cosn7|j .
TJ) 7 Jo nm

Néar n dr jamnt blir b, = 0 och nér n ér udda sa ar b, =
Sa vi har att

sm 2n—|—
sgnx——z 2n—|—1

med konvergens i L?.

80



I nedanstaende figur visas grafen av de trigonometriska polynomen
Z sin(2n + 1)z
2n 41
da N = 10 (den bla kurvan), N = 20 (den roda kurvan) och N = 100 (den
grona kurvan).

15

I I I I I I I I I
05 -04 -03 -02 -01 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figuren illustrerar det sa kallade Gibbs fenomen. Funktionen signum har
ett sprang i origo av storleken 2. Skillnaden mellan maximum och minimum
hos de approximerande trigonometriska polynom &r stérre. Man kan visa att
da N é&r stort sa kommer "spranget” hos det trigonometriska polynomet att
vara cirka 9% storre dn hos signum trots att de trigonometriska polynomen
konvergerar i L?.

Om vi anvénder Parsevals formel pa sgnt far vi

Zb2 — ||sgnt|? = —27r =2

och alltsa

i 1 _27r2_7r
2 42 ]
n:O(Qn—i—l) 4 8

o0

1 <1 1
Séittervis:zﬁharvizwzz—ls.Sé
n=1 n=1
> 1 <1 |
5_;(2n+1)2+;(2n)2_§+13
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2

vilket ger 1= 3 och

[ee]
1 w2

— =
—n 6

Ovning 6.1. Bestiim den biista approximationen av funktionen f(x) =2i L7, 7] med
trigonometriska polynom av grad fem, dvs. med en funktion i

1
Span(——=, cosz,sinx, . . ., cos bz, sin 5z) .

V2

Hur stort &r felet?
Ovning 6.2. Antag att x = lim,, o X,. Visa att lim, . [|%, ]| = [|%]|.

Ovning 6.3. Visa att om E ir slutet delrum i ett Hilbertrum sa éir v + E en sluten
konvex méngd i H.

Ovning 6.4. Visa att en Cachyfoljd dr begrinsad (dvs. att ||x,| < C < oo for alla n).
Ovning 6.5. Visa att limy 00 Y o, 7,€; = x i Exempel 619
Ovning 6.6. Visa att ¢2 #r fullstéindigt.

Forslag till svar

2 1 2
6.1 Ss(z) =2sinz — sin2x + gsin3m -3 sindx + gsin5z,

Fol> = 1 [ |f(z) ~ S5(2)* dw =4 (T — 25, &) sé Fel = 0,725
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Kapitel 7

Linjara funktionaler och
adjunkter

7.1 Riesz representationssats

Vi paminner om att en linjar funktional pa vektorrummet V' ar en linjéar
avbildning 7' : V' — K. Om V ér ett skaldrproduktsrum och u € V sa iér,
enligt Definition [5.2] Axiom 2., avbildningen Tv = (v, u) en linjir funktional
pa V. I sjilva verket dr alla linjara funktionaler av denna typ.

Sats 7.1 (Riesz representationssats). Antag att T dr en linjir funktional
pa det dndligtdimensionella skaldrproduktsrummet V. Da finns en entydig
vektor u sa att

Tv = (v,u).

Bevis. For att visa existensen later vi eq, ..., e, vara en ON-bas pa V. Da
géller

Tv=T{v,e)e; +...+(v,ey)e,) = (v,e)Te; + ...+ (v,e,)Te,
= (v,Teje)) +...{v,Te,e,) = (v,Teie; +...+Te,e,)

sau=Te e + ...+ Te,e, duger.
Entydigheten foljer av Ovning 5.3(b), om (v,u) = (v,a) for alla v sa
u=u.

]

Anmirkning 7.2. Riesz representationssats géller ocksa for Hilbertrum
men vi bevisar inte det hér.
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7.2 Adjungerade operatorer

Antag nu att T': V' — W é&r en linjdr avbildning mellan tva skalarprodukts-
rum V och W. Da &r for varje fixt w avbildningen S : v — (T'v, w) en linjar
funktional och ges alltsa av ett entydigt element T*w. Vi kan alltsa gora
foljande definition.

Definition 7.3. Adjunkten till den linjira avbildningen T :V — W ar
den avbildning T* : W — V' som definieras av

(Tv,w) = (v, T*w) for allaveV,weW.

Det &r l4tt att se att T* ar linjér. Beviset ldmnas som Ovning 7.1.

T* kallas ocksa for den adjungerade operatorn till 7. Om V = W och
T* =T sager vi att T" ar sjdlvadjungerad.

I Forsta kursen definierades transponatet av en matris A. Om A = (a;;)
s& #ér transponatet av A den matris A7 som uppfyller AT = (a;;). En matris
med A = A7 kallas symmetrisk.

For komplexa matriser ersitts detta med det Hermitska transponatet A
dir A" = (a;;) = AT. En matris med A = A¥ kallas Hermitsk.

Om A ér reell sa giller A7 = AT,

Sambandet mellan adjungerade operatorer och (det Hermitska) transpo-
natet ges av

Proposition 7.4. Om T :V — W och A och B dr ortonormerade baser pa
V' respektive W sa gdller

[T*)as = ([T]84)" = ([T]4)T .

Bewvis. Lat [T|ga = (ayj) och [T*]ap = (Bi;). Kolonnerna i [T']p4 &r [Ta;]p.
Sa o; dr den i-te koordinaten i [T'a;]p. Eftersom B &r en ON-bas har vi
Q5 = <T6Lj, bz> Pa samma satt far vi Bij = <T*bj,a2'>. Sa Bij = <T*bj,a2-) =

<bj,TCLi> = <T(li, b]> = Cl/_ﬂ L]

Speciellt far vi, om A &r en matris och A* dr den adjungerade operatorn
till A i standardskalirprodukten pa R"™ eller C", att A* = AT respektive
A = A",

Exempel 7.5. I kvantmekanik definierar man tillstandet hos en partikel som
ett vagpaket, dvs. som en funktion ¢ € L*(R) med ||¢|| = 1. Vi tolkar

/E () 2t
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som sannolikheten att partikeln befinner sig i médngden E. En observerbar
storhet A #r en sjilvadjungerad operator pa ett lampligt delrum av L?. Me-
delvardet av A i tillstandet ¢ ar

E[A] = / A() B(B)dt = (A, ).

Eftersom A ar sjdlvadjungerad dr A = A* och alltsa giller

(A, ) = (¥, A%) = (¥, AY) = (AP, ),

sa medelvirdet ar reellt.
Tva exempel pa storheter ar
a) Lage. AY(z) = zp(x)
b) Moment. By = 2mi)’.

Anmiirkning 7.6. I kvantmekanik anvinds nistan alltid beteckningen AT i
stéllet for A,

7.3 Dimensionssatsen igen

Vi paminner om dimensionssatsen, Sats R.I7 Om T : V — W sa giller
dimKerT + dimRanT = dim V.
Om vi anvénder detta pa T™* far vi

dimKer 7" + dimRan 7™ = dim W . (7.1)

Detta blir &nnu mer anvandbart pa grund av

Sats 7.7 (Rangsatsen).
dimRan7T = dim Ran7™ .

Bevis. Genom att vilja ON- baser pa V och W kan vi anta att avbildning-
en gar fran K" till K™ och ges av en matris A. Lat B vara en reducerad
trappstegsmatris som dr Gaussekvivalent med A. Da har Ran A (eller ko-
lonnrummet for A) en bas som bestar av pivotkolonnerna i A.

For att bestdmma en bas for Ran A* (eller radrummet for A) observerar
vi forst att pivotraderna i B ar en bas for Ran B*. Dessutom &r det latt
att se att radrummet till en matris inte &ndras under radoperationer. Sa
Ran A* = Ran B*.

Sa vi har visat att bade dim Ran A och dim Ran A* a4r antalet pivotelement
i A och alltsa géller dim Ran A = dim Ran A*. ]
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dim Ran T kallas ofta for operatorns rang. Rangsatsen séger alltsa att T’
och T* har samma rang. I matrisfallet uttrycks detta ofta som:

Kolonnrangen for en matris dr densamma som dess radrang.

Fran rangsatsen och () far vi dimKer7* + dimRanT = dim W. Vi
sammanfattar detta i

Korollarium 7.8 (Dimensionssatsen). Antag att T : V. — W dr en linjdr
avbildning mellan tva dndligtdimensionella skaldrproduktsrum rum V' och W.
Da galler

dimKerT + dimRan7T = dim V .

och
dimKerT* +dimRanT =dim W .

En viktig f6ljd av dimensionssatsen ar foljande resultat som ger existens
av losningar till ett linjart ekvationssystem fran entydigheten av ett annat.

Korollarium 7.9. Lat T : V — W. Da dr ekvationen

Tx=Db
losbar for alla b € W om och endast om ekvationen

T"x =0
endast har den triviala l6sningen x = 0.
Bevis. Antag att T*x = 0 bara har 16sningen x = 0. Enligt dimensionssatsen
géiller dimW = dimKerT* + dimRanT" = 0 + dimRan7T = dim Ran 7. Sa
RanT ar ett delrum till W med full dimension och alltsa géller RanT = W.

Den omvénda implikationen foljer pa liknande sétt. Detaljerna limnas

som en 6vning for ldsaren.

]

Eftersom den adjungerade operatorn &r definierad med avseende pa en
skalarprodukt dr det ingen 6verraskning (7) att det finns ett samband mellan
de fundamentala delrummen Ker T, RanT’, Ker T* och RanT*, och deras
ortogonala komplement.

Sats 7.10. Lat T : V. — W wara en linjir operator mellan tva skaldrpro-
duktsrum V' och W. Da giller

1. KerT* = (RanT)*
2. KerT = (RanT*)*
3. RanT = (KerT*)*
4. RanT* = (KerT)*



I beviset kommer vi att anviinda att (7*)* = T, se Ovning 7.2. Dessutom
behéver vi

Lemma 7.11. Om E dr ett delrum till skaldrproduktsrummet V' sa gdller

(EHt =E.

Bevis. Lat eq, ..., e vara en ortogonalbas pa E. Utvidga denna till en or-
togonalbas ey, ..., e, €ri1,...,€, pa V. Da giller att x = x1e; + ... +
Trep + Tpi1€hs1 + ... + Tpe, € B+ om och endast om o7 = ... = x;, = 0.
Sa E+ = Span(egyi,...,e,). Med samma resonomang ser vi att (E+)+ =
Span(ey,...,e;) = E. O

Bevis av Sats[7.10. Enligt Lemmat foljer att 1. och 3. &r ekvivalenta och att
2. och 4. ocksa ar det. Dessutom foljer 2. fran 1. genom att anvénda 1. pa
operatorn T™. Sa det riacker att bevisa 1.

Att x € (RanT)* betyder att

(x,Ty) =0 for alla y .
Eftersom (x, Ty) = (T*x,y) ar detta ekvivalent med
(T"x,y) =0 for alla y .

Men detta betyder att T*x = 0.
Vi har alltsa visat att x € (RanT)* om och endast om T*x = 0 dvs.
pastaende 1.
O

Exempel 7.12. Lat P, vara de reella polynomen av hogst andra graden med
skaldrprodukten

(p,q) = p(=1)q(—=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1) .

Den linjara operatorn 7' : Py — Py definieras av T'p(t) = p(0). Bestdm den
adjungerade operatorn T™ till T

Losning. Vi borjar med att bestimma RanT*. Enligt Sats [Z.10 géller
RanT* = (Ker T)*. Men Ker T = {p; p(0) = 0} = Span (¢, t*). Sa dim Ker T' =
2 och enligt dimensionssatsen dr dim Ran 7% = 3—2 = 1. Sa Ran T™* = Span v
diir v dr nagon vektor i Span (¢,¢?)+. Vi observerar att 1 ¢ Ker T" och siitter
v =1 — at — Bt* dir a och B viiljs sa att v L Span (¢,¢%). Detta betyder
att (v,t) = 0 och (v,#?) = 0, vilket dr uppfyllt di « = 0 och 3 = 1. Sa
RanT* = Span (1 — t?).

Lat nu ¢ € Py. Da éir T*q = c(1 — t?) for nagot ¢ € R. Men

p(0)(a(=1) + 4(0) + 4(1)) = (Tp,a) = (p, T"a) = e(p, 1~ £2) = ep(0) .

Sé ¢ = (1) + 9(0) + (1) och T*g = (q(=1) + 4(0) + 4(1)) (1 = £2).
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7.4 Isometrier och unitira operatorer

Definition 7.13. En linjdr avbildning mellan tva skaldrproduktsrum,
T:U —V, dr en tsometrt om den bevarar normen,

[Tuf| = [ul
for allau € U.

Hér ar ||7u|| normen i W och ||ul| normen i V.

Eftersom ||[Tu—Tv|| = ||T'(u—v)|| = [[u—v|| bevarar T" avstandet mellan
tva vektorer. Detta i sin tur medfor att att T &r injektiv.

Det &r klart att en operator som bevarar skaldrprodukten, (Tu,Tv) =
(u,v), ar en isometri. Fran polariseringsidentiteterna, Sats [.0] ser vi att
omvéandningen ocksa géller.

Sats 7.14. En operator T : U — V dr en isometri om och endast om
(Tu, Tv) = (u,v) for alla u och v.

Korollarium 7.15. En operator T : U — V' dr en isometri om och endast
om T*T =1.

Bevis. Vi har (T*Tu,v) = (Tu,Tv).
Om T*T = I foljer att (Tu,Tv) = (u,v) for alla u och v. Sa T &r en
isometri.
Omvint om T ér en isometri sa giller enligt Sats [[14] att (u,v) =
(Tu, Tv) = (T*Tu,v). Ovning 5.3 ger att 7"Tu = u for alla u. Sa T*T = I.
0

Korollariet sdger att om T &r en isometri sa &r T ar en vansterinvers till

T.
Definition 7.16. En inverterbar isometri T kallas for en unitdr operator.

Sats 7.17. En isometri: T : U — V ar unitir om och endast om dimU =
dim V.

Bevis. Avbildningen T : U — Ran T ar bijektiv med inversen T*. Sa T : U —
V' &r inverterbar om och endast om RanT =V vilket ar ekvivalent med att
dimRanT = dim V. Men enligt Sats [2.13] sa géller dim U = dim Ran T" och
pastaendet foljer. O

Definition 7.18. En kvadratisk matris dr unitir om UPU = I. Om U dr
reell kallas U ortogonal och vi har UTU = 1.

Tva matriser A och B kallas unitdrt ekvivalenta om det finns en unitdr
matris U sa att A =UBU*.
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Observera att villkoren U%U = I och UTU = I betyder att kolonnerna i
U &r ortonormala i standardskalédrprodukten pa C™ respektive R"™. Eftersom

U ar kvadratisk ger Sats [I7 att en unitdr matris U &r inverterbar och
Ut =0,

Definition 7.19. En operator T : V — V' dr unitdrt diagonaliserbar om det
finns en ortonormalbas B pa V' sadan att [T)p dr en diagonalmatris.

Vi har foljande motsvarighet till Sats [3.13

Sats 7.20. En operatorT : V. — V dr unitdrt diagonaliserbar om och endast
om T har en ortonormerad bas av egenvektorer.

Beviset ir likadant som beviset av Sats B.19

Ovningar

Ovning 7.1. Visa att T* ér linjir.
Ovning 7.2. Visa att (v,Tw) = (T*v, w).
Ovning 7.3. (a) (S+T)* = S* + T*
(b) (aT)* = aT*
(c) (ST)* =T*S*
(d) (T7)* =T
Ovning 7.4. Lat A vara en reell n x m-matris. Beskriv (Ran AT)* och (Ran A)*.

Ovning 7.5. Lat T vara en linjir operator pa ett reellt vektorrum V. Avgér vilka av
foljande pastaenden som &r sanna.

(a) T* har samma egenvirden som 7.

(b) T* har samma egenvektorer som 7.

(¢) Om T &r diagonaliserbar sa #ir T™* det ocksa.
Bevis eller motexempel.

Ovning 7.6. En matris med 27 rader och 39 kolonner har rangen 17. Bestim dimensionen
hos de fyra fundamentala delrummen till matrisen.

Ovning 7.7. Finns det en matris 7 med foljande egenskaper?
(a) RanT innehaller (1,0,0) och (0,0,1), och RanT* innehaller (1,1) och (1,2)
(b) RanT spénns av (1,1,1), och Ker T spénns av (1,2,3)
(c) RanT = R* och RanT* = R?
Ange i sa fall en sadan matris. Om det inte finns en sddan matris férklara varfor.
Ledning. Kolla férst om dimensionerna stdmmer.

Ovning 7.8. Lat V vara det delrum av L?[—m, 7] som spénns av funktionerna
%, cosx, sinx, cos 2z och sin 2z. Bestdm den adjungerade operatorn till T' given

av T'f(x) = f(z) + f'(z).
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Ovning 7.9. Lat

111
A=11 3 2
2 4 3

Bestdm den ortogonala projektionen pa de fyra fundamentala delrummen till A.
Ovning 7.10. Lat T vara en matris med m rader och n kolonner. Visa att KerT =
Ker (T*T).

Ledning. Du skall visa tva inklusioner. For den ena kan du anvénda att
|Tx|]? = (Tx,Tx) = (T*Tx,x) .

Ovning 7.11. Anviind forra évningen for att visa att
(a) dim RanT = dim RanT*T
och
(b) Om Tx = 0 bara har den triviala l6sningen sa har T' en vénsterinvers.
Ledning for (b). Hur manga rader och kolonner har T*T'?

Ovning 7.12. Lat T vara en sjilvadjungerad operator pa skalidrproduktsrummet V. An-
tag att T2 = T. Visa att T &r en ortogonal projektion pad RanT.

Ovning 7.13. Visa att foljande matriser dr unitéirt ekvivalenta med en diagonalmatris.
Vilken? Och i vilken bas?

02 2
12 0 -1
(a) (b) (€ ] 20 2
2 1 1 0
2 2 0

Ovning 7.14. Lat T vara en operator pa ett skalirproduktsrum.
Ar fsljande pastaenden sanna?
(a) Om || Tx| = ||x|| for alla x sa &r T unitér.

(b) Om ||Tex|| = |lex] for k =1,2,...,n dér eq,...,e, dr en ortonormalbas pa V
sa ar T unitér.

Bevis eller motexempel.
Ovning 7.15. Lat A = (a;;) och B = (b;;) vara unitirt ekvivalenta n x n matriser.
(a) Visa att A*A och B*B har samma spar.
Ledning. Ovning 3.12
(b) Visa att

SO gl =0 bl

i=1 j=1 i=1 j=1
(c) Visa att
1 2 i 4
och
2 1 11

inte dr unitéirt ekvivalenta.
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Ovning 7.16. Vilka av foljande matriser &r unitéirt ekvivalenta?

1 0 0 1
a ocC
0 1 1 0
0 1 0 1/2
(b) och
10 1/2 0
0 1 0 2 0 0
()| =1 0 0 |och [ 0 -1 0
0 0 1 0 0 0
010 1 00
(d| =1 0 0 Joch | 0 =i 0
0 0 1 0 0 =<
1 1 0 1 0 0
) 0 2 2 Joch ] 0 2 0
0 0 3 0 0 3

Ledning. Unitért ekvivalenta matriser dr konjugerade, och konjugerade matriser
har samma determinant, samma spar och samma egenvirden. Dessutom kan forra
ovningen vara anvindbar.

Ovning 7.17. Vad hénder i Exempel om vi betraktar T' som en linjar funktional,
dvs. som en avbildning 7" : Py — R?

Forslag till svar

7.4 (Ran AT)L = {x; Ax = 0} och (Ran A)* = {x; ATx = 0}

7.5 (a) och (c) #r sanna, (b) falsk

7.6 dimRanT = dim RanT™* = 17, dim Ker T = 22, dim Ker T* = 10
7.7

(a) Ja, t.ex. Poo >, (b),(c): Nej.
0 0 1

78 T*f=f—f
7.9
1 1 -2 -5 1 -2
1 1
PKera=73% 1 1 =2 |, PRana- =35 -5 =2 |
-2 =2 4 -2 -2 =2
-1 -1 1 4 -1 1
1 1
PKerax = 3 -1 -1 1 och PRana = 3 -1 4 1
1 1 -1 1 1 4

7.13 (a) diag(3, —1); 1/v/2(1,1) och 1/v/2(1,—1)
(b) diag(é, —i); 1/v/2(1, —i) och 1/v/2(1,4)
(c) diag(—2, —2,4); 1//2(1,0,-1), 1/v/6(1,—2,1) och 1/+/3(1,1,1)
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7.14 (a) Sant, (b) Falskt, Motexempel: T'(z,y) = (z + y,0) pd R?, e; = (0,1), ez = (0,1) men
(1,1) och T'(1,1) = (2,0) har olika norm.
7.16 Endast (d).

717 Trr=r(l—t2).
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Kapitel 8

Spektralsatsen

8.1 Spektralsatsen

I det hér kapitlet antar vi att vektorrummet V' &r dndligtdimensionellt och
dimV = n. Vi skall ge nédvéndiga och tillrdckliga villkor for att en linjéar
avbildning skall vara unitdrt diagonaliserbar, dvs. att det finns en ortonor-
malbas B sadan att [T]p &r en diagonalmatris.

Vi borjar med féljande sats.

Sats 8.1 (Schur). Lat T : V — V wara en operator pa ett komplext skaldr-
produktsrum. Da finns en ortonormerad bas B = {ey,...,e,} sadan att [T)p
ar en dvre trianguldr matris.

Bevis. Vi bevisar satsen med induktion 6ver dimensionen pa vektorrummet.

Om n =1 &r satsen trivialt sann.

Sa antag att dim V' = n > 1 och att satsen géller for alla skaldrprodukts-
rum V med dim V = n—1. Lat e, vara en egenvektor till 7' med egenvardet \;
och ||ei|| = 1. Utvidga e; till en ortonormerad bas e, vs, ..., v, pa V. Sitt
E = Span(e;)* och lat P, och Py vara ortogonal projektion pa Span (e;)
respektive E. Sa om v = cie; + vy + ... + ¢, v, giller P,v = ¢ye; och
Ppv =covy+...+¢c,v,. Alltsa ér P, + P =1 och T = P,\T + PgT.

Nu giilller PET(E) C E sa PgT &r en operator pa E. Eftersom dim E =
n — 1 ger induktionsantagandet att det finns en ortonormerad bas B, =
{es,...,e,} pa E dir [PgT|p, dr 6vre trianguldr. Lat nu B = {e;, eq,...,e,}.
Da ar [T)g = ([Te1ls [Tesls ... [Ten]B> ovre trianguldr. For att se det
observerar vi att Te; = Aje;. Dessutom, om k > 2, sa har vi Te, = PiTe, +
PgTey. Eftersom P;Te, € Span(e;) och [PgT]p, dr 6vre triangulédr géller
PiTe, = ajpe; och PgTe, = 2522 a;re; for nagra a;,. Detta ger Te, =
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P, Te,+ PgTe;, = ajpe; + Zf:g aiLe; = Zle a;pe; sa [T)p &r ovre triangular.
L]

Korollarium 8.2. Varje linjir operator pa ett komplext vektorrum V' har
en bas B dar [T)g dr dvre trianguldr.

Bevis. Tag en bas ey, es, ..., e, pa V och infor en skaldrprodukt pa V' genom
kriiva att denna bas skall vara en ortonormalbas pa V', jamfor Ovning 5.8.
Schurs sats ger att det finns en (ortonormerad) bas B dér matrisen [T']p &r
ovre triangulér. O]

Anmairkning 8.3. Man kan bevisa Korollarium“ utan anvidndning av
skaldrprodukt och Schurs sats. Ett bevis skissas i Ovning 8.8.

Som vanligt dr situationen mer komplicerad for reella vektorrum. Vi har

Sats 8.4. Antag att T dr en linjdr operator pa ett reellt skaldrproduktsrum
V' med dimensionn. Om T har n reella egenvirden sa finns en ortonormerad
bas B sadan att [T dr en dvre trianguldr matris.

Beuvis. Beviset ar visentligen det samma som for Schurs sats. Den enda nya
ingrediensen &r att vi behover visa att att alla egenvérden till PgT &r reella.
Men vi har

Y

0

[PET 5

2

pr(A) = det(T = M) = (A — A)det(PpT — M) = (A = A)pper(A)

och alltsa &r varje egenvirde \ # A; till PgT ett egenvéarde till T och alltsa
reellt. [

Vi har ocksa
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Sats 8.5. Lat T wvara en linjir operator pa ett reellt skaldrproduktsrum V.
Da finns en ortonormerad bas B sadan att [T)|g dr en ovre blocktrianguldr
matris ddr blocken har dimension 1 eller 2;

Ao o« - - - %
0 AQ *
0 O
T]p =
* %
*
0 0 A,

dar Ay, dr en skaldr eller en 2 x 2-matris.

Vi utelamnar beviset och papekar bara att man anvénder Sats for att
bilda El och FF = (El)l.

Lat oss nu aterga till att undersoka néar 7" &r unitéirt diagonaliserbar.
Om T &r en avbildning pa ett reellt vektorrum och [T]|p = D é&r diagonal
i nagon ortonormerad bas sa géller

(175 =[T15 = D" =D =[T]p

sa T* =T och alltsa ar T sjdlvadjungerad.
Omvéndningen till detta géller ocksa.

Sats 8.6. Antag att T dr sjdlvadjungerad. Da finns en ortonormerad bas B
pa 'V dar [T)p dar diagonal.

Detta ar sant bade for reella och komplexa vektorrum. Men i det komplexa
fallet géller ett starkare resultat, se Sats (8.11) nedan.

Bevis av Sats 8.4, komplexa fallet. Enligt Schurs sats finns det en ortonor-

merad bas B dir [T]p #r 6vre triangulir. Alltsa #r [T*]p = [T]% undre
trianguldr. Men eftersom 7" = T™ betyder det att [T]p &r diagonal. (Vi ser
ocksa att diagonalelementen &r reella.) ]

For att bevisa satsen i det reella fallet behover vi kunna anvéinda Sats[8.4]
den reella versionen av Schurs sats. For det behover vi visa att T" har n reella
egenvarden.

Sats 8.7. Egenvdrdena till en sjalvadjungerad operator pa ett komplext skaldr-
produktsrum dr reella.
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Bewvis. Detta foljer fran den komplexa versionen av SatsB.6l Eftersom [T]p =
D = diag(Ay, ..., \,) sa bestar basen B av egenvektorer och Aj,...,\, ir

egenvirden till 7. Dessutom giller [T™]p = D = diag(\y,...,\,), saom T
ar sjalvadjungerad far vi Ay = A

Vi ger ocksa ett direkt bevis. Om Tu = Au sa giller
(Tu,u) = (Au,u) = A(u,u) = AfJulf*
men ocksa
(Tu,u) = (u,T*u) = (u,Tu) = (u, \u) = \u,u) = Mul*,
s& A=\ O

Sats 8.8. Antag att T dr en sjilvadjungerad operator pa ett reellt skaldrpro-
duktsrum med dimension n. Da har T n stycken reella egenvdirden.

Bevis. Lat A = [T|p 1 nagon ortonormerad bas B. Vi kan betrakta A som
en linjar avbildning pa C™. Enligt Sats B ar alla n egenvardena reella. Sa
ekvationssystemet (A — A\ )x = 0 &r ett 1osbart ekvationssystem med reella
koefficienter och har alltsa en icketrivial reell 16sning x. Om [u]p = x ger
detta Tu = Au sa u ér en egenvektor till 7" med egenvérdet A. O]

Bewvis av Sats[8.0, reella fallet. Eftersom alla egenvirden ér reella kan vi an-
vianda den reella versionen av Schurs sats, Sats B4l Sa det finns en orto-
normerad bas B dir [T]p dr 6vre trianguldr. Alltsa &r [T*]5 = [T]5 undre
trianguldr. Men eftersom 7' = T™* betyder det att [T|p ar diagonal. O

Vi har alltsa bevisat

Sats 8.9 (Den reella spektralsatsen). Antag attT dr en operator pa ett reellt
skaldrproduktsrum. Da finns en ortonormerad bas B dir [T)p dr diagonal om
och endast om T dar sjilvadjungerad.

I det komplexa fallet finns det fler operatorer dn de sjialvadjungerade som
kan diagonaliseras unitért. Lat oss anta att 7" &r unitért ekvivalent med en
diagonalmatris, [T]p = D = diag(\y, ..., A,) ien ortonormerad bas B. For en
diagonalmatris giller DD = DD = diag(|\i]%,..., | \|?) = DD = DED.
Eftersom [T]z = D giller [T*]5 = [T]5 = [T]2 = D = D. Sa

[TT*|p = [T5[T*]p = DD = DD = [T*|5[T)p = [T*T]s
och TT* =T*T.
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Definition 8.10. En linjar avbildning N pa ett skaldrproduktsrum V  dr
normal om

NN*= N*N .

Vi har alltsa visat att om 7T &r unitart diagonaliserbar sa &r T" normal.
Detta dr den enkla delen av

Sats 8.11 (Komplexa spektralsatsen). Antag att V' dr ett komplext skaldr-
produktsrum och T en linjdr avbildning pa V. Da finns en ortonormerad bas
B sa att [T)p dr en diagonalmatris om och endast om T dr normal.

Bevis. Det aterstar att bevisa att om 7" &r normal sa finns en ortonormerad
bas dér T" &r diagonal.
Enligt Schurs sats finns en ortonormerad bas B dar T" dr 6vre triangulér,

a1 | 12 ... Qip

A

Elementet pa plats 11 i [T*T|p och [T'T*]p &r |ay|? respektive |a11|? +|ai]? +

oot |ar)? Sa |ap? + ...+ |aw|? = 0 och alltsé ayjp = ... = ay, = 0.
Sa
aiq 0 0
0
T)p =
Ay
0

Vi observerar ocksa att

|(111|2 0 0 |CL11|2 0 0
0 0
[T*T]B = och [TT*]B =
: A A, : A At
0 0

Sa A1 A7 = AjJA; och alltsa dr A; normal. Genom att upprepa argumentet
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ovan pa

Q22 | G23 ... Q2q
0
Al -
Ay
0
far vi ags = ... = ag, = 0. Ytterligare upprepning av detta argument (éndlig
induktion) ger att [T]p = diag(aii, - - ., Gny) ar en diagonalmatris.

]

Exempel 8.12. En sjédlvadjungerad operator dr forstas normal men omvand-

ningen giller inte. Matrisen * %) 4r normal men inte sjalvadjungerad.
0 0

Etn reell matris som dr normal men inte sjédlvadjungerad ar ( bt )
11

Det &r inte alldeles enkelt att avgéra nér en operator dr normal. Ett villkor
som ibland kan vara anviandbart ges av féljande resultat.

Proposition 8.13. En operator dr normal om och endast om |[Nx| =
IN*x|| for alla x.

Bevis. Om N &r normal sa géller

|Nx||? = (Nx, Nx) = (x, N*Nx) = (x, NN*x) = (N*x, N*x) = |[N*x||* .

Omvéant om ||[Nx| = ||N*x|| ger polariseringsidentiteterna (Sats [G.6)
att (Nx, Ny) = (N*x, N*y). Sa (NN*x,y) = (N*x, N*y) = (Nx, Ny) =
(N*Nx,y) for alla x och y. S& N*N = NN*. [

En viktig egenskap hos sjidlvadjungerade avbildningar &r féljande

Sats 8.14. Om T dr sjilvadjungerad och u och v dr egenvektorer med olika
egenvdrde sa dr u och v ortogonala.

Beuvis. Detta foljer av spektralsatsen (Hur da?) men vi ger ett direkt bevis.
Om Tu = Au och T'v = pv déar \ # p sa giller

Au,v) = (A, v) = (Tu,v) = (u,T"v)
= <11, TV> = <11, MV> = la<u7 V> = :u<u7v> :

Sa (A — p){u,v) =0 och (u,v) =0. O
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Ovning 8.1. Avgor vilka av foljande pastaenden som sanna.
(a) Varje unitéir operator U : V — V ér normal
b) En matris dr unitédr om och endast om den &r inverterbar

¢) Om tva linjdra avbildningar &#r unitirt ekvivalenta sa &r de konjugerade.

f

g) Om alla egenvirden till en linjir operator har absolutbeloppet 1 sa &r operatorn
unitér eller ortogonal

e) Adjunkten till en unitir operator dr unitéir
)

(
(
(d) Summan av tva sjilvadjungerade operatorer ér sjilvadjungerad.
(
(f) Adjunkten till en normal operator dr normal

(

(h) Om alla egenviirden till en normal operator ér 1 sa &r operatorn identiteten

(i) En linjdr operator kan bevara normen men inte skaldrprodukten

e 3
Ovning 8.2. (a) Diagonalisera matrisen A = med ett ortogonalt koordinat-

2 3
byte.
(b) Bestiim en kvadratrot till A dvs. en matris B med B? = A.

Ovning 8.3. Bevisa att en normal operator vars egenviirden alla har absolutbeloppet 1
Ar unitér.

Ovning 8.4. Antag att P &r en operator med P = P2. Visa att P ir en ortogonal
projektion pa Ran P om och endast om P &r sjédlvadjungerad.

Ovning 8.5. Bevisa att en normal operator pa ett komplext skalirproduktsrum r sjil-
vadjungerad om och endast om alla egenvirden &r reella.

Ovning 8.6. Visa att varje normal operator pa ett komplext skalidrproduktsrum har en
kvadratrot.

Ovning 8.7. Bevisa Korollarium utan att anvinda Sats

Ledning. Anvénd induktion 6ver dimensionen pa vektorrummet. Lat U =Ran(T" —
AI) dér A ar ett egenvirde. Da géller dimU <dimV'. Dessutom é&r U invariant med
avseende pa T. Sa T'|y har en dvretrianguldr matris i ndgon bas ey, ...,e; pa U.
Utvidga till en bas eq, ..., ek, €xt1,...,€, for V. T &r 6vre trianguldr i denna bas.

Forslag till svar
8.1 (a), (¢), (d), (e), (f) och (h) dr sanna, (b), (g), och (i) &r falska
8.2 (a) D = diag(1,5) i basen %(1,—1), %(1, 1)

VE+1 VE-1 ) 1 ( VE-1 \/5+1>

ex. l S
()T iQ(\/E—l VE+1 VBl VBt
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Kapitel 9

Jordans normalform

I forra kapitlet studerade vi de "bésta” linjéra operatorerna, dvs. de som

kunde diagonaliseras i en ortonormerad bas. I det hér kapitlet skall vi istéllet

studera de "varsta” operatorerna, de som inte har en bas av egenvektorer, och

se hur vi kan vélja en bas sa att operatorns matris blir sa enkel som mojligt.
frngotheltalk.

Lemma 9.1. Antag att N dr en nilpotent operator pa ett vektorrum V' med
dimensionen n. Da gdller N™ = 0.

Bewvis. Vi skall visa att N?v = 0 {or alla v € V. Om k ar det minsta talet
med N*¥v = 0 behover visa att k& < n. Antag att

coV+ NV +coN?v+ ...+ N-v=0.
Genom att lata N*~! verka pa denna ekvation far vi ¢gN*~'v = 0, och

eftersom N*“'v # 0, ¢g = 0. Nu later vi N*=2 verka pa ekvationen och
far ¢ N*~'v = 0 och ¢; = 0. Genom att upprepa detta argument far vi

co=c = =cp1 = 0. Alltsd ar de k vektorerna v, Nv, N?v,... NFly
linjart oberoende. Men i ett n-dimensionellt vektorrum kan hogst n vektorer
vara linjart oberoende och alltsa har vi k < n. O

Definition 9.2. Antag att A dr ett egenvirde till T'. Da sdger vi att v dar en
generaliserad egenvektor till T med egenvirdet X om (T — \I)*v = 0 for
nagot heltal k > 1.

Det generaliserad egenrummet, GE), bestar av alla de generaliserade
egenvektorerna,

GE) = | JKer(T — AI)" .
k=1
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Eftersom (T'—\I)*v = 0 ger att (T—\)*T'v = T(T—\)*v = T0 = 0 ser
viatt T(GE)) C GE,. Sa GE, ér ett invariant delrum till 7. Lat ey, ..., e,
vara en bas for GE\. Da finns k; sa att (T — M )*e; = 0. Om k = max; k;
sa giller (T — X )*e; = 0 for alla i vilket ger att (T — A)¥v = 0 for alla
v € GE,. Sa genom att betrakta T"— Al som en operator pa GE) far vi
foljande resultat fran Lemma

Korollarium 9.3. Om \ dr ett egenvirde till operatorn T sa gdller
GE\ =Ker(T — \I)" .

Anmirkning 9.4. Argumentet visar det nagot skarpare resultatet att GE, =
Ker(T — A\I)™ diar m = dim GE).

Korollarium 9.5. Antag att A dr ett egenvdrde till T. Da gdller
V =Ker(T — \)" & Ran(T — A\I)" .

Bevis. Lat Vi = Ker(T'—AI)" och V5 = Ran(T'—AI)". Enligt dimensionsatsen
galler dim V; + dim Vo =dim V' = n. Sa det ricker att visa att V3 NV, = {0}.
Lat v € ViNV,. Att v € V] betyder att (T'—A\I)"v = 0 och att v € V5 betyder
att v = (T —\I)™u for nagot u. Men da giller (T'—AI)*"u = (T —\I)"v = 0.
Korollarium 0.3 ger (7" — A\)"u = 0 och alltsa v = (T"— A\I)"u = 0. O

Observera att dven V5 ar invariant med avseende pa T. Ty om v € V; sa
v = (T — Al)™u for nagot u. Alltsa ar Tv = T(T — A\)"u = (T — \I)"Tu
dvs. Tv € V5 och T'(V,) C Vs,

Vi observerar ocksa att ingen nollskild vektor i V5 ligger GE).

Sats 9.6. Lat T vara en operator pa V med egenvirdena Ay, Ag, ..., \.. Da
galler
V=GE\ ®GE\,& ... GE,, .

Alltsa har varje operator en bas av generaliserade egenvektorer.

Bevis. Vi bevisar satsen med induktion 6ver dimensionen pa V. Om n = 1
ar satsen uppenbarligen sann.

Sa lat n > 2 och antag att satsen dr sann for alla vektorrum med di-
mension mindre dn n. T" har ett egenvirde A\;. Lat V; = Ker(T' — A 1)" och
Vo = Ran(T — A\I)". Enligt Korrolarium giller V.=V, & V5. Om )\
ar det enda egenvérdet ar Vo = {0} och vi har V' = GE,, och beviset &r
klart. Annars kan vi, eftersom V5 &r invariant, betrakta 7" som en opera-
tor pa V5 med egenvirdena Mg, A3, ..., \.. Enligt induktionsantagandet géller
Vo=GE,, 8 GE,, ® ... ® GE), och vi far

V:GE)\IEB‘/Q:GE)qEBGE/\2EBGE)\SEB...€BGE/\T.
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Korollarium 9.7. Lat T vara en operator pa' V-med egenvirdena Ay, A, ..., A.
Da finns en bas B pa'V sa att T har en blockdiagonal matris

A0 - - 0

0 A

T]p = 0 O
0
0 0 A,

ddr varje block dr en ovretrianguldr matris av formen

Y
0
A=
*
0 - - -0 N

Beuvis. Lat T; vara restriktionen av T till GE);. Enligt Korollarium kan
vi vélja en bas pa GE), sa att matrisen for T; blir vretriangulir. Eftersom
T; endast har egenvéirdet A\; kommer matrisen att ha A; pa diagonalen. Gor
vi detta val av basvektorer i vart och ett av delrumen GE,, bildar de till-
sammans en bas déir [T|p far den 6nskade formen. O

Satsen ger att det karakteristiska polynomet till T &r p(\) = (A — A4
(Ao = A)2 - (A, = A% déir d; = dimGE),,. San = gradp = dy + ...+ d,.
Detta medfor att den algebraiska multipliciteten m) hos ett egenviarde \ ar
lika med dim GE,. Genom att betrakta 7" som en operator pa GFE), far vi
fran Lemma .1l att (T'— A\ I)™ = 0 pa GE) och att GE) = Ker(T — A\I)™*.

En viktig konsekvens av Korrolarium ar att i lampliga koordinater
sa har operatorn e'” ocksa en blockdiagonal matris med blocken e*4i. Nu r
Aj = NI+ (Aj—NI) = NI+ N; dér N;mj = 0. Detta ger !4 = eietNi och
potensserien som definierar e/i innehaller bara termer av grad hogst my, -
Sa att berikna e'T #r en #ndlig process.
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9.1 Jordans normalform

Vi borjar med foljande exempel.

Exempel 9.8. Bestdm en bas sa att foljande operatorer far sa enkel matris
som mojligt.

2 01 2 0 2 2 2 3
Ai=10 20 Ay=110 2 1 Az=1| 0 2 1
00 2 00 2 00 2
Alla tre matriserna har endast egenviirdet 2. S& GFE; = R3 och vi har

A; = 21 + (A; — 2I) = 21 + N; ddar N; ar nilpotent. Lat e;, ey och e3
vara standardbasen pa R3.

For den forsta matrisen har vi Nie; = 0, Nie; = 0, Nies = e; och
N12e3 = 0. Sa i basen vi = Nje3 = e, vo = €3, V3 = €, har N; matrisen

0 1]0 2 1|0
0 0/0 ochalltsaar S =1 0 210
0 0|0 0 02

For den andra matrisen har vi Noe; = 0, Noey = 0, Naeg = (2,1,0) och
NZe; = 0. Saibasen v = Nyez = (2,1,0), vo = e3, vz = ey har N, matrisen

0 1|0 2 110
0 0|0 ochalltsaar Job,=1 0 210

0 0]0 0 0]2

For den tredje matrisen har vi Nze; = 0, Nze; = (2,0,0), Niey = 0,
Nsesz = (3,1,0) och NZe3 = (2,0,0) och N3es = 0. Sa i basen v; = Niez =
(2,0,0), vo = N3es = (3,1,0), v3 = eg har N3 matrisen

010 210
00 1 ochalltsaar Js=1 0 2 1

000 0 0 2

I dessa exempel har vi bestdmt den sa kallade Jordans normalform for de
tre operatorerna A, A, och As.
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Definition 9.9. En bas B sadan att

A0 - - -0
0 A, O
=] 00 (9.1)
0
0 - - -0 A,

ddr varje block dr en dvretrianguldr matris av formen

A 10 - -0

0A 10 - 0
AJZOO (9.2)

1 0

A1

0 - - - 0 X

kallas en Jordanbas for T och matrisen sdgs vara pa Jordans normal-
form.

Matrisen A; kan vara en 1 X 1-matris (som kan vara 0).
Foljande sats &r en skérpning av Korollarium 0.7]

Sats 9.10. Varje operator T pa ett andligtdimensionellt komplext vektorrum
V' har en Jordanbas.

Precis som i beviset av Korollarium kan vi betrakta 7" som en operator
pa GE), och visa att denna kan skrivas som A; ovan genom att anvénda att
T — X\;I &r nilpotent pa GEj,.

Beviset av Sats ar formodligen det svaraste beviset i kursen. Sa lat
oss forst titta pa tva exempel som visar pa idén i beviset. Men forst lite

terminologi.
Om N &r nilpotent sa finns for varje vektor ett minsta tal d s& att N9v =
0. Vektorerna v, Nv, N*v,..., N9 v kallas for en cykel av generaliserade

egenvektorer med startvektor v, slutvektor v¢ = N !v och ordning eller
léngd d.
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Anméirkning 9.11. Varje vektor i V' &r en generaliserad egenvektor till N
med egenvirdet 0 sa terminologin dr onddigt kranglig.

Exempel 9.12. Lat S : R5 — RS vara definierad genom S(x1, x2, T3, T4, T5) =

(0,21, 22,73, 4). Om €1, ..., e; ir standardbasen pa R’ si giller Se; = e,
S%e; = Sey = e3, S%e; = Se; = ey, S*e; = Sey = e; och S%e; = Se; = 0.
Sa eq,...,e; dr en cykel med starvektor e; och maximal ldngd 5. I basen
B = {es,ey4,...,e1} (observera ordningen) har S matrisen

Sl = ( [Sesls .. [Seiln )= (0 lesln .. lesln ) =

o o o o o
o o o O =
o o o = O
o O = O O
o = O O O

Exempel 9.13. Lat T : R — R° vara definierad genom T'(xy, 79, T3, T4, T5) =
(O, T1,T2, 0, 1'4). Da galler T61 = €9, T2e1 = T62 = €3, T381 = Te3 = 0 samt
Tey, = e5,Te; = 0. Sa startvektorn e; ger en cykel av ordning 3. Detta ar
(Varfor da?) en cykel med maximal ldngd till 7. Vektorn e, ger en cykel av
ordning 2. Detta &r den langsta cykeln bland de startvektorer som inte har na-
gon komponent i Span(e;, Te;, T?e;). I basen B = {T?e;, Tei, e, Tey, e,} =
{es,es,e1,e5,e,4} (ordningen &r viktig) har vi

010/00
00 1/00
Tlz=1]10 0 0[0 0
00001
00 0/00

I det sista exemplet observerar vi att de tva cyklerna C, = ey, T'e;, T?e;
och Cy = ey, T'ey uppfyller C; N Cy = () och att vektorerna i C; U Cy ér linjért
oberoende. Detta &r ingen tillfallighet.

Lemma 9.14. Lat N vara en nilpotent operator och Cy,Cs, . . .,Ci vara cykler
av ordning d;, i = 1,... k. Om slutvektorerna dr linjart oberoende sa gdller
C;NC;j =0 omi+#j, och vektorerna i Cy UCy U ... UCy, dr linjirt oberoende.
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Bevis. Lat C; = {vi, Nvi, N?>vi ... N4=vi} = {vi vi ... , vl } och ordna
dessa cykler sa att dy > dy > ... > d,.

Vi skall bevisa satsen med induktion med avseende pan = dy+ds+. . .+dj.
Observera att om en vektor finns med i flera cykler kommer den att rdknas
flera ganger. (Lemmat visar att detta inte dr mojligt men vi kan inte anta
det nu.)

Om n = 1 &r satsen uppenbarligen sann.

Antag nu att satsen géller for alla nilpotenta operatorer och alla cykler
med totalantalet av alla vektorer i alla cykler strikt mindre &n n. (Blev det
inte en fin mening?)

Om U = Span(C; U ... UCy) sa géller N(U) C U. Sa genom att be-
trakta N som en operator pa U ser vi att vi kan anta att Span(C; U ... U
Cr) = V. LatW —Ran N och C; = N(C;) \ {0}. Om d; >zsz}arC

{Nvi, ... N%- Nd’vl}—{vz,.. ,Vg,} och om d; = 1 sa ér C; = (). Vi
observerar ocksa att om [ dr det storsta index med G R (), sa &r Span(C1

LU Cl) W. Eftersom slutvektorerna i C; U ... U Cl ar en delméangd till
slutvektorerna iCyU...UC ar de linjart oberoende. Sa vi kan anvénda in-
duktionstagandet och dra slutsatsen att vektorerna i él U...U C~l ar linjart
oberoende.

Att vektorerna i C; U ... U Cy ocksa ar linjirt oberoende féljer nu genom
att kontrollera dimensionerna. Vi har dim W = J1 + JQ + ...+ czl =n—k
eftersom vi for att bilda C; strok en vektor i varje C;. Dessutom géller N Vili =
0,7 =1,...,k, och eftersom slutvektorerna Vili ar linjart oberoende sa &r
dim Ker N > k. Dimensionssatsen ger dimV = dim Ran N + dimKer N =
dimW +dimKer N > n—k+k =n. Men dim V' = dim Span(C; U...UCy) <
di+ ...+ dy = n. Alltsa dr dimV = n. Sa C; N C; = 0 och vektorerna i
C; U...UC spanner V och ar n stycken. Déarfor dr de en bas och alltsa
speciellt linjart oberoende. O

Lemma 9.15. Lat N : V — V wara nilpotent. Da har V' en bas som bestar
av cykler av generaliserade egenvektorer till N.

Bevis. Vi bevisar satsen med induktion med avseende pa n = dim V. Om
n = 1 ar satsen sjalvklart sann. Sa antag att n > 2 och att satsen &r sann
for varje nilpotent operator pa ett vektorrum med dimension strikt mindre
an n.

Lat W = Ran N. Da N é&r nilpotent dr Ker N # {0} sa dimKer N >
1. Dimensionssatsen ger dim W =dim Ran N <dim Ran N+dim Ker N = n.
Dessutom &ar W ett invariant delrum till V. Dérfor kan vi betrakta N som
en operator pa W. Enligt induktionsantagandet finns cykler C;, i = 1,...,k
sa att C; U ... UC, ar en ON-bas for W.
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Lat cyklerna vara C; = {v¢, Nvi, N2vi ... Né-lyil = [yt vi Vi }
dir v € W och N%vi = 0. Eftersom v €Ran N finns en vektor u’ € V med
Nu' = v'. Lat nu C; = {u’, Nu’, N?u’,... N% v} = {u’,vi,vi,... Vi b
Eftersom slutvektorerna Vfii ligger i C;U...UCy ér de linjért oberoende. Slut-
vektorerna ligger i Ker N och genom att eventuellt ligga till vektorer vi ',
i=1,...,r far vi en bas vj ,...,vi ,vFt . vF" for Ker N. Vektorerna
vkt i =1,...,r bildar cykler C~k+i av generaliserade egenvektorer av langd
1. Sa slutvektorerna i cyklerna Cy, . . ., Ci, Cit1, - - . , Crsr &r linjéirt oberoende.
Enligt Lemma ar dirfor C, U ... U Cyyr en linjirt oberoende méngd av
vektorer i V.

For att se att de &r en bas for V' aterstar det att visa att de &r n stycken. Vi
har #(C,U...UC,) =dim Ran N, #(C,U. ..UC;,) =dim Ran N +k och #(C,U
. UCNHT) = dim Ran N + k + r. Eftersom slutvektorerna i él, o ,CNHT ar en
bas for Ker N har vi dim Ker N = k+r. San =dim V' =dim Ker N+dim Ran N
=k+r+dimRan N = #(C~1 Uu...U C~k+,.).

O

Med hjalp av Lemma [0.15 kan vi nu bevisa foljande struktursats for nil-
potenta operatorer.
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Proposition 9.16. Varje nilpotent operator N har en bas B sadan att
[N]p = diag(N1, Na, ..., Ny,) dar blockdiagonal och

010 - -0
0010 -0
o0 - - .

N, = . (9.3)
0 1

Bevis. Enligt Lemma [0.15] finns cykler Cy,...,Ck, av generaliserade egen-
vektorer till N, sa att vektorerna i C; U ... U C, ar en bas for V. Om

C, = {vi vl ... vt Yoch B ir basen som bestar alla dessa vektorer i omvand
(3 1) V2o y vd;
ordning
1 1 2 2 k k
Vi Vis Vigs ooy Vi, woey Voo, V]

sa far N den onskade formen.
O

Nu har vi alla ingredienser som behovs for att bevisa att varje operator
har en matris pa Jordans normalform.

Bewvis av Sats[910. Enligt Sats har vi
V=GE, ®GE,,® ... GE,,

déar \; dr egenvirdena till 7. Lat T; = T|gg, och N; =T — \;I. Da ar N;
en nilpotent operator pa GE),. Sa enligt Propbsition finns en bas B; pa
GE,, sa att N; har formen (9.3). Sa T; = \;I + N; har formen ([9.2)). Om vi
later B vara unionen av baserna B; kommer [T'|p att fa den 6nskade formen

@1).
]

Ovning 9.1. Bestiim alla generaliserade egenvektorer till matriserna

0 00
01 -1 0
(a) (b) @f o 00
00 10
1 -1 1

Ovning 9.2. Vad #r Jordans normalform fér matriserna i Ovning 9.17?
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Ovning 9.3. Vad &r Jordans normalform for matriserna

2 2 00
-1 5 0 1
(a) och (b)
00 2 0
-1 1 0 3

1

Ledning. Matriserna har bara egenvérdena 2 och 4.

Ovning 9.4. Visa att om ST &r nilpotent sa &r 7'S nilpotent.

S NN

0 1
0 -1
?
2 2
0 3

Ovning 9.5. Visa att om N &r nilpotent och sjilvadjungerad sa ir N = 0.

Ovning 9.6. Bevis eller motexempel;

V=KerT ®RanT .

Ovning 9.7. Antag att V &r ett komplext vektorrum med dimension n. Visa att om
Ker T2 #£ Ker T" ! s& har T hogst tva olika egenvirden.

Ovning 9.8. Antag att matrisen till operatorn T i basen e, ..
malform. Beskriv matrisen i basen e,,...,e;.

Forslag till svar

9.1 (a) R2, (b) Span (1, —1) och Span (0, 1),
(¢) Span ((1,1,0),(1,0,—1)) och Span (0,0, 1)
1 0
0 1 -1 0
9.2 (a) ( ), (b) ( ), (c) 0 0
0 O 0 O
0 0

9.3 (a) , (b)

B o= O O
s o= O O

0
0
0

0 1
0 2
4 0
0 0

o O O N
o O N O

1
0

|
j

2
0
0
0
9.6 Falskt. Motexempel t.ex. T = ( 2
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Kapitel 10

Diagonaliserbarhet—igen

Spektralsaten ger en karakterisering av de linjara avbildningarna 7' : V- — V
som ar ortogonalt diagonaliserbara.

Sats B.13] ger en karakterisering av nér en operator pa V ér diagonali-
serbar, men villkoret &r inte enkelt att kontrollera. Redan att bestdmma en
operators egenviarden da dim V' ar stort ar svart.

I detta kapitel skall vi ge ett annat villkor for néar 7" dr diagonaliserbar.
Villkoret dr att det sa kallade minimalpolynomet till operatorn 7' bara har
enkla nollstéllen.

Minimalpolynomet &r berdkningsbart och man kan avgéra om det har
enkla nollstillen med Euklides algoritm.

Det mesta i detta kapitel géller for bade komplexa och reella vektorrum.
Hur man avgér om minimalpolynomet bara har reella nollstéllen diskuteras
i avsnitt 10.4.

10.1 Minimalpolynomet

Lat T : V — V vara en operator pa ett rum av dimensionen n. Betrakta
vektorrummet L(V') av alla linjara operatorer pa V. Detta ar ett vektorrum
av dimensionen n2. For att se det viljer vi en bas i V och betraktar iso-
morfin 7" — [T mellan L(V) och M, = M, ., de kvadratiska matriserna
med n rader och kolonner. Enligt Exempel [L7,4. har M,, dimensonen n? och
pastaendet foljer.
Betrakta de n2+1 linjéira operatorerna (vektorernai L(V)) I, T, T2, ..., T".

De ér fler &n dimensionen pa L(V') och alltsa linjart beroende. Lat d vara
det minsta tal sa att I,7,72...,T? ar linjirt beroende. D4 finns skalirer a;,
inte alla noll, med

g7+ ag 1T+ ...+ T+ agl = 0.
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Eftersom d &r minimalt maste a; # 0. Vi kan normalisera genom att dividera
med ag och sétta

mT()\) = )\d + ad_1>\d_1 +...+ (11)\ + ap .
Da géller mp(T) = O.

Definition 10.1. Minimalpolynomet till en operator T : V. — V dr det
polynom
mp(N) = A+ ag A )+ aol

med minimal grad och ledande koefficient ett som uppfyller mp(T) = O.

Diskussionen ovan visar att minimalpolynomet existerar. Det &r ocksa en-
tydigt. Ty om myp dr ett annat minimalpolynom sa ar r(A) = mp(A) —mr(A)
ett polynom av gradr < d och r(T') = O. Detta motséiger minimaliteten hos
d, sa r =0 och my = mr.

Foljande sats karakteriserar de polynom som uppfyller p(7) = O.

Sats 10.2. Lat p vara ett polynom. Da gdller p(T) = O om och endast om
minimalpolynomret mr delar p.

Bevis. Ena hallet &r trivialt. (Vilket?)

For att visa satsen at andra hallet antar vi att p(T7') = O. Divisions-
algoritmen ger p(A) = ¢(A\)mr(X) + r(N\) dar gradr <grad myg. Sa r(T) =
p(T) — q(T)my(T) = O. Minimaliteten hos grad ms ger att r ar nollpolyno-
met sa mr delar p. ]

Ur minimalpolynomet kan man utlésa egenvéardena till operatorn 7.

Sats 10.3. LatT : V — V wara en linjdr operator. Da sammangfaller rotterna
till minimalpolynomet med egenvdrdena till T'.

Bevis. Antag forst att mp(X\) = 0. Da géller mp(2) = (2 — A)g(z) for nagot
polynom q. Eftersom m¢(T) = O géller mp(T)v = (T — X )q(T)v = 0 for
alla v. Eftersom grad ¢ < gradmy géller ¢(T)) # O. Sa det finns en vektor
v med ¢(T)v # 0. Sa om u = ¢(T)v giller (T — A)u = 0. Sa A &r ett
egenvarde till 7T'.

Omvint om A #r ett egenvirde till T med egenvektor v sa giller TFv =
Nev for k > 1. Eftersom mq(T) = O far vi

0=mp(T)v = T 4+ ag 1T 'v+...+a.Tv + aglv

=AMV +ag ATV A e v+ agv = mp(A) v,

och da v # 0 far vi mp(A) = 0. O
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10.2 Cayley-Hamiltons sats

Diskussionen ovan visar att minimalpolynomet har grad hogst n?. Detta kan
skérpas till att graden ar hogst n vilket forenklar berdkningen av minimal-
polynomet mrp.

Sats 10.4 (Cayley-Hamiltons sats). Det karakteristiska polynomet pr till T
uppfyller pr(T) = O.

Tillsammans med Sats [10.2] ger Cayley-Hamiltons sats att my delar det
karakteristiska polynomet pr. Alltsa ér grad my < grad pr = n och redan
I,T,7?%...,T" &r linjirt oberoende.

Ovning 10.1. Varfor ér foljande bevis av Cayley-Hamiltons sats fel?

Bevis. Lat A = [T . Da giller pr(A) = det(A—)\I)‘/\ZA =det(A—A) =detO = 0.
O
Vi observerar forst att om [T]p = D =diag(A;---,\,) ér en diagonal-

matris sa giller [pr(T)|p = pp(D) =diag(pr(A1) -+, pr(A,)) och alltsa ger
Sats att pr(T) = 0. Mer allmént foljer satsen om 7" kan diagonaliseras,
[T]B = PDP_l, eftersom pT([T]B) = PpT(D)P_l = POP'=0.

Det gar att med analytiska metoder bygga ut denna observation till ett
vattentéitt bevis. Vi ger forst en skiss av hur detta gar till och ger sedan ett
bevis av satsen som bara anvinder linjir algebra.

Nér T inte kan diagonaliseras borjar vi med att, enligt Schurs sats, val-
ja en bas sa att [T]p blir 6vre trianguldr. Da bestar diagonalen av egen-

vardena A1, ..., \,. Om dessa egenvirden alla ar olika kan 7' diagonaliseras
och pr(T') = O foljer. Annars kan vi vélja € = (e1,...,€,), € = 0 sa att hela
tiden \; + €1, ..., A\, + €, ar olika tal. Lat A, vara den matris vi far fran [T]p

genom att ersidtta \; med \; 4+ ¢;. Da blir A, diagonaliserbar och enligt ovan
galler pa (A.) = O. Vi avslutar nu beviset genom att lata ¢ — 0 och far

Att fylla i detaljerna i beviset av att pr([T]p) = limeopa, (Ac) = O
kraver viss vana vid “riktig” analys, men bor vara enkelt for den som t.ex.
har last kursen Reell analys.

Bevis av Cayley-Hamiltons sats. Vilj en bas B = {eq,...,e,} sa att A =
[T)p blir 6vre trianguldr, med egenvirdena Ay, ..., )\, pa diagonalen. Sitt
Ej = Span(ey, ..., ex). Eftersom A &r 6vre trianguldr géller AE; C E; och
ddrmed (A—XI)E; C Ej for alla . For (A— M\, 1) E), kan vi séiga mer; eftersom
A — M\ I ar 0 pa plats kk giller (A — \gl)eg € Ej_4. Sa

(A — /\kI>Ek CE,_1k> 1, och (A — /\1[)E1 = {0} . (101)
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Betrakta vy = (A — A\epr ) ... (A= N )v, k=1,...,n—1, dir v dr en
godtycklig vektor i C". Pa grund av (I0.]) far vi rekursivt att v,,_1,..., vy
uppfyller

Vp—1 = (A — )\nI>V S En,1
vii = (A=Mgl)vi € Epy
vy = ( )VQ € FE

och (A—X\I)v;=0.

Sa (A—=A)...(A= X I)...(A—=NJ)v = 0. Men pr(\) = pa(N) =
(=D)"A=A1) ... (A= Xg) ... (A= \,) och vi far Pr(A)v = 0 for alla v dvs.
Pr(T) = 0. ]

Anmirkning 10.5. Cayley-Hamiltons sats géller bade i komplexa och re-
ella vektorrum. I beviset av satsen anvénde vi Schurs sats som bara giller i
komplexa vektorrum. Men om vi i det reella fallet véljer en godtycklig bas
och later A vara matrisen till T'i denna bas sa kan A utvidgas till en linjar
avbildning pa C". Det karakteristiska polynomet pr(A\) = det(A—AI) éndras
inte av denna utvidgning. Beviset ovan visade att pr(A)v = 0 for allav € C"
och alltsa speciellt for alla v € R" sa Pp(T) = O.

10.3 Karakterisering av diagonaliserbara ope-

ratorer
Vi borjar med att diskutera en alternativ metod att berdkna minimalpoly-
nomet. Lat v # 0 vara en vektor i V. De n + 1 vektorerna v,Tv,... , T"v
ar linjért beroende. Lat d = d,, vara det minsta tal sa att v, T'v, ..., T &r

linjért beroende. Da finns tal a; = a;, sa att
mTN(/\) = Ad + ad_l)\d_l —f- Ce + al)\ + Qo

uppfyller mpy(T)v = 0. mg, &r det polynom av ldgst grad och ledande
koefficient 1 sa att v € Kermy (7).

Om v; och vy ar tva vektorer i V', och p(\) ar en gemensam multipel
till mry, (A) och mry,(A) sa ligger bade v och v i Kerp(7'). Mer allménnt
giller att om p(\) &dr en gemensam multipel till myy,, M7y,,. .., M7y, sa
ligger alla vektorerna vy, ..., vy i Kerp(T). Om speciellt by, ..., b, &r en bas
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for V far vi att alla basvektorerna uppfyller p(7')by = 0. Eftersom Ker p(T)
ar ett delrum till V' foljer p(T)v = 0 for alla V' och alltsa p(T') = O.

Sats 10.6. Lat T : V. — V war en linjir operator pa V och by,..., b, en
bas for V.. Da dr minimalpolynomet mr den minsta gemensamma multipeln
tle mT7b1, mT,b2, Ce ,mTybn.

Bevis. Lat p vara den minsta gemensamma multipeln till mpy,, mrp,,. ..,
mry, . Enligt ovan géller p(T') = O och enligt Sats delar mq p.
Omviént, ger division att my = ggmey, + 1, K =1,...,n dér gradr, <
grad mop, -
Detta ger

0= mT(T)bk = Qk(T)mT,bk (T)bk + Tk<T)bk = T’k(T)bk

och minimaliteten av graden pa mpy, ger rp = 0. Alltsa delar mqp, my for
alla k. Dérfor delar deras minsta gemensamma multipel p ocksa mrp.

Sa p och myp delar varandra och da bada har ledande koefficient 1 géller
mp = p. 0

Vi kan nu formulera kapitlets huvudsats.

Sats 10.7. Lat V wara ett komplext vektorrum och my minimalpolynomet
till den linjara operatornT :' V' — V. Da ar'T" diagonaliserbar om och endast
om mg bara har enkla nollstdllen.

Pa grund av Sats [[0.3 kan detta formuleras som att 7" &r diagonaliserbar
om och endast om mp har formen mp(A) = (A= A )(A = A2) ... (A= A) dér
A1, ... A ar de olika egenvirdena till T

Beuvis. Vi observerar forst att om v ar en egenvektor med egenvérdet \ sa
ar (T'— M)v = 0 och alltsa mry(z) = z — A. Om T &r diagonaliserbar
finns en bas av egenvektorer by,...,b,. Sa mp, den minsta gemensamma
multipeln till mpp, = 2 —Ag &r (2 —A1)(z2—A2) ... (2 —A,,) dér A; &r de olika
egenviardena.

Omvint observerar vi om myry(z) ar ett forstagradspolynom, my(z) =
z — A, sa géller mpy(T)v = (T — A)v = 0, dvs. v dr en egenvektor med
egenvirdet \.

Om T inte dr diagonaliserbar finns en generaliserad egenvektor i V' som
inte dr en egenvektor. Lat v uppfylla (T'— AI)v # 0 och (T — \I)?>v = 0. Sa
polynomet q(z) = (2 — \)? uppfyller ¢(T)v = 0. Som i Sats ger detta
att mpy(z) delar ¢(2). Sa mpy(2) = (z — A\)¥ diir k = 1 eller k = 2. Men v
ir ingen egenvektor sa k # 1. Alltsa dr k = 2 och mpy(2) = (2 — \)2 O
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Foljande sats dr en enkel observationen och beviset ldmnas som 6vning.

Sats 10.8. Ett polynom P saknar multipla nollstdillen om och endast om
SGD(P, P') = 1.

Att SGD(P, P’) = 1 betyder att det inte finns nagot ickekonstant polynom
som delar bade P och P'. SGD(P, P’) kan bestdmmas med Euklides algoritm.

Korollarium 10.9. En linjar operator T pa ett komplext vektorrum dr dia-
gonaliserbar om och endast om SGD(mp, mf) = 1.

Om V ar ett reellt vektorrum kravs forutom att att mr endast har enkla
nollstallen dessutom att alla dessa ar reella.

Korollarium 10.10. En linjdr operator T pa ett reellt vektorrum dr diago-
naliserbar om och endast om SGD(myp,ml.) = 1 och alla nollstdllen till myp
ar reella.

I nésta avsnitt beskrivs en algoritm for att avgora nér nollstéllena ar
reella.

10.4 Sturms sats

Lat P vara ett reellt polynom med enkla nollstillen. Sétt Py = P, P, = P’
och betrakta Euklides algoritm pa Py, P;.

Py = PP
P = QP —Ps

Pkfl = QkPk_Pk+1

Pm—2 = Qm—le—l - Pm
Pm—l = Qmpm
dér grad P,y1 < grad Py (observera minustecknen). Da géller att P,,, = SGD(Fy, P)
ar en konstant.
Lat s(z) = (Po(x), Pi(z), Py(x), P3s(x),..., Py(z)) vara den sa kallade
Sturmkedjan till P och o(z) antalet teckenvéixlingar i s(z).
Da géller
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Sats 10.11 (Sturms sats). Antag att a < b, P dr reellt polynom med enkla
nollstdllen och P(a)P(b) # 0. Da dr o(a) — o(b) antalet nollstillen till P i
intervallet (a,b).

Anmairkning 10.12. Om P har multipla nollstéllen sa kommer P,, vara ett

polynom av grad P,, > 1. Om vi later P = % s& har P samma nollstillen

som P och alla nollstéllen &r enkla. Sa om vi anvéinder Sturms sats pa P
far vi reda pa antalet nollstéllen till P, och dérmed till P, utan hinsyn till
multipliciteten.

Bevis. Lat ay < ag < ... < a, vara alla nollstéllen till nagot av polynomen
Py, Py, ..., Py_1,(Py) i (a,b) och sitt ag = a och a,41 = b. Det &r klart att
o(x) dr konstant pa alla intervall (a;, a;11).

Sa lat oss studera o(z) néra ett nollstélle a,. Antag forst att Py(a;) # 0.
Sa Py(a;) = 0 for nagot (eller nagra) k, 1 < k < m. Betrakta teckenvéxlingar-
na hos Py_1, Py, Pyy1 néra a;. Vi observerar forst att Py.(a;) bada ar skilda
fran noll. Annars far vi successivt Pyi1(a;), ..., Pm—1(a;), Pn(a;) vilket mot-
sdger att P, dr en nollskild konstant. Vi ser ocksa fran P, | = QP — Pry1
att Py_1(a;) och Pyiq(a;) har olika tecken. Sa Py_1(a;), Px(a;), Pri1(a;) har
tecknen +,0,— eller —, 0,4+ , dvs. en teckenvixling. For x tillrackligt na-
ra a; dndras inte tecknen pa Py,_1(x), Pyy1(2) och oavsett tecknet pa Py(x)
kommer Py_1(x), Py(x), Pry1(z) ocksa att ha en teckenvixling. Antalet tec-
kenvéxlingar dndras alltsa inte néra a;.

Sa enda maojligheten till en dndring av o(x) &r i en punkt a; med Fy(a;) =
0. Sa betrakta Py = P och P, = P’ i en omgivning av a;. Lat z_ < a; < =
dér x4 ligger néra a;.

Eftersom P har enkla nollstéllen dr P'(a;) # 0. Antag att P’'(a;) > 0 (fal-
let P'(a;) < 0 ar analogt). Da &r P(x) vixande néra a; och alltsa P(z_) < 0
och P(zy) > 0. Vi har alltsa att tecknen for P(z_), P'(x_) &r —,+ , dvs.
en teckenvéxling. For P(zy), P'(x4) &r de +,+ sa vi har ingen teckenvéix-
ling. Alltsa minskar antalet teckenvéxlingar med ett precis da vi passerar ett
nollstélle till P och satsen foljer. ]

10.5 Exempel

Exempel 10.13. Lat

1 21
A=1 -2 21
1 -1 1
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Om e; = (1,0,0) sa giller Ae; = (1,-2,1), A%e; = (—2,—5,4) och Ae; =
(—8,—2,7). Detta ger A%e; = 9e; — 9Ae; + 4A%e; sa mre, (2) = 2% — 422 +
9z — 9. Etersom vi vet att mre, delar my och att mp &r hogst av tredje
graden sa géller mp = mpe,. Euklides algoritm pa polynomen p, = my och
p1 = m/ ger (med datorhjélp)

po(2) = (bo—Dpi(2) —palz)  diir po(2) =5— 2z
pi(2) = (552 — fppa(2) —pa(2)  dir ps = — 25

Sa SGD(myg, ml.) = SGD(py, p1) = 1 och alltsa har my bara enkla nollstéllen.
Sa A ar diagonaliserbar som en operator pa C™.

For att avgora om A &ar diagonaliserbar over R anvénder vi Sturms
sats. Om x &r tillrickligt litet (tillrdckligt ndra —oo) sa har Sturmkedjan
po(x), p1(z), p2(x), ps(x) tecknen — + 4+, — och om =z &r tillrdckligt stort
(tillrdckligt ndra +o00) +,+,+, — . Sa antalet teckenvéxlingar minskar fran
tva till ett och enligt Sturms sats har bara mq ett reellt nollstélle. Sa tva
nollstéllen dr komplexa och A kan inte diagonaliseras 6ver R.

Att my bara har ett reellt nollstélle kan forstas visas pa andra satt. T.ex.
ger kvadratkomplettering att m/.(x) > 0 och alltsa &r mr(z) &r strangt vix-
ande.

Exempel 10.14. Lat
210

J=10 21
00 2

Om ey, ey, e; ir standardbasen pa C? sa giller
Je; =2(1,0,0) = 2e;, sa Je; =2e; och mye, (2) =2—2,
Jey = (1,2,0) och J%e; = (4,4,0) sa
JPey = 4Jey — 8ey och mye,(2) = 22 — 42+ 8 = (2 — 2)?,
Jes = (0,1,2), J%e3 = (1,4,4) och Je3 = (6,12,8) sa
J’e3 = 6.J%e3 — 12Jes + 8es och
Myes(2) = 2° —62° + 122 — 8 = (2 — 2)°.

Sa my(z) = mye,(2) = (z — 2). Alltsa har m; multipla nollstéllen och
kan inte diagonaliseras 6ver varken R eller C.

Anmiérkning 10.15. Att m; = mje, foljer direkt fran att mjo, ar ett

tredjegradspolynom sa berékningen av mje, och mje, dr onddig.

Anmirkning 10.16. J ér ett Jordanblock sa vi visste redan (eller hur?) att
J inte kan diagonaliseras.



Kapitel 11

Komplexifiering av vektorrum

Pa grund av algebrans fundamentalsats ger de komplexa talen en en mojlighet
att béttre forsta resultat om reella polynom, t.ex. att varje reellt polynom
kan skrivas som en produkt av forsta- och andragradspolynom, Sats 3.4l Pa
liknande sétt kan vi anvénda komplexa vektorrum for att fa information om
linjara avbildningar pa reella vektorrum.

Ett exempel pa detta ar beviset av den reella spektralsatsen. Genom att
vélja en bas kunde vi anta att vektorrummet var R™ och att avbildningen gavs
av en reell matris A. Men den definierar ocksa genom matrismultiplikation
en avbildning pa C". Genom att studera denna komplexlinjara avbildning
lyckades vi bevisa den reella spektralsatsen.

Det finns ett mer invariant sétt att gora denna utvidgning, den sa kallade
komplexiferingen av vektorrumet. Till ett godtyckligt reellt vektorrum Vg
skall vi definiera ett komplext vektorrum Vi som innehaller V. Om Vi &r ett
reellt skalarproduktsrum kan skaldrprodukten utvidgas till en skaldrprodukt
pa V¢, och en linjar avbildning Tk : Vg +— Vi har en utvidgning till en linjar
avbildning Tt : Ve — V.

Definition 11.1. Komplezifieringen Vi av det reella vektorrummet Vg bestar
av alla par v = vy +1ivy ddr vy och vy dr element i Vx. Vektoroperationerna
definieras genom

v+u= (v +ive) + (ug +iug) = (vi +uy) +i(ve + ug)
och
AV = ()\1 + Z)\2) (Vl + iVQ) = (/\1V1 — )\QVQ) +1 ()\1V2 + )\gvl)

Tva vektorer v .= vy + ivy och u = u; + 7uy ar lika om v; = u; och
vy = uy. Vektorerna v; och vy kallas for real- respektive imagindrdelarna
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till v och betecknas v; = Re v och vy = Im v. Med konjugatet till v menas
vektorn v = v; — ivy. Vg kan uppfattas som den delméngd till V¢ som
uppfyller Im v = 0. Vi skriver Vg = Vg @ 1Vk.

Ovning 11.1. Bevisa att komplexifieringen V¢ #r ett komplext vektorrum.

Om ey, e,,...,e, ar en bas for Vg sa ar den ocksa en bas for V. Vektorn
u+iv far koordinaterna (u;+ivy, ug+ivs, . . ., up+iv,) omu = (ug, ug, . . ., Uy)
och v = (vy,v9,...,0,).

Om Ty &r en linjar avbildning mellan tva reella vektorrum V och U sa kan
Tk utvidgas till en komplexlinjar avbildning mellan deras komplexifieringar,
Tc : Ve — Ug, genom T (vy + ivy) = Trvy + iTRVo.

Slutligen skall vi utvidga en skaldrprodukt pa det reella vektorrummet Vg
till en skaldrprodukt pa V¢. For en komplex skaldrprodukt géller

(Vi +iva,ur +iug) = (vi,w) + (Va, u2) + 1 ((Vo,u1) — (vi,u2)) ,
sa vi sitter

(v,u)c = (Vi+ive, uptiug)c = (vi, ur)r+(ve, Ug)r+i ((Vo, u1)r — (Vi, u2)r) .

Ovning 11.2. Visa att ( , )¢ #r en komplex skaldrprodukt pa V.
Ovning 11.3. Vad ér den komplexlinjira utvidgningen av R™.
Ovning 11.4. Lat Vg = C" betraktat som ett vektorrum ver R. (Dvs. Av ér bara defini-

erat da A € R, vi glommer bort att A kan vara komplext.) Vad dr komplexifieringen
av Vr?

Vi ger nu ett alternativt bevis for den reella spektralsatsen och borjar
med foljande resultat.

Lemma 11.2. Lat Tg vara en linjdr avbidning pa ett reellt vektorrum. Om
den komplexlinjira utvidgningen Tc har ett reellt egenvirde X sa dr X\ ett
egenvdrde till Tg.

Bevis. Om Tev = Av diar A € R, och v = vy +ivy sa giller Trvy + tTgv =
Tev = Av = Avy + iAvy. Detta ger Tgvy; = Avy och Trvy = Avs. Eftersom
v # 0 kan inte bade v; och vy vara nollvektorn sa minst en av Rev eller
Im v ar en reell egenvektor till Tk med egenvéardet \. ]

Beuvis av den reella spektralsatsen. Forutsdttningen i satsen betyder att Tr
ar en linjar avbildning pa ett reellt vektorrum V' = Vi med en skaldrprodukt
{(, )r, och att T uppfyller (Tgu, v)r = (u, Trv)g for alla u och v.

Vi komplexifierar nu situationen till en skaldrprodukt ( , )¢ pa V¢. Det
ar latt att se att da géller (Teu, v)c = (u, Tev)c for alla u och v i V.
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Ovning 11.5. Visa det.

Hérnést visar vi att alla egenvirdena &r reella. Lat r vara talet r =
(Tev, v)c dar v € Vi. Da géller

7= (Tcv,v)c = (v,Tcv)e = (Tev,v)e =1

sa r dr ett reellt tal.
Men om Tev = Av sa géller r = (Tev, v)e = (Av, v)c = A(v,V)c. Men
(v,v)c > 0 och alltsa ar \ ett reellt tal. O

Enligt diskussionen ovan foljer det att det finns en (reell) egenvektor i V.
For att bevisa spektralsatsen skall vi visa att T' = Tk har n parvis orto-
gonala egenvektorer diar n ar dimensionen pa V. Vi gor detta med induktion.

Om n =1 &r foljer det direkt fran existensen av en reell egenvektor.

Lat nu n > 1. Vi vet att T har en reell egenvektor v; med det reella
egenvirdet \;. Vilj vektorer vo, Vs, ..., Vv, sa att vy, Vs, Vs, ..., V, bildar en
ortonormerad bas. S& V = span(vq, Vs, ..., V,) ar det ortogonala komple-
mentet till v;. Lat T vara restriktionen av T' till V.

D4 ér T ér en linjir avbildning pa V. For att se att T avbildar V ini V
observerar vi att om v € V sa giller

(v, TV) = (Tvq,V) = (AMv1,V) = A\ (vy,V) =0

Sa TV L vy, dvs. TV € V. Dessutom ér T sjilvadjungerad eftersom restrik-
tionen av en sjalvadjungerad linjar avbildning &r sjalvadjungerad.

Sa T &r en sjilvadjungerad linjéir avbildning pa ett n — 1-dimensionellt
vektorrum. Enligt induktionsantagandet har T n—1 ortogonala egenvektorer
Vo, V3, ..., V,. Sa Vi,V , Vs, ..., V, dr n ortogonala egenvektorer till 7" och
satsen ar bevisad.

O
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