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1. Lite bakgrund

1.1. Fördelningsfunktionen.

L̊at λf vara f :s fördelningsfunktion;

λf (t) = |{x ∈ Rn; |f(x)| > t}|.

D̊a gäller ∫
Rn

|f |pdx = p

∫ ∞

0

tp−1λf (t)dt. (1.1)

f ligger i svaga Lp; f ∈ Lp,∞; om λf (t) ≤ (C/t)p och ‖f‖p,∞ = inf C. För
p = ∞ är L∞,∞ = L∞.

Övning 1.1. Bevisa (1.1).

Övning 1.2. Visa att Lp $ Lp,∞.

1.2. Kolmogorovs olikhet.

Antag att f ∈ L1,∞, |E| <∞ och 0 < δ < 1. D̊a gäller∫
E

|f |δ ≤ 1

1− δ
|E|1−δ‖f‖δ

1,∞.

Bevis. ∫
E

|f |δdx =

∫
|χEf |δdx = δ

∫ ∞

0

tδ−1λχE |f |(t)dt

≤ δ

∫ ∞

0

tδ−1 min(|E|, |{|f | > t}|)dt

≤ δ

∫ ∞

0

tδ−1 min(|E|, ‖f‖1,∞

t
)dt

≤ räkna själv ≤ 1

1− δ
|E|1−δ‖f‖δ

1,∞.

1.3. Marcinkiewics interpolationssats.

Antag att T är en sublinjär operator med

T :

{
Lp → Lp,∞,
Lq → Lq,∞, 1 ≤ p < q ≤ ∞.

D̊a gäller T : Lr → Lr för alla p < r < q.
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Anmärkning 1.1. Detta är bara ett specialfall av Marcinkiewicz interpola-
tionssats; för en mer allmän formulering se t.ex. Bergh/Löfström:Interpolation
spaces. 2

Bevis av satsen d̊a p = 1 och q = ∞. L̊at A = ‖T‖L∞→L∞ och sätt

f1 =

{
f om |f | > t/2A,
0 annars.

och f2 = f −f1. Eftersom |Tf | ≤ |Tf1|+ |Tf2| ≤ |Tf1|+ t/2 är {|Tf | > t} ⊂
{|Tf1| > t/2}. S̊a, eftersom T är svag typ (1,1),

|{|Tf | > t}| ≤ C

t
‖f1‖1 =

C

t

∫
|f |>t/2A

|f |,

och

‖Tf‖r
r =

∫
|Tf |rdx = r

∫ ∞

0

tr−1|{|Tf | > t}|dt

≤ r

∫ ∞

0

tr−1dt
C

t

∫
|f |>t/2A

|f |dx = Cr

∫
|f(x)|dx

∫ 2A|f |

0

tr−2dt

=
Cr

r − 1
2Ar−1

∫
|f |rdx = Cr‖f‖r

r.

Övning 1.3. Bevisa det allmänna fallet.

2. Hardy-Littlewoods maximalsats

Hardy-Littlewoods maximalfunktion definieras genom

Mf(x) = sup
r>0

1

|Br(x)|

∫
Br(x)

|f(y)|dy, x ∈ Rn.

Sats 2.1. (Hardy-Littlewoods maximalsats)

M :

{
Lp → Lp, 1 < p ≤ ∞,
L1 → L1,∞.

För beviset behöver vi följande övertäckningslemma.

Lemma 2.2. Givet ändligt m̊anga bollar Bri
(xi). D̊a finns en delfamilj B1, ..., Bk

av dessa bollar där Bi ∩Bj = ∅ om i 6= j och | ∪Bri
(xi)| ≤ 3n

∑k
1 |Bi|.
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Bevis. Recept: L̊at B1 vara en boll med maximal radie. Antag att B1, ..., Bl

är valda. L̊at Bl+1 vara en boll med maximal radie bland de bollar som inte
r̊akar B1 ∪ ... ∪Bl.

P̊a detta sätt f̊ar vi B1, ..., Bk. Det är självklart att Bi och Bj är disjunkta.
Vidare, om Br(x) ej är en av dessa Bi, s̊a i n̊agot steg, l, har r maximal radie.
Att Br(x) ej valdes betyder att Br(x) r̊akar n̊agon Bi med radie ≥ r. Men
d̊a gäller Br(x) ⊂ 3Bi. Allts̊a

| ∪Br(x)| ≤ | ∪ 3Bi| = 3n| ∪Bi| = 3n

k∑
1

|Bi|.

Anmärkning 2.1. Ändligt m̊anga är inte nödvändigt. Men ”n̊agot” krävs.
Exempel:{Bn(0);n = 1, 2, 3, ...}. 2

Övning 2.1. Visa att sup ri < ∞ är tillräckligt.

Bevis av Sats 2.1. Det är självklart att M : L∞ → L∞.
Övertäckningslemmat ger L1 → L1,∞:
L̊at Eλ = {x;Mf(x) > λ}. P̊a grund av regularitet hos Lebesguem̊attet

räcker det att visa att |K| ≤ C
λ
‖f‖1 för varje kompakt delmängd av Eλ. Om

x ∈ K s̊a finns en boll Bx med 1
|Bx|

∫
Bx
|f | > λ. Täck K med ändligt m̊anga

s̊adana Bx och använd övertäckningslemmat till att plocka ut B1, ..., Bk fr̊an
dessa. D̊a gäller

|K| ≤ | ∪Bx| ≤ 3n
∑

|Bi| ≤ 3n 1

λ

∑ ∫
Bi

|f | ≤ 3n

λ
‖f‖1.

Fr̊an dessa tv̊a ändpunktsresultat följer satsen med Marcinkiewicz inter-
polationssats.

Som ett korollarium f̊ar vi

Sats 2.3. (Lebesgues sats)
Om f ∈ L1

lok s̊a gäller

lim
r→0

1

|Br(x)|

∫
Br(x)

f(y)dy = f(x) n.ö.

Detta är ett specialfall av ett mer allmänt resultat: L̊at Tε vara operatorer
p̊a Lp och sätt

T ∗f = supε>0|Tεf |.
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Sats 2.4. Antag att Tεf(x) → Tf(x) n.ö. för en tät klass A av funktioner i
Lp (t.ex. C∞

0 (Rn)) och att

T ∗ : Lp → Lp,∞.

D̊a finns en operator T med

lim
ε→0

Tεf(x) = Tf(x) n.ö.

och
T : Lp → Lp,∞.

Om dessutom T ∗ : Lp → Lp s̊a Tεf → Tf i Lp.

Anmärkning 2.2. Om Tεg(x) → g(x) d̊a g ∈ A s̊a gäller T = Id., dvs.
Tεf(x) → f(x) n.ö., f ∈ Lp. 2

Bevis. L̊at oscf(x) = lim supε1,ε2>0 |Tε1f(x) − Tε2f(x)|. Det gäller att visa
att oscf(x) = 0 n.ö. Observera att oscf(x) ≤ 2T ∗f(x) och tag g ∈ A med
‖f − g‖p < δ. Vidare är oscf = osc(f − g) och allts̊a

|{oscf > λ}| = |{osc(f − g) > λ}| ≤ |{2T ∗(f − g) > λ}|

≤
(
C

λ
‖f − g‖p

)p

≤
(
Cδ

λ

)p

.

Men δ är godtyckligt s̊a |{oscf > λ}| = 0 för alla λ och allts̊a oscf = 0 n.ö.
Om T ∗ : Lp → Lp f̊ar vi Tεf → Tf i Lp med dominerad konvergens ty

|Tεf − Tf |p ≤ 2p(T ∗f)p ∈ L1(Rn).
Till sist l̊at Sε = Tε−Id. Det gäller att visa limε→0 Sε = 0 n.ö. Sε uppfyller

samma villkor som Tε och Sεg → 0 d̊a g ∈ A. S̊a

|{| limSεf | > λ}| = |{| limSε(f − g)| > λ}| ≤
(
C

λ
‖f − g‖p

)p

.

3. Principalvärdesintegraler

L̊at k(x), x ∈ Rn, vara en kärna som uppfyller

|k(x)| ≤ C1

|x|n
(3.1)

(SV)

|∇k(x)| ≤ C2

|x|n+1
, (3.2)
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och

(KV)

∫
a<|x|<b

k(x)dx = 0. (3.3)

Vi l̊ater K beteckna den associerade faltningsoperatorn;

Kf(x) = pvk ∗ f(x) = lim
ε→0

∫
|y|>ε

f(x− y)k(y)dy

= lim
ε→0

∫
|x−y|>ε

f(y)k(x− y)dy.

Det är lätt att se att Kf är väldefinierad (punktvis) om f ∈ C∞
0 .

Sats 3.1. (Calderon-Zygmund)

K :


Lp → Lp, 1 < p <∞,
L1 → L1,∞,
L∞ → BMO.

Om k ∈ L1 s̊a gäller K : Lp → Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, med ‖K‖ = ‖k‖1.

Övning 3.1. Visa det.

Att k uppfyller (SV) implicerar inte att k ∈ L1, och att Sats 3.1 trots det
gäller beror p̊a kancelation i integralen som definierar Kf .

För att bevisa Sats 3.1 d̊a p < ∞ antar vi först att k ∈ L1 (s̊a att
alla integraler har mening) och visar satsen med uppskattningar som inte
beror p̊a ‖k‖1. Sedan utvidgar vi till en allmän kärna genom trunkering och
gränsöverg̊ang.

När k ∈ L1 best̊ar argumentet av tre steg.

Steg 1: Visa att k̂ ∈ L∞, och allts̊a p̊a grund av Parseval K : L2 → L2.
Steg 2: Visa att L2-begränsning och (SV) ger K : L1 → L1,∞.
Steg 3: Använd interpolation och dualitet för att visa K : Lp → Lp,
1 < p <∞.

Steg 1:

Lemma 3.2. |k̂(ξ)| ≤ C.
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Bevis. Om y ∈ Rn s̊a

k̂(ξ) =

∫
e−ixξk(x)dx =

∫
e−i(x−y)ξk(x− y)dx

= eiyξ

∫
e−ixξk(x− y)dx.

L̊at y0 = πξ/|ξ|2. D̊a är eiy0ξ = −1, s̊a

2k̂(ξ) =

∫
{k(x)− k(x− y0}e−ixξdx

=

∫
|x|≤2|y0|

+

∫
|x|>2|y0|

{k(x)− k(x− y0)}e−ixξdx

= A+B.

Att uppskatta B är lätt; (3.2) ger

|k(x)− k(x− y0)| .
|y0|
|x|n+1

och vi f̊ar

|B| .
∫
|x|>2|y0|

|y0|
|x|n+1

dx = C.

För att uppskatta A skriver vi

A =

∫
|x|≤2|y0|

(e−ixξ − 1)k(x)dx+

∫
|x|≤2|y0|

k(x)dx

−
∫
|x|≤2|y0|

e−ixξk(x− y0)dx = I1 + I2 − I3.

(KV) ger |I2| = 0. Vidare är enligt (3.1)

|I1| ≤
∫
|x|≤2|y0|

|x||ξ||k(x)|dx ≤ |ξ|
∫
|x|<2|y0|

dx

|x|n−1

. |ξ||y0| = C.

I3 är sv̊arare. Skriv

I3 =

∫
|x|≤2|y0|

(e−ixξ + 1)k(x− y0)dx−
∫
|x|≤2|y0|

k(x− y0)dx

= I4 − I5.
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Eftersom 1 = −e−iy0ξ, är |e−ixξ + 1| ≤ |ξ||x− y0| och allts̊a

|I4| . |ξ|
∫
|x|≤2|y0|

|x− y0||k(x− y0)|dx

≤ |ξ|
∫
|x−y0|≤3|y0|

|x− y0||k(x− y0)| ≤ jämför I1 ≤ C.

För att uppskatta I5 observerar vi att {|x| ≤ 2|y0|} ⊆ {|x − y0| ≤ 3|y0|}
och allts̊a ger (KV)

I5 =

∫
|x−y0|≤3|y0|

−
∫
|x−y0|≤3|y0|
|x|>2|y0|

k(x− y0)dx = 0− I6.

Till sist (puh!), för att uppskatta I6, observerar vi att här är |x − y0| ≥
|x| − |y0| ≥ 2|y0| − |y0| = |y0| s̊a

|I6| ≤
∫
|y0|≤|x−y0|≤3|y0|

|k(x− y0)|dx ≤ C

p̊a grund av (3.1).

Steg 2:

Lemma 3.3. Om K : Lr → Lr för n̊agot 1 < r < ∞ och k ∈ (SV ) s̊a
K : L1 → L1,∞.

Anmärkning 3.1. Det räcker att anta att K : Lr → Lr,∞. 2

Huvudverktyget för att bevisa detta ges av

Lemma 3.4. (Calderon-Zygmunduppdelning av f)
Antag att 0 ≤ f ∈ L1(Rn) och l̊at α > 0. D̊a finns en partition av Rn s̊a

att
i) Rn = F ∪ Ω, F ∩ Ω = ∅
ii) f(x) ≤ α n.ö. p̊a F ,

och
iii) Ω =

⋃
k Qk där Qk är kuber med disjunkt inre och

α < 1
|Qk|

∫
Qk
f(x)dx ≤ 2nα

Observera att

|Ω| =
∑

|Qk| ≤
∑ 1

α

∫
Qk

f(x)dx ≤ 1

α
‖f‖1.

S̊a vi har följande
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Följdsats 3.5. iv) |Ω| ≤ 1
λ
‖f‖1

Definiera nu

g(x) =

{
f(x), x ∈ F

1
|Qj |

∫
Qj
f, x ∈ Q0

j

och l̊at b = f − g. Sätt bj = bχQj
. S̊a vi har

f = g +
∑

bj,

där ‖g‖∞ ≤ Cα och
∫
bj = 0.

Detta kallas för Calderon-Zygmunduppdelningen av f p̊a niv̊an α.

Bevis av Lemma 3.4. Dela först upp Rn i ett gitter av kuber Q′ som är s̊a
stora att

1

|Q′|

∫
Q′
f ≤ α.

Fixera en s̊adan kub Q′ och dela den i 2n lika stora delkuber. L̊at Q′′ vara en
s̊adan delkub. D̊a gäller antingen

i) 1
|Q′′|

∫
Q′′
f ≤ α

eller

ii) 1
|Q′′|

∫
Q′′
f > α.

I fall ii) är vi klara; Q′′ blir en av kuberna Qk. Observera att

1

|Q′′|

∫
Q′′
f ≤ 1

|Q′′|

∫
Q′
f = 2n

∫
Q′
f = 2nα.

I fall i) utför vi samma procedur p̊a Q′′ som p̊a Q′ ovan, osv.
L̊at nu Ω = ∪Qk vara unionen av alla kuber som vi f̊att fr̊an fall ii).

Beviset är klart om vi kan visa f ≤ α n.ö. p̊a F = Ωc. Men om x ∈ F ,
s̊a finns kuber Qi med x ∈ Q̄i och |Qi| → 0. Lebesgues deriveringssats ger
därför f(x) = lim 1

|Qi|

∫
Qi
f ≤ α n.ö. p̊a F.

Bevis av Lemma 3.3 d̊a p = 2. Eftersom K : L2 → L2 s̊a K : L2 →
L2,∞, dvs.

|{|Kf | > α}| ≤ C

α2
‖f‖2

2.

För en kub Q med centrum c l̊ater vi Q∗ beteckna kuben med samma
centrum men med 2

√
n s̊a stor sida. Om x /∈ Q∗ och y ∈ Q s̊a gäller |x −
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c| ∼ |x − y|. Calderon-Zygmunduppdela f p̊a niv̊an α, l̊at Ω∗ = ∪Q∗
k och

F ∗ = Rn \ Ω∗. Nu är

|{x; |Kf(x)| > α}| ≤ |{x; |Kg(x)| > α

2
}|+ |{x; |Kb(x)| > α

2
}|

Observera att

‖g‖2
2 =

∫
F

|g|2 +

∫
Ω

|g|2 ≤ α

∫
|f |+ (2nα)2|Ω| ≤ Cα‖f‖1.

S̊a

|{|Kg| > α

2
}| ≤ C

α2
‖g‖2

2 ≤
C

α
‖f‖1.

För att uppskatta Kb, observerar vi att eftersom
∫
bj = 0, s̊a gäller om

cj är centrum i Qj att

Kbj(x) =

∫
Qj

{k(x− y)− k(x− cj)}b(y)dy.

Vi f̊ar därför∫
F ∗
|Kb(x)|dx .

∑
j

∫
x∈F ∗

dx

∫
y∈Qj

|k(x− y)− k(x− cj)||b(y)|dy

= Fubini =
∑

j

∫
y∈Qj

|b(y)|dy
∫

x∈F ∗
|k(x− y)− k(x− cj)|dx

≤
∑

j

∫
Qj

|b(y)|dy
∫

x/∈Q∗j

|y − cj|
|x− cj|n+1

dx .
∫
|b| ≤ ‖f‖1.

Chebyshevs olikhet ger nu

|{x ∈ F ∗; |Kb(x)| > α

2
}| ≤ C

λ
‖f‖1

Men d̊a

|{x ∈ Ω∗; |Kb(x)| > α

2
}| ≤ |Ω∗| ≤ C

λ
‖f‖1

är vi klara.

Steg 3:
Detta är lätt. Vi vet att K : L2 → L2 ( och allts̊a K : L2 → L2,∞) och

K : L1 → L1,∞. Marcinkiewicz interpolationsats ger därför K : Lp → Lp, 1 <
p < 2.
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För p > 2 använder vi dualitet. L̊at K∗ vara adjunkten till K, dvs.
< K∗f, g >=< f,Kg > där <,> är skalärprodukten p̊a L2.

D̊a har K∗ kärnan ǩ(x) = k(−x). ǩ uppfyller samma uppskattningar som
k och enligt ovan gäller därför K∗ : Lq → Lq, 1 < q < 2. Men d̊a gäller för
p > 2 och 1

p
+ 1

q
= 1 att

‖Kf‖p = sup
‖g‖q≤1

< Kf, g >= sup
‖g‖q≤1

< f,K∗g >

≤ sup
‖g‖q≤1

‖f‖p‖K∗g‖q ≤ sup
‖g‖q≤1

C‖f‖p‖g‖q = C‖f‖p.

�

Övning 3.2. Visa Sats 3.1 under följande svagare (Visa det!) villkor p̊a k.∫
|x|≤R

|xk(x)|dx ≤ C1R (3.4)

(SV) ∫
|x|>2|y|

|k(x− y)− k(x)|dx ≤ C2 (Hörmandervillkoret) (3.5)

(KV)
∫

a<|x|<b

k(x)dx ≤ C3,

(3.6)
och

lim
δ→0

∫
δ<|x|<b

k(x)dx existerar.

Vi skall nu bevisa Sats 3.1 för p > 1 utan att anta k ∈ L1. Tag först
f ∈ C∞

0 (Rn) och l̊at Kε,Nf = kε,N ∗ f där kε,N = kχε<|x|<N . Eftersom kε,N ∈
L1 och kε,N uppfyller (SV) och (KV) i Övning 3.2 (Visa det!), har vi Kε,N :
Lp → Lp, 1 < p <∞ och ‖Kε,N‖ ≤ Cp oberoende av ε,N .

Om N är stort nog (beroende p̊a stöd f) gäller Kε,Nf = Kεf . S̊a Fatous
lemma ger

‖Kεf‖p = ‖ lim
N→∞

Kε,Nf‖p ≤ lim inf
N→∞

‖Kε,Nf‖p ≤ Cp‖f‖p, f ∈ C∞
0 .

(Ett enkelt täthetsargument visa att detta gäller för alla f ∈ Lp.)
För att visa att limε→0Kεf existerar, räcker det att visa att Kεf är en

Cauchyföljd i Lp. Men om ε1 < ε2 s̊a gäller

Kε1f(x)−Kε2f(x) =

∫
ε1<|y|<ε2

k(y)f(x− y)dy

=

∫
ε1<|y|<ε2

k(y){f(x− y)− f(x)}dy
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Eftersom
∫
|f(x − y) − f(x)|pdx ≤ C|y|p d̊a f ∈ C∞

0 , ger Minkowskis
olikhet

‖Kε1f −Kε2f‖p .
∫

ε1<|y|<ε2

|y||k(y)|dy → 0 for ε1, ε2 → 0.

S̊a Kεf är en Cauchyföljd och allts̊a existerar Kf = limε→0Kεf i Lp och vi
f̊ar (Fatous lemma igen) ‖Kf‖p ≤ Cp‖f‖p, f ∈ C∞

0 . Om f är en godtycklig
Lp-funktion tag g ∈ C∞

0 med ‖f − g‖p < δ. D̊a gäller

‖Kε1f −Kε2f‖p = ‖Kε1(f − g)‖p

+ ‖Kε1g −Kε2g‖p + ‖Kε2(g − f)‖p

. ‖g − f‖p + o(1) ≤ δ + o(1).

S̊a Kεf är en Cauchyföljd ocks̊a d̊a f ∈ Lp, och beviset är klart.
�

Argument ovan fungerar inte d̊a p = 1. (Varför?) Ett sätt att bevisa
satsen d̊a p = 1, är att bevisa Steg 2 för Kf = limε→0Kεf direkt. Här väljer
vi en annan metod som ocks̊a visar att Kf = limε→0Kεf existerar punktvis.

Definiera maximaloperatorn K∗ genom

K∗f = sup
ε>0

|Kεf |.

D̊a gäller

Sats 3.6.

K∗ :

{
Lp → Lp, 1 < p <∞
L1 → L1,∞.

Detta följer fr̊an

Lemma 3.7. (Cotlars olikhet)
L̊at 0 < δ ≤ 1 och f ∈ C∞

0 .D̊a gäller

K∗f ≤ C{(M(Kf)δ)1/δ +Mf}.

(M är Hardy-Littlewoods maximalfunktion.)

Bevis av Sats 3.6. D̊a p > 1, kan vi ta δ = 1 i Cotlars olikhet och Sats
3.6 följer omedelbart eftersom M : Lp → Lp och K : Lp → Lp. Fallet
p = 1 är sv̊arare; sammansättningen av tv̊a svag- typ (1,1) operatorer är inte
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nödvändigtvis svag- typ (1,1). Det gäller att visa att [M(Kf)δ]1/δ är svag-typ
(1,1). Observera att om f ∈ L1 s̊a gäller (Visa det! Jämför §1.3.)

|{x;Mf(x) > λ}| . 1

λ

∫
{|f |> λ

2
}
|f |.

S̊a

|{[M(Kf)δ]1/δ > λ}| .
1

λδ

∫
{|Kf |>cλ}

|Kf |δ . Kolmogorovs olikhet

.
1

λδ
|{|Kf | > cλ}|1−δ‖Kf‖δ

1,∞ .
1

λδ

1

λ1−δ
‖f‖1−δ

1 ‖f‖δ
1

och saken är klar för f ∈ C∞
0 .

Detta utvidgas lätt (?) till f ∈ L1.

Övning 3.3. Gör det!

Följdsats 3.8. Om f ∈ Lp, 1 ≤ p <∞, s̊a Kεf(x) → Kf(x) n.ö.

Bevis. Se §2.

Bevis av Cotlars olikhet. Vi l̊ater först δ = 1. Det räcker att visa att

|Kεf(0)| ≤ C(MKf(0) +Mf(0))

för alla ε > 0. L̊at B = {y; |y| < ε/2}, f1 = fχ2B̄ och f2 = f − f1. D̊a gäller
Kf2(0) = Kεf(0). Vidare gäller om x ∈ B

|Kf2(0)−Kf2(x)| ≤ CMf(0). (3.7)

Övning 3.4. Visa det.

S̊a

|Kεf(0)| = |Kf2(0)| ≤ |Kf2(x)|+ |Kf2(x)−Kf2(0)|
≤ |Kf1(x)|+ |Kf(x)|+ CMf(0).

Om Kεf(0) = 0 är p̊ast̊aendet självklart. Om inte, tag 0 < λ < |Kεf(0)|.
Om x ∈ B gäller antingen

|Kf(x)| > λ

3
, |Kf1(x)| >

λ

3
eller CMf(0) >

λ

3
,
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dvs.

Mf(0) ≥ λ

3C

eller

B = {x ∈ B; |Kf | > λ

3
} ∪ {x ∈ B; |Kf1| >

λ

3
}.

I det första fallet är p̊ast̊aendet självklart, och i det andra har vi

|{x ∈ B; |Kf | > λ

3
}| =

∫
B∩{(Kf)> λ

3
}
dx

≤ 3

λ

∫
B

|Kf | ≤ 3

λ
|B|M(Kf)(0).

och

|{x ∈ B; |Kf1| >
λ

3
}| ≤ C

λ
‖f1‖1

=
C

λ

∫
B

|f | ≤ C|B|
λ

Mf(0).

Allts̊a

|B| ≤ C

λ
|B|(MKf(0) +Mf(0))

ocks̊a i detta fall och beviset är klart d̊a δ = 1.

Om 0 < δ < 1 s̊a gäller

|Kεf(0)|δ ≤ Cδ(|Kf(x)|δ + |Kf1(x)|δ +Mf(0)δ).

Om vi tar medelvärdet över B och upphöjer till 1/δ f̊ar vi

|Kεf(0)| . (M(Kf)δ)1/δ(0) +Mf(0) + (
1

|B|

∫
B

|Kf1(x)|δ)1/δ.

För den sista termen ger Kolmogorovs olikhet

1

|B|

∫
|B|
|Kf1|δ ≤ 1

1− δ

1

|B|
|B|1−δ‖Kf1‖δ

L1,∞

. |B|−δ(‖f1‖1)
δ = Mf(0)δ.
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4. Singulära integraloperatorer och T1-satsen

Vi skall nu studera mer allmänna (än de i Kapitel 3) integraloperatorer
av typen

Kf(x) =

∫
k(x, y)f(y)dy (4.1)

där k(x, y) /∈ L1. I det klassiska fallet var k(x, y) = k0(x− y). Som där gäller
det att ge mening åt den divergenta integralen i (4.1).

Definition 4.1. En funktion k(x, y) definierad p̊a Rn×Rn r{x = y} kallas
en standardkärna om

|k(x, y)| ≤ C

|x− y|n
, (4.2)

och för |x− z| < 1
2
|x− y|,

|k(x, y)− k(z, y)| ≤ C

|x− y|n
( |x− z|
|x− y|

)δ
(4.3)

|k(y, x)− k(y, z)| ≤ C

|x− y|n
( |x− z|
|x− y|

)δ

för n̊agot δ > 0.

Anmärkning 4.1. Att

|∇x,yk(x, y)| ≤
C

|x− y|n+1

är (mer än) tillräckligt för (4.3) med δ = 1. 2

Exempel. k1(x, y) = 1
x−y

, k2(x, y) = 1
|x−y| , x, y ∈ R. Den första ger en be-

gränsad operator p̊a L2, den andra gör det inte.
2

Vi skall nu ge mening åt

Kf(x) =

∫
Rn

k(x, y)f(y)dy

L̊at D(Rn) beteckna distributionerna.

Definition 4.2. En kontinuerlig linjär operator K : C∞
0 → D′ är associerad

till en kärna k om för f, g ∈ C∞
0 med disjunkta stöd gäller

< Kf, g >=

∫ ∫
k(x, y)f(y)g(x)dydx (4.4)
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Observera att integralen är absolutkonvergent. Vi skiver K ∼ k.
Jämför detta med

Sats 4.3. (Schwartz kärnsats)
Varje kontinuerlig avbildning K : C∞

0 → D′ ges av en distributionskärna
k s̊a att för f, g ∈ C∞

0 gäller

< Kf, g >=< k, f ⊗ g > .

(Men k kan vara ett exotiskt djur.)

Anmärkning 4.2. 1) K kan bara vara associerad till en kärna eftersom
(4.4) bestämmer k n.ö. p̊a R2n r {x = y}.

2) Olika operatorer kan vara associerade till samma kärna,t.ex. 0 ∼
0, Id ∼ 0
och d

dx
∼ 0. 2

Definition 4.4. En singulär integraloperator är en kontinuerlig avbildning
K : C∞

0 → D′ som är associerad till en standardkärna.

Det stora problemet i teorin för singulära integraloperatorer är att avgöra
när

K : L2(Rn) → L2(Rn).

Om vi vet att K : L2 → L2 s̊a kan, p̊a grund av standard uppskattning-
arna av kärnan, detta utvidgas till K : Lp → Lp p̊a samma sätt som för
faltningsoperatorerna i §3.

Det hela (dvs. att definiera K) blir enklare för antisymmetriska kärnor;
dvs. d̊a

k(x, y) = −k(y, x).

D̊a kan vi för godtyckliga f, g ∈ C∞
0 sätta

< Kf, g >=
1

2

∫ ∫
Rn×Rn

[f(y)g(x)− f(x)g(y)]k(x, y)dxdy (4.5)

K kallas för den till k kanoniskt associerade operatorn. Observera att inte-
gralen är absolutkonvergent ty |f(y)g(x) − f(x)g(y)| ≤ C|x − y|, s̊a (4.5)
definierar Kf ∈ D′.

Övning 4.1. Visa att K : C∞
0 → D′ kontinuerligt.
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Betrakta följande formella kalkyl:∫ ∫
k(x, y)f(y)g(x)dydx = (

1

2
+

1

2
)

∫ ∫
k(x, y)f(y)g(x)dydx

=
1

2

∫ ∫
(k(x, y)f(y)g(x) + k(y, x)f(x)g(y))dxdy

=
1

2

∫ ∫
[f(y)g(x)− f(x)g(y)]k(x, y)dxdy =< Kf, g > .

Kalkylen är riktig om f och g har disjunkta stöd. S̊a om K är den operator
som är kanoniskt associerad till k gäller K ∼ k.

Exempel. Den till k = 0 kanoniskt associerade operatorn är K = 0. 2

Nästa m̊al är att bevisa

Sats 4.5. (En preliminär T1-sats)
L̊at K ∼ k där k är en antisymmetrisk standardkärna och antag att

K1 = 0 i BMO. D̊a gäller

K : L2 → L2.

En starkare sats är

Sats 4.6. (T1-satsen (David-Journeé-83))
L̊at K ∼ k där k är en standard kärna. Antag att K är svagt begränsad,

K1 ∈ BMO och K∗1 ∈ BMO.

D̊a är k en begränsad operator p̊a L2.

Anmärkning 4.3. Satserna inneh̊aller flera begrepp som inte är definierade,
t.ex.“svagt begränsad”och BMO. BMO är ett rum som är definierat modulo
konstanter, s̊a villkoret K1 = 0 i BMO betyder att K1 är en konstant. En
icke-trivial sv̊arighet med detta villkor är att definiera K1 som ett element
i BMO. Villkoret att vara svagt begränsad är ett tekniskt villkor som är
svagare än att K är begränsad p̊a L2. Det är uppfyllt för alla antisymmtriska
kärnor. 2

BMO. Om f ∈ L1
lok(Rn) sätter vi

fQ =
1

Q

∫
Q

f,

där Q är en axelparallell kub.
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Definition 4.7. f ∈ BMO(Rn) om f ∈ L1
lok och

sup
Q

1

|Q|

∫
Q

|f − fQ| = ‖f‖BMO <∞.

Observera att ‖konst.‖BMO = 0 s̊a för at f̊a en norm m̊aste vi arbeta modulo
konstanter; tv̊a funktioner f och g med f −g = konst. uppfattas som samma
funktion i BMO. För att ge mening åt K1 som ett element i BMO behöver
vi bara definiera K1 modulo konstanter. Vi börjar med att definiera K1 som
ett element i D′

0.

Definition 4.8. ϕ ∈ D0 om ϕ ∈ C∞
0 och

∫
ϕ = 0. D′

0 är dualen till D0. S̊a
D′

0 ⊂ D′ med samma konvergensbegrepp som i D′.

Ett element u ∈ D′
0 kan utvidgas till D′ och om u1, u2 är tv̊a utvidgningar

s̊a är u1 − u2 en konstant. S̊a D′
0 = D′/{konstanter}. För att se detta tar vi

χ ∈ C∞
0 med

∫
χ = 1. För ϕ ∈ C∞

0 l̊ater vi ϕ̃ = ϕ− χ
∫
ϕ. D̊a är ϕ̃ ∈ D0 s̊a

u(ϕ̃) är definierat. Gör nu ett val av u(χ) = c, och sätt

u(ϕ) = u(ϕ̃) + u(χ)

∫
ϕ = u(ϕ̃) + c

∫
ϕ.

Övning 4.2. Visa att u ∈ D′.

För att definiera K1 ∈ D′
0 behöver vi ge mening åt < K1, ϕ > d̊a ϕ ∈ D0.

Antag att ϕ har stöd i Br(x) och tag χ ∈ C∞
0 med χ = 1 p̊a B2r(x). Vi vill

definiera K1 s̊a att

< K1, ϕ > = < Kχ,ϕ > + < K(1− χ), ϕ > (4.6)

= < Kχ,ϕ > + < 1− χ,K∗ϕ > .

Den första termen är väldefinierad och eftersom K∗ har kärnan k(y, x) ger
standardupskattningarna (med δ = 1) för y /∈ B2r(0) att

|K∗ϕ(y)| ≤
∫
|k(x, y)− k(0, y)||ϕ(x)|dx

.
∫

|x|
|y|n+1

|ϕ(x)|dx .
r‖ϕ‖∞
|y|n+1

,

s̊a

< 1− χ,K∗ϕ >.
∫
|y|>2r

r‖ϕ‖∞
|y|n+1

. ‖ϕ‖∞,

och allts̊a är K1 väldefinierad som ett element i D′
0.
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5. Bevis av den preliminära T1-satsen

För beviset behöver vi n̊agon bra metod för att bevisa L2-begränsning av
K. Eftersom K inte längre ges av en faltning fungerar inte Fouriermetoder.
Men L2 är ett Hilbertrum och vi kan använda

Sats 5.1. (Cotlars lemma)
L̊at Ki vara begränsade operatorer p̊a ett Hilbertrum H med

‖KiK
∗
j ‖+ ‖K∗

i Kj‖ ≤ d2(i− j) (5.1)

där ∑
k

d(k) = D <∞.

D̊a gäller ‖
∑N

1 Ki‖ ≤ D och
∑N

1 Ki konvergerar i norm mot en begränsad
operator K.

Bevis. Vi har

‖K‖2 = sup
‖f‖≤1

< Kf,Kf >= sup
‖f‖≤1

< K∗Kf, f >≤ ‖K∗K‖.

Upprepar vi detta, och observerar att (K∗K)∗ = K∗K, f̊ar vi ‖K||2n ≤
‖(K∗K)n‖ om n = 2k. (5.1) ger ‖Ki‖2 ≤ ‖K∗

i Ki‖ ≤ d2(0) ≤ D2 och allts̊a
‖Ki‖ ≤ D.

L̊at K =
∑N

1 Ki. D̊a är

(K∗K)n = (
∑
ij

K∗
i Kj)

n =
∑

K∗
i1
Kj1 . . . K

∗
inKjn ,

och allts̊a

‖(K∗K)n‖ ≤
∑

‖K∗
i1
. . . Kjn‖ =

∑
‖K∗

i1
. . . Kjn‖1/2 × ‖K∗

i1
. . . Kjn‖1/2

≤
∑

‖K∗
i1
Kj1‖1/2 . . . ‖K∗

inKjn‖1/2

× ‖Ki1‖1/2‖Kj1K
∗
i2
‖1/2 . . . ‖Kjn−1K

∗
in‖

1/2‖Kjn‖1/2

≤ D
∑

d(i1 − j1)d(j1 − i2)d(j2 − j2) . . . d(jn−1 − in) ≤ ND2n.

S̊a
‖K‖2n ≤ ND2n eller ‖K‖ ≤ N1/2nD.

L̊ater vi n→∞ ger detta ‖K‖ ≤ D. Att
∑N

1 Ki → K följer av Övning 5.1.
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Övning 5.1. L̊at xi vara element i ett Hilbertrum med ‖
∑N

1 εixi‖ ≤ C för alla N och
εi = ±1. Visa att d̊a är serien x =

∑∞
1 xi normkonvergent.

Övning 5.2. Om vi bara vet att ‖KiK
∗
j ‖ ≤ d2(i− j) s̊a följer∑
‖Kif‖2 ≤ C‖f‖2.

a) Visa det med hjälp av Cotlars lemma.
b) Visa det utan att använda Cotlars lemma.

För att bevisa T1-satsen skall vi skriva K =
∑
Ki där KiK

∗
j har liten

norm. Normen av KiK
∗
j kan uppskattas med hjälp av

Lemma 5.2. (Schurs lemma)
Antag att k(x, y) uppfyller

sup
x

∫
|k(x, y)|dy = a <∞ , sup

y

∫
|k(x, y)|dx = b <∞,

och sätt

Kf(x) =

∫
k(x, y)f(y)dy.

D̊a gäller

‖Kf‖p ≤ a1− 1
p b

1
p‖f‖p, 1 ≤ p ≤ ∞.

Speciellt om p = 2 s̊a gäller ‖K‖ ≤
√
ab.

Bevis. Vi har

|Kf(x)| ≤
∫
|k(x, y)||f(y)|dy

= a(x)

∫
|f(y)| |k(x, y)|dy

a(x)
,

där a(x) =
∫
|k(x, y)|dy. S̊a Jensen olikhet ger

|Kf(x)|p ≤ a(x)p

∫
|f(y)|p |k(x, y)|dy

a(x)

och ∫
|Kf(x)|pdx ≤ ap−1

∫
|f(y)|pdy

∫
|k(x, y)|dx

≤ ap−1b

∫
|f(y)|p.
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Lemma 5.3. Antag att kj uppfyller

|kj(x, y)| ≤ 2nj

(1 + 2j|x− y|)n+ε
,

|∇kj(x, y)| ≤ 2(n+1)j

(1 + 2j|x− y|)n+ε

och ∫
kj(x, y)dy =

∫
kj(x, y)dx = 0.

D̊a gäller

sup
x

∫
|kij(x, y)|dy = |i− j|2−

1
2
|i−j|

och

sup
y

∫
|kij(x, y)|dx = |i− j|2−

1
2
|i−j|,

där

kij(x, y) =

∫
k̄i(z, x)kj(z, y)dz. (5.2)

Följdsats 5.4.

‖K∗
i Kj‖+ ‖KiK

∗
j ‖ . |i− j|2−

1
2
|i−j|.

Följdsats 5.5. K =
∑
Ki är en begränsad operator p̊a L2.

En lämplig uppvärmning för beviset är

Övning 5.3. L̊at k(x) = |x|−3/4, x ∈ R. Visa att |k ∗ k(x)| . |x|−1/2.

Bevis av Lemma 5.2 d̊a n = ε = 1. Vi visar p̊ast̊aendet d̊a i > j. Obser-
vera först att ∫

|ki(x, y)|dx ∼
∫
|ki(x, y)|dy ∼ 1,

s̊a Ki är väldefinierade operatorer.
Om vi bara uppskattar kij genom att sätta absolutbelopp i (5.2) f̊ar vi

‖kij‖L1 ∼ 1, som inte duger. Men vi kan ocks̊a skriva

kij(x, y) =

∫
k̄i(z, x)(kj(z, y)− kj(x, y))dz. (5.3)

För att uppskatta kij delar vi upp i fyra fall.
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A: |x− y| < 2−i,

B: 2−i < |x− y| < 2−j,

C: 2−j < |x− y| < 2i−2j och
D: |x− y| > 2i−2j.

A och D är lätta, sv̊arigheten i uppskattningarna är d̊a |x− y| ∼ 2−j.

A:

|kij(x, y)| ≤
∫
|ki(z, x)||kj(z, y)|dz

. 2j

∫
|ki|dz ∼ 2j.

D: L̊at I−∞ = (−∞, x+y
2

) och I+∞ = (x+y
2
,+∞). D̊a är

|
∫

I−∞

|k̄i(z, x)kj(z, y)|dz ≤
∫
|ki(z, x)|

1

2j|x− y|2
dz

.
1

2j|x− y|2
.

P̊a samma sätt f̊ar vi

|
∫

I+∞

|k̄i(z, x)kj(z, y)|dz| .
1

2j|x− y|2

Eftersom i > j har vi

|kij(x, y)| .
1

2i|x− y|2
.

B: Här använder vi (5.3). L̊at I = (x− |x−y|
2
, x+ |x−y|

2
) och J = Ic. D̊a

gäller

|
∫

I

k̄i(z, x)(kj(z, y)− kj(x, y))dz| .
∫

I

|ki(z, x)||z − x|22jdz

.
∫
|z−x|<2−i

2i|z − x|22jdz +

∫
2−i<|z−x|k2−j

22j|z − x|
2i|z − x|2

dz

. 22j−i + (i− j)22j−i ≤ (i− j)2j−i2j,
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och ∫
J

|k̄i(z, x)(kj(z, y)− kj(x, y))| ≤
∫

J

1

2i|z − x|2
· 2jdz

. 2j−i 1

|x− y|
.

Eftersom |x− y| < 2−j eller 2j < 1
|x−y| , s̊a gäller

|kij(x, y)| . (i− j)2j−i 1

|x− y|
.

C: Här använder vi (5.3) igen.

L̊at Ix = (x − |x−y|
2
, x + |x−y|

2
), Iy = (y − |x−y|

2
, y + |x−y|

2
) och J = (Ix ∪ Iy)c.

D̊a gäller

|
∫

Ix

k̄i(z, x)(kj(z, y)− kj(x, y))dz| ≤
∫

Ix

|ki(z, x)|
|z − x|
|x− y|2

dz

≤ 1

|x− y|2
( ∫

|z−x|<2−i

2i|z − x|dz +

∫
2−i<|z−x|<2i−2j

|z − x|
2i|z − x|2

dz
)

.
1

|x− y|2
(2−i + (2i− 2j)2−i) .

(i− j)2−i

|x− y|2
,

|
∫

Iy

k̄i(z, x)kj(z, y)dz| .
∫

Iy

1

2i|z − x|2
|kj(z, y)|dz∫

|z−y|<2−j

+

∫
Iy∩|z−y|>2−j

|kj(z, y)|dz

≤ 1

2i|x− y|2
(
1 +

∫
|z−y|>2−j

1

2j|z − y|2
dz

)
.

1

2i|x− y|2
,

och

|
∫

J

k̄i(z, x)(kj(z, y)− kj(x, y))dz| ≤
∫

J

1

2i|z − x|2
· 1

2j|x− y|2
dz

.
1

2i+j|x− y|2

∫
|z−x|>2−j

dz

|z|
≤ 2−i

|x− y|2
.
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Allts̊a är

|kij(x, y)| . (i− j)
2−i

|x− y|2

här.

Dessa uppskattningar ger

∫
|kij(x, y)|dx ≤

∫
|x−y|<2−i

2jdx+

∫
2−i<|x−y|<2−j

(i− j)2j−i

|x− y|
dx

+

∫
2−j<|x−y|<2i−2j

2−i

|x− y|2
dx+

∫
|x−y|>2i−2j

1

2j|x− y|2
dx . (i− j)22j−i.

Vi har nu tillräckligt med verktyg för att bevisa den preliminära T1-
satsen. Tag ϕ ∈ C∞

0 med
∫
ϕ = 1. L̊at ϕt(x) = 1

tn
ϕ(x

t
), sätt Ptf = ϕt ∗ f och

definiera Qtf genom

1

t
Qtf =

∂

∂t
Ptf =

∂

∂t
ϕt ∗ f.

Nu är
∂

∂t

( 1

tn
ϕ(
x

t
)
)

= − n

tn+1
ϕ(
x

t
) +

n∑
i=1

1

tn
∂ϕ

∂xi

(
x

t
)(−xi

t2
)

=
1

t
(− n

tn
ϕ(
x

t
)−

n∑
i=1

1

tn
xi

t

∂ϕ

∂x1

(
x

t
)) =:

1

t
ψt(x),

S̊a Qtf = ψt ∗ f . Om vi deriverar
∫
ϕt = 1 med avseende p̊a t ser vi att∫

ψ = 0. För dessa operatorer gäller

Lemma 5.6. K = lim ε→0
N→∞

PεKPε − PNKPN .

Givet lemmat har vi

K = lim
ε→0

N→∞

PεKPε − PNKPn = lim
ε→0

N→∞

∫ N

ε

∂

∂t
(PtKPt)dt

= lim
ε→0

N→∞

∫ N

ε

(QtKPt + PtKQt)
dt

t
.

L̊at oss koncentera oss p̊a den första termen. Sätt

Kj =

∫ 2−j+1

2−j

QtKPt
dt

t
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Vi skall bevisa att
∑∞

j=−∞Kj : L2 → L2 genom att verifiera villkoren
i Lemma 2 för motsvarande kärna kj. För att upskatta kj:s kärna observerar
vi först att QtKPt är associerad till kärnan

lt(x, y) =
1

2

∫ ∫
[ϕt(η − x)ψt(y − ξ)− ϕt(ξ − x)ψt(y − η)]k(ξ, η)dξdη (5.4)

För att se det skriver vi

< QtKPtf, g >=< KPtf,Q
∗
tg >

=
1

2

∫ ∫
[Ptf(y)Q∗

tg(x)− Ptf(x)Q∗g(y)]k(x, y)dxdy.

Nu är

Ptf(y)Q∗
tg(x)− Ptf(x)Q∗

tg(y) =

=

∫ ∫
{f(u)ϕt(y − u)g(v)ψt(v − x)− f(u)ϕt(x− u)g(v)ψt(v − y)}dudv,

och Fubinis sats ger

< QtKPtf, g >=
1

2

∫ ∫
f(u)g(u)dudv

×
∫ ∫

{ϕt(y − u)ψt(v − x)− ϕt(x− u)ψt(v − y)}k(x, y)dxdy.

Om vi sätter u = ξ − x, v = η − x i (5.4) f̊ar vi

lt(x, y) =
1

2

∫ ∫
[ϕt(v)ψt(y − x− u)− ϕt(u)ψt(y − x− u)]k(u+ x, v + x)du

.
∫ ∫

|u|<t
|v|<t

1

t2n

1

t|u− v|n−1
.

1

tn
.

Om dessutom |x − y| > Ct och C är stort nog, s̊a har ϕt och ψt i (5.4)
disjunkta stöd s̊a (vi antar att δ = 1 i standarduppskattningen)

lt(x, y) =

∫ ∫
ϕt(η − x)ψt(y − ξ)k(ξ, η)dξdη =

=

∫ ∫
ϕt(η − x)ψt(y − ξ)(k(ξ, η)− k(y, η))dξdη

.
1

t2n

∫ ∫
|y−ξ|<t
|η−x|<t

|ξ − y|
|ξ − η|n+1

dξdη .

.
1

t2n|x− y|n+1
t2n+1 =

t

|x− y|n+1
,
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eftersom |ξ − η| ∼ |x− y| d̊a |x− y| >> t.
Vi har allts̊a visat

Lemma 5.7.

|lt(x, y)| . pt(x, y) =
1

tn
1

(1 + |x−y|
t

)n+1
=

t

(t+ |x− y|)n+1
.

Detta ger

|kj(x, y)| ≤
∫ 2−j+1

2−j

|lt(x, y)|
dt

t
.

2jn

(1 + 2j|x− y|)n+1
(5.5)

Övning 5.4. Visa uppskattningen för ∇kj !

Vidare är
∫
kj(x, y)dy =

∫
kj(x, y)dx = 0 ty QtKPt1 = QtK1 = Qtc = 0

eftersom
∫
ψt = 0 och allts̊a Kj1 = 0. Dessutom är (QtKPt)

∗1 = P ∗
t KQ

∗
t 1 =

P ∗
t K0 = 0, dvs. K∗

j 1 = 0. Följdsats 5.4 ger
∑
Kj : L2 → L2.

Det återst̊ar endast att ge

Bevis av Lemma 5.6. 1. PεKPεf → f i D′:
Vi skall visa att < PεKPεf, g >→< Kf, g >. Men < PεKPεf, g >=

< KPεf, P
t
ε g > . Nu gäller Pεf → f i D och P t

ε g → g i D. Eftersom
K : C∞

0 → D′ f̊ar vi KPεf → Kf i D och vi är klara eftersom un → u i
D′, ϕn → ϕ i D medför < un, ϕn >→< u,ϕ >. Detta är ett känt icke-trivialt
resultat fr̊an distributionsteorin; beviset bygger p̊a Banach-Steinhaus sats.

2. PNKPN → 0 ∈ D′ :
< PNKPNf, g >=< KPNf, P

∗
Ng >. 1

Nn → 0 eftersom K är svagt be-
gränsad.

Vi avlutar med n̊agra konsekvenser av beviset ovan. Observera att

lt(x, y) =< Kϕt(· − x), ψ̌t(· − y) >,

s̊a vi har visat att om K har antisymmetrisk kärna s̊a gäller

| < Kϕt(· − x), ψt(· − y) > | . 1

tn
(5.6)

Definition 5.8. En (godtycklig) singulär integraloperator som uppfyller (5.6)
kallas svagt begränsad.

Vi har allts̊a visat att en operator med antisymmetrisk kärna är svagt
begränsad. Argumentet för att uppskatta lt(x, y) d̊a |x − y| > Ct fungerar
ocks̊a för antisymmetriska K och vi har därför bevisat

Proposition 5.9. L̊at K vara en singulär integraloperator som är svagt be-
gränsad. Om K1 = K∗1 = 0 i BMO s̊a är K begränsad p̊a L2.
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6. BMO

Vi p̊aminner om definitionen av BMO. Om fQ är medelvärdet över den
axelparallella kuben Q s̊a gäller

f ∈ BMO(Rn) om f ∈ L1
lok och

sup
Q

1

|Q|

∫
Q

|f − fQ| = ‖f‖∗ = ‖f‖BMO <∞.

Eftersom ‖konst.‖∗ = 0 m̊aste vi arbeta modulo konstanter för att f̊a en
norm.

Övning 6.1. Visa att BMO är ett Banachrum.

För att visa att f ∈ BMO är följande enkla resultat mycket användbart.

Lemma 6.1. Antag att det finns cQ med

sup
Q

∫
Q

|f − cQ| = M <∞.

D̊a gäller ‖f‖∗ ≤ 2M .

Bevis. Vi har

fQ − cQ =
1

|Q|

∫
Q

f − cQ,

s̊a

|fQ − cQ| ≤
1

|Q|

∫
Q

|f − cQ| ≤M

och allts̊a

1

|Q|

∫
Q

|f − fQ| ≤
1

|Q|
|f − cQ|+ |fQ − cQ| ≤ 2M.

Anmärkning 6.1. Det bästa valet av cQ är medianen: Om
∫

Q
|f − c| har

minimum för c s̊a gäller

0 =
d

dc

∫
Q

|f − c| =
∫

Q

sgn|f − c|.

2
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Övning 6.2. Visa att om f ∈ BMO s̊a |f | ∈ BMO och ‖|f |‖∗ ≤ 2‖f‖∗.

Lemma 6.2. Om Q1 ⊂ Q2 och |Q2| < C|Q1| s̊a är |fQ1 − fQ2| ≤ C‖f‖∗.

Bevis. fQ1 − fQ2 = 1
|Q1|

∫
Q1
f − fQ2 , s̊a

|fQ1 − fQ2 | .
|Q2|
|Q1|

1

|Q2|

∫
Q2

|f − fQ2| ≤ C‖f‖∗.

Följdsats 6.3.

1. Om Q ⊂ Q̃ s̊a är |fQ − fQ̃| ≤ C log |Q̃|
|Q|‖f‖∗.

2. Om |Q| = |Q̃| och d = dist(Q, Q̃) s̊a gäller

|fQ − fQ̃| ≤ C log
d

|Q|
‖f‖∗.

Bevis.
1. Vi kan hitta Q = Q0 ⊂ . . . ⊂ Qn = Q̃ där |Qi+1| < 2|Qi|. Det behövs

n ∼ log |Q̃|
|Q| s̊adana kuber. Lemmat ger

|fQ − fQ̃| ≤
n∑

k=1

|fQk
− fQk−1

| . Cn‖f‖∗.

2. Använd a) p̊a fQ − fK och fQ̃ − fK där K är den minsta kub som
inneh̊aller

Q och Q̃. D̊a är K : s sida ≤ Cd.

Att f ∈ BMO inte bara är ett villkor p̊a f :s storlek framg̊ar tydligt av

Övning 6.3. Visa att

1. log |x| ∈ BMO(R),

2. sgnx log |x| /∈ BMO(R).

Vi skall nu visa att BMO kan definieras med hjälp av Poissonkärnan (och
andra approximativa identieter) i stället för medelvärden med avseende p̊a
karakteristiska funktioner. Vi p̊aminner om Poissonkärnan i Rn;

py(x) = cn
y

(y2 + |x|2)n+1
2

, pz(t) = cn
y

(y2 + |x− t|2)n+1
2

och

Pf(z) =

∫
Rn

f(t)pz(t)dt = py ∗ f(x), z = (x, y) ∈ Rn+1
+ .
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Sats 6.4. f ∈ BMO(Rn) ⇔∫
Rn

f(t)dt

(1 + |t|2)n+1
2

<∞

och

sup
z∈R2

+

∫
Rn

|f(t)− Pf(z)|pz(t)dt = A <∞;

och A ∼ ‖f‖∗.

Anmärkning 6.2. Det är sv̊arare att visa Sats 6.4 än att visa att Mf ∼
P ∗f . För det senare behöver vi bara observera att χ1 . p1 och p1 .

∑
ckχk

där
∑
ck <∞. S̊a att Mf ∼ P ∗f beror bara p̊a storleken hos Poissonkärnan,

men för att bevisa Sats 6.4 m̊aste vi ocks̊a ta hänsyn till kancelation. 2

Bevis. ⇐ (Det lätta h̊allet): L̊at z = (x, y) ∈ Rn+1
+ och l̊at Q vara kuben

som är centrerad i x och har sidan 2y. P̊a grund av Lemma 6.1 räcker det
att visa

1

|Q|

∫
Q

|f − Pf(z)| .
∫
|f(t)− Pf(z)|pz(t)dt.

Vi kan anta att x = 0. Observera att χQ . |Q|py(t). S̊a

1

|Q|

∫
Q

|f − Pf(z)| . 1

|Q|

∫
|f − Pf(z)||Q|py(t)

=

∫
|f − Pf(z)|pz(t)dt ≤ A.

⇒ (Det (lite) sv̊ara h̊allet): Vi kan att x = 0 (z = (x, y)). L̊at Q0 vara
centrerad i origo och ha sidan 2y. Sätt Qk = 2kQ. Observera att

py(t) .
∞∑

k=0

1

2k(2ky)n
χQk

=
∞∑

k=0

1

2k

1

|Qk|
χQk

.

Med hjälp av Följdsats 6.3 f̊ar vi∫
Rn

|f(t)− fQ0|py(t)dt ≤
∞∑

k=0

1

2k|Qk|

∫
Qk

|f(t)− fQ0|dt

.
∞∑

k=0

1

2k|Qk|

∫
Qk

|f(t)− fQk
|dt+

∞∑
k=0

1

2k
|fQ0 − fQk

|

≤
∞∑

k=0

1

2k
{‖f‖∗ + k‖f‖∗} ≤ C‖f‖∗.
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Detta ger ∫
Rn

|f(t)|
(1 + |t|2)n+1

2

<∞ (6.1)

och

|Pf(z)− fQ0 | ≤
∫

Rn

|f(t)− fQ0|pz(t)dt . ‖f‖∗.

Slutligen,∫
Rn

|f(t)− Pf(z)|pz(t) ≤
∫

Rn

|f(t)− fQ0|pz(t) + |Pf(z)− fQ0| . ‖f‖∗.

Anmärkning 6.3. I satsen kan Poissonkärnan ersättas med andra approx-
imativa identiteter.

2

Anmärkning 6.4. (6.1) visar att om f ∈ BMO s̊a kan inte f växa för fort
i ∞. 2

Vi skall strax se att f inte heller kan bli stor lokalt.

Exempel. Antag att stöd f ⊂ [0, 1] och att f är avtagande. L̊at Ik =
[2−k, 2 ·2−k]. D̊a är (0, 1] = ∪∞k=1Ik, och |fIk

−fI1| ≤ Ck p̊a grund av Följdsats
6.3 (jämför fIk

och fI1 med f[2−k,1]). S̊a |fIk
| ≤ |fI1| + Ck. Om x ∈ Ik s̊a är

f(x) ≤ fIk+1
. Ck, och allts̊a f(x) ≤ C log 1

x
. 2

Att detta gäller i allmänhet är inneh̊allet i

Sats 6.5. (John-Nirenbergs sats) Om f ∈ BMO(Rn) s̊a gäller

|{x ∈ Q; |f − fQ| > λ}| ≤ C|Q| exp
(−cλ
‖f‖∗

)
.

Bevis. Vi kan anta att ‖f‖∗ = 1. Calderon-Zygmunduppdela u = |f − fQ|
p̊a niv̊an α = 3

2
. Vi f̊ar kuber Q1

j med disjunkt inre och

1. |f − fQ| ≤ 3
2

n.ö. p̊a Qr ∪jQ
1
j ,

2. |fQ1
j
− fQ| ≤ 1

|Q1
j |

∫
Q1

j
|f − fQ| ≤ 3C

2

och
3.

∑
|Q1

j | ≤ 2
3

∫
Q
|f − fQ| ≤ 2

3
|Q|.
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Vi upprepar nu detta p̊a varje Q1
j , med α = 3

2
och u = |f − fQ1

j
|. Vi f̊ar

1. |f − fQ| ≤ 2 · 3C
2

n.ö. p̊a Qr ∪jQ
2
k,

2. |fQ2
k
− fQ| ≤ 2 · 3C

2

och
3.

∑
|Q2

k| ≤ (2
3
)2|Q|.

Argument:

1. Om x /∈ ∪Q1
j s̊a |f(x)− fQ| ≤ 3

2
; om x ∈ Q1

j s̊a |f(x)− fQ| ≤ |f(x)−
fQ1

j
|+ |fQ1

j
− fQ| ≤ 3

2
+ 3C

2
.

2. |fQ2
k
−fQ| ≤ |fQ2

k
−fQ1

j
|+|fQ1

j
−fQ| ≤ 1

|Q2
k|

∫
Q2

k
|f−fQ1

j
|+|fQ1

j
−fQ| ≤ 2· 3C

2

och

3.
∑
|Q2

k| =
∑

j

∑
k;Q2

k⊂Q1
j
|Q2

k| ≤
∑

j
2
3

∫
Q1

j
|f − fQ1

j
| ≤ 2

3

∑
j |Q1

j | ≤
(2

3
)2|Q|.

Upprepar vi detta har vi efter n steg kuber Qn
k med

1. |f − fQ| ≤ n · 3C
2

n.ö. p̊a Qr ∪kQ
n
k ,(

2.|fQn
k
− fQ| ≤ n · 3c

2
,
)

och
3.

∑
k |Qn

k | ≤ (2
3
)n|Q|.

Om nu n · 3C
2
< λ ≤ (n+ 1)3C

2
, n = 1, 2, 3, . . . s̊a är

|{x ∈ Q; |ϕ(x)− ϕQ| > λ}| ≤

≤
∑

|Qn
k | ≤ (

2

3
)n|Q| = e−cλ|Q|.

Om λ ≤ n · 3C
2

, s̊a är

|{x ∈ Q; |ϕ(x)− ϕQ| > λ}| ≤ |Q|

≤ ecλe−cλ|Q| ≤ ecn 3C
2 e−cλ|Q| ≤ Ce−cλ|Q|

Följdsats 6.6. (Ekvivalent definition av BMO) L̊at

‖f‖∗,p = sup
Q

( 1

|Q|

∫
Q

|f − fQ|p
)1/p

, 1 < p <∞.

D̊a är f i BMO omm ‖f‖∗,p <∞ och ‖f‖∗ ∼ ‖f‖∗,p.
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Bevis. Jensens olikhet ger om p > 1 att( 1

|Q|

∫
Q

|f(x)− fQ|dx
)p ≤ 1

|Q|

∫
Q

|f(x)− fQ|pdx

eller
1

|Q|

∫
Q

|f − fQ| ≤
( 1

|Q|

∫
Q

|f − fQ|p
)1/p

.

Den omvända olikheten följer med John-Nirenbergs sats,

1

|Q|

∫
Q

|f − fQ|p =
1

|Q|

∫ ∞

0

pλp−1|{x ∈ Q; |f(x)− fQ| > λ}|dλ

≤ C

∫ ∞

0

pλp−1 exp(− cλ

‖f‖∗
)dλ = (Sätt u = cλ

‖f‖∗ ) =

= Cp
‖f‖∗
c

∫ ∞

0

(
‖f‖
c

)p−1up−1e−udu = Cp
‖f‖p

∗
cp

Γ(p),

dvs.

‖f‖∗,p ≤ (CpΓ(p))1/p‖f‖∗
c

.

Följdsats 6.7. f ∈ BMO ⇔∫
Rn

|f(t)|2

(1 + |t|2)n+1
2

dt <∞

och

sup
y>0

∫
Rn

|f(t)− Pf(z)|2pz(t) = B <∞;

och B1/2 ∼ ‖f‖∗

Övning 6.4. Bevisa det! (Ledning. Jämför med beviset av Sats 6.4.)

Sats 6.8. Om K är en singulär integraloperator som är begränsad p̊a L2 s̊a
gäller

K : L∞ → BMO.

Bevis. Jag gör beviset bara d̊a K = H är Hilberttransformen. Jag skall
ocks̊a visa att H : BMO → BMO.

Första problemet är att definiera H p̊a L∞. Vi har tidigare definierat H1.
Om vi definierar Hf, f ∈ L∞, p̊a liknande sätt s̊a gäller
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Lemma 6.9. Om f ∈ L∞ s̊a är

Hf(x) = pv

∫
f(y)χ(y)

x− y
dy +

∫
f(y)(1− χ(y))(

1

x− y
− 1

x0 − y
)dy,

där χ ∈ C∞
0 (R) och χ = 1 nära x0.

Observera att bägge termerna är väldefinierade; den första eftersom fχ ∈
L2, den andra är absolutkonvergent om x ≈ x0.

L̊at oss tro p̊a Lemma 6.9 (jag bevisar det senare), och visa att H : L∞ →
BMO.

Fixera I = Id(x0) och tag χ ∈ C∞
0 med χ = 1 p̊a 2I och stöd χ ⊂ 3I.

Kalla de tv̊a termerna i Lemmat Hf1 och Hf2. D̊a är Hf = Hf1 +Hf2 och

( 1

|I|

∫
I

|Hf1(x)|dx
)2 ≤ 1

|I|

∫
I

|Hf1(x)|2dx ≤
1

|I|

∫
R
|Hf1(x)|2dx

≤ (H : L2 → L2) .
1

|I|

∫
R
|f1(x)|2dx ≤ ‖f‖2

∞
1

|I|
|3I| . ‖f‖2

∞.

För Hf2 observerar vi att om x ∈ I, y /∈ 2I s̊a är

| 1

x− y
− 1

x0 − y
| . |x− x0|

|x0 − y|2
≤ d

|x0 − y|2

s̊a

|Hf2| .
∫
|f(y)||1− χ(y)| d

|x0 − y|2
dy

. ‖f‖∞d
∫
|y−x0|>2d

dy

|y − x0|2
. ‖f‖∞.

Bevis av Lemma 6.9. Vi definierar först Hf som ett element i D0 d̊a f ∈
L∞. Om ϕ ∈ D0 och stöd ϕ ⊂ I, l̊at χ ∈ C∞

0 med χ = 1 p̊a 2I. Skriv
f = χf + (1 − χ)f = f1 + f2. f1 ∈ L2 s̊a Hf1 är väldefinierad. Eftersom H
är antisjälvadjungerad vill vi ha

< Hf2, ϕ >= − < f2, Hϕ > . (6.2)

Högerledet är konvergent (vi skall strax bevisa det, eller jämför med defini-
tionen av H1), och (6.2) definierar Hf2 ∈ D′

0.
L̊at oss kalla uttrycket i Lemma 6.9 för Hχ,x0f (där x0 ∈ {χ = 1}). Vi

visar först att Hχ,x0f(x) = Hχ̃,x̃0f(x) + konst., s̊a Hχ,x0f är väldefinierad i
BMO och beror inte p̊a valet av χ, x0:
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Först observerar vi att Hχ,x1f(x) = Hχ,x2f(x)+konst. (x1, x2 ∈ {χ = 1}),
ty

Hχ,x2f(x) = Hχ,x2f(x) +

∫
(1− χ)f(y)(

1

x1 − y
− 1

x2 − y
)

= Hχ,x2f(x) + konst.

Vidare är Hχ,x0f(x) = Hχ̃,x0f(x) + konst., eftersom

Hχ,x0f(x) = Hχ̃,x0f(x) +

∫
(χ̃(y)− χ(y))f(y)

dy

y0 − y
,

och integralen är konvergent. Det allmänna fallet följer fr̊an detta, ty om
χi, xi är givna, tag χ ∈ C∞

0 med χ = 1 p̊a ∪ stöd χi. D̊a är

Hχ1,x1f(x) = Hχ,x1f(x) = Hχ,x2f(x) = Hχ2,x2 .

S̊a när vi skall verifiera att Hχ,x0f = Hf kan vi välja χ, x0 adapterade till
ϕ. D̊a gäller

< Hχ,x0f2, ϕ >=

∫
Hχ,x0f2(x)ϕ(x)dx

=

∫
ϕ(x)dx

∫
f(y)(1− χ(y))(

1

x− y
− 1

x0 − y
)dy

=

∫ ∫
f(y)(1− χ(y))ϕ(x)(

1

x− y
− 1

x0 − y
)dxdy

Observera att integralen är absolutkonvergent s̊a Fubini är OK.
Vi har ocks̊a, eftersom

∫
ϕ = 0,

< Hf2, ϕ >= − < f2, Hϕ >= −
∫
f2(y)Hϕ(y)dy

=

∫
f(y)(1− χ(y))dy

∫
(

1

y − x
− 1

y − x0

)ϕ(x)dx

=

∫ ∫
(f(y)(1− χ(y))ϕ(x)(

1

x− y
− 1

x0 − y
)dxdy.

Anmärkning 6.5. Lemma 6.9 definierar Hf ocks̊a d̊a f ∈ BMO. 2

Övning 6.5. Visa det! Ledning. f ∈ BMO ⇒
∫ |f(t)|

1+t2 dt < ∞.

Proposition 6.10. H : BMO → BMO.
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Bevis. L̊at I vara ett givet intervall. Tag χ = 1 p̊a 2I, stöd χ ⊂ 3I som
ovan. Skriv

f = (f − f3I)χ+ (f − f3I)(1− χ) + f3I .

Hf3I = 0, s̊a Hf = Hf1 +Hf2 där

Hf1(x) = pv

∫
(f(y)− f3I)χ(y)

x− y
dy

och

Hf2(x) =

∫
(f(y)− f3I)(1− χ(y))(

1

x− y
− 1

x0 − y
)dy.

Som ovan räcker L2-begränsning för att uppskatta Hf1:

(
1

|I|

∫
I

|Hf1(x)|2) .
1

|I|

∫
|Hf1(x)|2dx

. (H : L2 → L2) .
1

|I|

∫
|f1(x)|2dx .

1

|I|

∫
3I

|f − f3I |2dx

.
(
Korr. till John-Nirenberg

)
. ‖f‖2

∗.

För att upskatta Hf2 sätter vi

A =
1

|I|

∫
I

|Hf2(x)− (Hf2)I |dx.

Nu är

(Hf2)I =
1

|I|

∫
I

Hf2(t)dt

=
1

|I|

∫
I

dt

∫
(f(s)− f3I)(1− χ(s))(

1

t− s
− 1

x0 − s
)ds.

S̊a

Hf2(x)− (Hf2)I =
1

|I|

∫
I

Hf2(x)dt− (Hf2)I

=
1

|I|

∫
I

dt

∫
s∈R

(f(s)− f3I)(1− χ(s))
( 1

x− s
− 1

t− s

)
ds

och allts̊a

A .
1

|I|2

∫
t∈I

∫
x∈I

∫
s∈R

|f(s)− f3I |(1− χ(s))| 1

x− s
− 1

t− s
|dtdxds.

Men om x, t ∈ I, s /∈ 2I s̊a är

| 1

x− s
− 1

t− s
| ≤ |x− t|

|x− s|2
.

d

|s− x0|2

35



och vi f̊ar

|A| . d

∫
(3I)c

|f(s)− f3I |
|s− x0|2

ds ≤ C‖f‖∗.

Den sista olikheten följer av

Lemma 6.11. L̊at Q = Qd(x0) och α > 0. D̊a gäller∫
Qc

|f(x)− fQ|
|x− x0|n+α

.
‖f‖∗
dα

.

Övning 6.6. Bevisa det!

7. Littlewood-Paleyteori och Carlesonm̊att

V̊art nästa m̊al är att bevisa att y|∇Pf |2 är ett Carlesonm̊att om f ∈
BMO. Vi börjar med att definiera Littlewood-Paleys g-funktion.

Definition 7.1.

g(f)2(x) =

∫ ∞

0

y|∇x,yPf(x, y)|2dy, x ∈ Rn.

D̊a gäller

Sats 7.2.

‖g(f)‖Lp(Rn) . ‖f‖Lp(Rn), 1 < p <∞.

Anmärkning 7.1. Den omvända olikheten gäller ocks̊a. 2

P̊a grund av Poissonkärnans utseende är det lätt att verifiera att ∂
∂xi
py(x)

och ∂
∂y
py(x) alla är av formen 1

y
ψy(x) där

∫
ψ = 0 och

|ψ(x)|+ |∇ψ(x)| . 1

(1 + |x|)n+1
.

L̊at oss ändra normalisering och sätta Qf(x, y) = ψy ∗ f(x) där ψ är som
ovan och

g̃(f)2(x) =

∫ ∞

0

|Qf(x)|2dy
y
.

Sats 7.2 är en omedelbar följd av
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Sats 7.3. Om
∫
ψ = 0 och

|ψ(x)|+ |∇ψ(x)| . 1

(1 + |x|)n+1
.

s̊a gäller
‖g̃(f)‖p . ‖f‖p, 1 < p <∞.

Bevis. För v̊ara syften är det tillräckligt att visa detta d̊a p = 2, men vi ger
beviset för alla p.

D̊a p = 2 kan vi använda Parsevals identitet. Om vi Fouriertransformerar
i x-variabeln f̊ar vi

‖g̃(f)‖2
2 =

∫
Rn

dx

∫ ∞

0

|ψy ∗ f(x)|2dy
y

=

∫ ∞

0

dy

y

∫
Rn

|ψy ∗ f(x)|2dx

=

∫ ∞

0

dy

y

∫
|ψ̂(yξ)f̂(ξ)|2dξ

=

∫
Rn

|f̂(ξ)|2dξ
∫ ∞

0

|ψ̂(yξ)|2dy
y
.

Att
∫
ψ = 0 ger ψ̂(0) = 0 och

|ψ̂(ξ)| . |ξ|
(1 + |ξ|)2

.

Detta ger ∫ ∞

0

|ψ̂(yξ)|2dy
y

.
∫ ∞

0

(y|ξ|)2

(1 + y|ξ|)4

dy

y

=

∫ ∞

0

s2

(1 + s)4

ds

s
= C,

och allts̊a

‖g̃(f)‖2
2 .

∫
Rn

|f̂(ξ)|2dξ = ‖f‖2
2.

För att behandla fallet p 6= 2 skall vi uppfatta g-funktionen som en
Hilbertrumsvärd singulär integraloperator. L̊at H vara Hilbertrummet med
norm

‖f‖2
H =

∫ ∞

0

|f(y)|2dy
y
,

och definiera operatorn K : Lp(Rn) → Lp(H) genom

Kf(x)(y) = Qf(x, y).

37



Anmärkning 7.2. Att f ∈ Lp(H) betyder att för varje x ∈ Rn s̊a är f(x)
ett element i H och

‖f‖p
Lp(H) =

∫
Rn

‖f(x)‖p
Hdx =

∫
Rn

∫ ∞

0

|f(x)(y)|pdxdy
y

.

2

L2-resultatet visar att

‖Kf‖2
L2(H) =

∫
Rn

‖Qf(x, y)‖2
Hdx

=

∫
Rn

∫ ∞

0

|Qf(x, y)|2dxdy
y

= ‖g̃(f)‖2
L2(Rn) . ‖f‖2

L2(Rn).

S̊a K : L2(Rn) → L2(H). Vidare uppfyller dess kärna k(x) = k(x)(y) =
ψy(x) standarduppskattningarna; t.ex. gäller

‖k(x)‖2
H =

∫ ∞

0

| 1

yn
ψ(
x

y
)|2dy

y
= (sätt y = t|x|)

=

∫ ∞

0

1

|x|2n

∣∣ 1

tn
ψ(

x

t|x|
)
∣∣2dt
t

.
1

|x|2n
.

Övning 7.1. Visa att ‖∇k(x)‖H . 1
|x|n+1 .

Vi kan nu upprepa argumentet fr̊an den klassiska situationen (Calderon-
Zygmund uppdelning etc.) och Lp-uppskattningarna följer.

Om Q är en kub i Rn med sidan d l̊ater vi R = R(Q) vara kuben i Rn+1
+

given av R = R(Q) = Q× (0, d).

Definition 7.4. Ett positivt m̊att µ i Rn
+ kallas för ett Carlesonm̊att om

µ(R) ≤ C|Q| = Cdn,

för alla kuber Q. M̊attets Carlesonnorm, ‖µ‖C, är infimum av alla C som
duger.

Sats 7.5. Om f ∈ BMO(Rn) s̊a är

dµ = |Qf |2dxdy
y

ett Carlesonm̊att och
‖µ‖C . ‖f‖2

BMO.
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Bevis. Argumentet är snarlikt beviset för Sats 6.8., men n̊agot enklare ef-
tersom det inte är n̊agot problem att definiera Qf . L̊at Q vara en given kub
och skriv

f = f2Q + (f − f2Q)χ2Q + (f − f2Q)(1− χ2Q)

= f1 + f0 + f∞.

Eftersom
∫
ψ = 0 är Qf1 = 0. Uppskattningen av Qf0 följer med hjälp

av L2-begränsningen av g̃-funktionen:∫
R(Q)

|Qf0|2
dxdy

y
≤

∫
Rn

∫ ∞

0

|Qf0|2
dxdy

y

.
∫

Rn

|f0|2dx = |2Q| · 1

|2Q|

∫
2Q

|f − f2Q|2 . |Q|‖f‖2
BMO,

där den sista olikheten följer fr̊an Följdsats 6.6.
För att uppskatta Qf∞ observerar vi att d̊a x ∈ Q gäller

|Qf∞(x, y)| = |ψy ∗ f(x)|

.
∫

Rnr2Q

y

(y + |x− u|)n+1
|f∞(u)|du.

S̊a om (x, y) ∈ R(Q) är enligt Övning 6.5

|Qf∞(x, y)| . y

∫
Rnr2Q

|f(u)− f2Q|
|x− u|n+1

du .
y

d
‖f‖BMO,

och

1

|Q|

∫
R(Q)

|Qf∞|2
dxdy

y
.

1

|Q|

∫
R(Q)

‖f‖BMO

d
dydx = ‖f‖BMO.

Följdsats 7.6. Om f ∈ BMO s̊a gäller∫
f(x)

1 + |x|n+1
dx <∞

och
y|∇Pf |2dxdy är ett Carlesonm̊att.

Anmärkning 7.3. Omvändningen gäller ocks̊a. 2
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Vi avslutar denna paragraf med n̊agra resultat om sambandet mellan
Carleson- m̊att, Hardy-Littlewoods maximalfunktion och icke-tangentiell kon-
vergens.

Vi l̊ater Γx beteckna den räta konen i Rn+1
+ med spets i x ∈ Rn, Γx =

{(x, y); |x−y| < y}. Om u är en funktion i Rn+1
+ betecknar Nu(x) = supΓx

|u|
dess icke-tangentiella maximalfunktion. Nästa övning visar att NPf . Mf .

Övning 7.2. a) L̊at Γ = {(x, y) ∈ R2
+; |x| ≤ y} och χ = χ[− 1

2 , 1
2 ]. L̊at χy beteckna

dilationerna av χ, definiera v i övre halvplanet genom v(x, y) = χy ∗ f(x) och sätt

f∗(x) = sup
x+Γ

|v|.

Visa att f∗ . Mf.

b) Generalisera till fallet d̊a v ersätts med u där u är f :s Poissonintegral.

Vi har ocks̊a

Sats 7.7. Om µ är ett Carlesonm̊att och u är kontinuerlig s̊a gäller∫
Rn

∫ ∞

0

|u(x, y)|pdµ(x, y) . ‖µ‖C
∫

Rn

|Nu(x)|p

Bevis. L̊at Bx,y vara bollen med centrum i x och sidan y. Om |u(x, y)| > λ
s̊a är Nu > λ p̊a Bx,y och {x;Nu > λ} =

⋃
|u(x,y)|>λBx,y. Lemma 2.2 ger

disjunkta Bj med ∪3Bj ⊃ {Nu > λ}. D̊a gäller

µ{|u(x, y)| > λ} ⊂ µ(∪R(3Bj)) ≤
∑

µ(R(3Bj))

≤ (µ Carleson) ≤
∑

|3Bj| = 3n
∑

|Bj| ≤ 3n|{Nu > λ}|.

Argumentet ovan är inte helt korrekt, Bx,y är bollar och inte kuber som
i definitionen av Carlesonm̊att, men det är lätt att rätta till.

Följdsats 7.8. (Carleson-Hörmanders olikhet) Om p > 1 och µ är ett Car-
lesonm̊att s̊a gäller ∫

Rn+1
+

|Pf(x, y)|pdµ(x, y) . ‖µ‖C‖f‖p
p.

40



8. Paraprodukter och bevis av T1-satsen

L̊at ϕ, ψ ∈ C∞
0 med

∫
ϕ = 1 och

∫
ψ = 0. Sätt Ptf = ϕt ∗ f och

Qtf = ψt ∗ f . Formellt definierar vi paraprodukten mellan f och b genom

π(f, b) = πb(f) =

∫ ∞

0

Qt(Qtb · Ptf)
dy

y
. (8.1)

För paraprodukter har vi följande resultat:

Sats 8.1. Om b ∈ BMO s̊a uppfyller πb:s kärna standarduppskattningarna.

Sats 8.2. πb : L2 → L2.

Följdsats 8.3. πb är en begränsad singulär integraloperator och πb : Lp →
Lp, 1 < p <∞.

Om dessutom ∫ ∞

0

Q2
t

dt

t
= Id (8.2)

s̊a gäller

Sats 8.4. πb(1) = b och π∗
b(1) = 0, b ∈ BMO.

Med hjälp av dessa resultat kan vi ge

Bevis av T1-satsen. L̊at b = K1 och b∗ = K∗1. Sätt S = K−πb−(πb∗)
∗.

Enligt Sats 8.1 har S en standardkärna, och enligt Sats 8.4 gäller

S1 = K1−πb(1)− (πb∗)
∗(1) = K1− b− 0 = 0

och
S∗1 = K∗1−π∗

b(1)−πb∗(1) = K∗1− 0− b∗ = 0.

Proposition 5.9 ger S : L2 → L2, och enligt Sats 8.2 är ocks̊a K begränsad
p̊a L2.

Övning 8.1. L̊at K vara en singulär integraloperator med standardkärna. Visa att

K1 ∈ BMO(Rn) omm
∫

I

|K(χ3I)| . |I|.

En stor sv̊arighet i beviset av Sats 8.1-4 är att ge mening åt de formella
definitionerna (8.1) och (8.2). L̊at oss först betrakta (8.1).
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Lemma 8.5. L̊at

πε,N
b (f) =

∫ N

ε

Qt(Qtb · Ptf)
dt

t
.

D̊a konvergerar πε,N
b (f) svagt i L2 och

| < πε,N
b (f), g > | . ‖b‖BMO‖f‖2‖g‖2. (8.3)

Bevis. Med hjälp av Cauchy-Schwartz olikhet f̊ar vi

| < πε,N
b (f), g > | = |

∫ N

ε

< Qt(Qtb · Ptf), g >
dt

t
|

= |
∫ N

ε

< Qtb · Ptf,Q
∗
tg >

dt

t
| = |

∫
Rn

∫ N

ε

Qtb · PtfQ∗
tg
dxdt

t
|

≤
∫

Rn

(

∫ N

ε

|Q∗
tg|2

dt

t
)1/2 · (

∫ N

ε

|Ptf |2|Qtb|2
dt

t
)1/2dx

≤ (

∫
Rn

∫ N

ε

|Q∗
tg|2

dxdt

t
)1/2 · (

∫
Rn

∫ N

ε

|Ptf |2|Qtb|2
dxdt

t
)1/2

= A1/2B1/2.

Sats 7.3 ger

A ≤
∫

Rn

g̃(g)2dx . ‖g‖2
2.

P̊a grund av Sats 7.5 är |Qtb|2 dxdt
t

ett Carlesonm̊att µ med ‖µ‖C . ‖b‖2
BMO

och Följdsats 7.8 ger

B .
∫

Rn+1
+

|Ptf(x)|2dµ(x, t) . ‖µ‖C‖f‖2
2

. ‖b‖2
BMO‖f‖2

2,

och (8.3) är bevisad. Vi ser ocks̊a att < πε,N
b (f), g > konvergerar eftersom∫

t/∈(ε,N)

|Q∗
tg|2

dt

t
= o(1)‖g‖2

2

d̊a ε→ 0, N →∞.

P̊a grund av lemmat är allts̊a πb(f) definierat som ett svagt gränsvärde
i L2.
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Bevis av Sats 8.1. Vi skall visa att πb är en singulär integraloperator med
kärnan

k(x, y) =

∫ ∞

0

∫
z∈Rn

ψt(x− z)Qtb(z)ϕt(z − y)
dzdt

t
. (8.4)

L̊at oss först uppskatta k. Antag att stöd ψ ⊂ B1(0) och l̊at B = Bt(x).
D̊a gäller

|Qtb(x)| = |
∫

(b(y)− bB)ψt(x− y)dy|

.
1

tn

∫
B

|b(y)− bB|dy .
1

|B|

∫
B

|b(y)− bB|dy . ‖b‖BMO,

s̊a
‖Qtb‖∞ . ‖b‖BMO.

Detta ger

|k(x, y)| . ‖b‖BMO

∫ ∞

0

dt

t

∫
|ψt(x− z)ϕt(z − y)|dz

. ‖b‖BMO

∫ ∞

0

dt

t2n+1

∫
|x−z|<t
|y−z|<t

dz

Genom att translatera och rotera f̊ar vi∫
|x−z|<t
|y−z|<t

dz =

∫
|u|<t

|u−|x−y||<t

du.

Om vi dillaterar i t-integralen f̊ar vi

|k(x, y)| .
∫ ∞

0

1

s2nt2n

dt

t

∫
|u|<st

|u−|x−y||<st

du.

Med s = |x− y| och u = sv ger dettta

|k(x, y)| . 1

|x− y|n

∫ ∞

0

I(t)

t2n

dt

t
,

där

I(t) =

∫
|v|<t
|v−1|<t

dv.

Eftersom I(t) = 0 om t < 1
2

och I(t) ≈ tn d̊a t→∞ s̊a är∫ ∞

0

I(t)

t2n

dt

t
<∞
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och allts̊a

|k(x, y)| . 1

|x− y|n
.

Kalla πε,N
b :s kärna kε,N . D̊a är

kε,N(x, y) =

∫ N

ε

∫
z∈Rn

ψt(x− z)Qtb(z)ϕt(z − y)
dzdt

t
.

Som ovan f̊ar vi

|kε,N(x, y)| ≤ C

|x− y|n
(8.5)

likformigt i ε,N .
Att πb ∼ k betyder att om f, g ∈ C∞

0 har disjunkta stöd s̊a är

< πb(f), g >=

∫ ∫
k(x, y)g(x)f(y)dxdy.

Men

< πb(f), g > = lim
ε→0

N→∞

< πε,N
b (f), g >

= lim
ε→0

N→∞

∫ ∫
kε,N(x, y)g(x)f(y)dxdy.

Dominerad kovergens ger nu

< πb(f), g >=

∫ ∫
k(x, y)g(x)f(y)dxdy.

s̊a πb ∼ k där |k(x, y)| . |x− y|−n.
Att |∇k(x, y)| . |x− y|−(n+1) visas p̊a liknande sätt.

För att bevisa Sats 8.4 behöver vi tolka det formella villkoret (8.2). Vi
skall ocks̊a visa att vi kan välja ψ s̊a att (8.2) är uppfyllt.

L̊at

Aε,N = <

∫ N

ε

Q2
tf
dt

t
, g >

=

∫ N

ε

< Qtf,Q
∗
tg >

dt

t
=

∫
Rn

∫ N

ε

QtfQ
∗
tg
dtdx

t
.

S̊a

|Aε,N | ≤ (

∫
Rn

∫ N

ε

|Q∗
tg|2

dtdx

t
)

1
2 (

∫
Rn

∫ N

ε

|Qtf |2
dtdx

t
)

1
2

. (

∫
Rn

|g̃(g)|2dx)
1
2 (

∫
Rn

|g̃(f)|2dx)
1
2 ≤ ‖g‖2‖f‖2
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och

lim
ε→0

N→∞

∫ N

ε

Q2
tf
dt

t
=

∫ ∞

0

Q2
tf
dt

t

svagt i L2.
Om vi Fourier transformerar i x-variabeln f̊ar vi

<

∫ ∞

0

Q2
tf
dt

t
, g > = lim

ε→0
N→∞

<

∫ N

ε

ψ̂(tξ)2f̂(ξ)
dt

t
, ĝ >

= < f̂(ξ)

∫ ∞

0

ψ̂(tξ)2dt

t
, ĝ > .

Om nu ∫ ∞

0

ψ̂(tξ)2dt

t
≡ 1, (8.6)

f̊ar vi

<

∫ ∞

0

Q2
tf
dt

t
, g >=< f̂, ĝ >=< f, g >,

dvs. ∫ ∞

0

Q2
tf
dt

t
= f = Id f.

För att f̊a (8.6) uppfyllt väljer vi ψ radiell. D̊a är ψ̂ ocks̊a radiell och∫ ∞

0

ψ̂(tξ)2dt

t
=

∫ ∞

0

ψ̂(t|ξ|)2dt

t
=

∫ ∞

0

ψ̂2(s)
ds

s
= C2,

och om vi ersätter ψ med ψ/C gäller (8.6).

Bevis av Sats 8.4. Formellt är

πb(1) =

∫ ∞

0

Qt(Qtb · Pt1)
dt

t

=

∫ ∞

0

Qt(Qtb)
dt

t
=

∫ ∞

0

Q2
t b
dt

t
= b.

Att göra detta till ett bevis är lite besvärligt p̊a grund av kr̊anglet med
definitionen av πb(1); om η ∈ C∞

0 ,
∫
η = 0 och stöd η ⊂ B = Br(p) s̊a tog

vi χ ∈ C∞
0 med χ = 1 p̊a 2B och satte

< πb(1), η >=< πb(χ), η > + < 1− χ,π∗
bη > .

Den första termen är väldefinierad, den andra är det ocks̊a p̊a grund av
standarduppskattningarna:
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Om x /∈ 2B s̊a är

π∗
bη(x) .

∫
|k(x, y)− k(x, p)||η(y)|dy

.
∫

|y − p|
|x− p|n+1

|η(y)|dy .
1

|x− p|n+1

som är integrerbart mot 1−χ(x). Denna uppskattning gäller ocks̊a (uniformt)
för πε,N

b :s kärna. Vi f̊ar därför

< πb(1), η) = lim
ε→0

N→∞

< πε,N
b (1), η > .

För fixa ε,N har vi

πε,N
b (1) =

∫ N

ε

Qt(Qtb · Pt1)
dt

t

=

∫ N

ε

Q2
t b
dt

t
.

Det är inte självklart att πε,N
b (1) → b men∫ N

ε

(Q∗
t )

2η
dt

t
→ η.

Kom ih̊ag att ‖Qtb‖∞ . ‖b‖BMO. Dessutom gäller ‖Q∗
tη‖1 . t, t → 0, och

‖Q∗
tη‖1 . 1

t
, t→∞. Skriv nu

< πε,N
b (1), η > =

∫ N

ε

< Q2
t b, η >

dt

t

=

∫ N

ε

< Qtb,Q
∗
tη >

dxdt

t
.

Denna integral är absolutkonvergent och

< πb(1), η >=

∫ ∞

0

< Qtb,Q
∗
tη >

dt

t

=

∫ ∞

0

< b, (Q∗
t )

2η >
dt

t
=

∫
Rn

b(x)dx

∫ ∞

0

(Q∗
t )

2η
dt

t

=

∫
Rn

b(x)η(x)dx =< b, η >

s̊a πb(1) = b i BMO.
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För adjunkten π∗
b(1) har vi formellt

< π∗
b(1), η >=< 1,πb(η) >=

∫ ∞

0

< 1, Qt(Qtb · Ptη) >
dt

t

=

∫ ∞

0

< Q∗
t 1, Qtb · Ptη >

dt

t
=

∫ ∞

0

< 0, Qtb · Ptη >
dt

t
= 0.

Detaljerna som behövs för att verifiera att denna formella kalkyl är riktig
överlämnas (med glädje) till läsaren.
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