Losningsforslag till tentamen
TMAO043 Flervariabelanalys E2

2014-08-30 kl. 8.30-12.30

Examinator: Peter Hegarty, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Ase Fahlander, telefon: 0703 088 304

Hjialpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa

For godként pa tentan krivs antingen 25 poing pa godkéntdelens tva delar ssmmanlagt, eller att bada delarna ar
godkénda var for sig. For godkédnt pa del 1 krdvs minst 10 poéng, for godként pa del 2 krdvs 13 poéng. Erhallen
poéng pa nagon av delarna far ersitta poing pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta ldsar.
For godkant pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godként. Fér betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42
podng sammanlagt pa tentamens alla delar, inklusive eventuella bonuspoéng fran kryssuppgifterna.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réttas och bedéms ano-
nymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas
pa kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéntdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se nista blad

Godkintdelen, del 2
Uppgift 3, 4 och 5 se blad 3

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poédng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poédng pa denna del riknas in for att na godkantgriansen. Normalt krivs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. Visa att ekvationen x + y — 2z + €3* = 1 implicit definierar en funktion z = f(z,y) i en
omgivning av punkten (0,0, 0). Bestdm sedan Taylorpolynomet av grad 2 till funktionen
f(z,y) i punkten (0,0).

Lésning: Sitt F(z,y, z) = z+y—2z+e3* —1. Vi har F3(z,y, z) = —2+3e3* och speciellt 4r
F5(0,0,0) =1 # 0, sa det foljer av Implicita funktionssatsen att ekvationen F'(z,y,z) =0
implicit definierar en funktion z = f(z,y) i en omgivning av punkten (0,0,0). Vidare &r;

r+y—2f(z,y)+ @Y =1 | for alla (z,y) i en omgivning av (0,0)
Deriverar vi bada led m.a.p. x resp. y sa far vi

14+ (=243 @) fi(2,y) =0  och 1+ (=24 33 @Y fy(z,9) =0
Speciellt far vi att; f1(0,0) = —1 och f2(0,0) = —1. Ytterligare derivering ger att;

963 @) (f1(z,y))2 + (=2 + 363/ @) f11 (2, ) = 0
939 1 (w, y) fo(w, y) + (=2 + 3¢ @) fia(a,y) = 0
96310 (fo(ar,y))? + (=2 + 3e¥ 9)) fon(ar,y) = 0

och speciellt far vi att f11(0,0) = =9, f12(0,0) = =9, f22(0,0) = =9

(6p)



7.

Taylorpolynomet av andra ordningen till f(z,y) i punkten (0,0) &r déarfor

p2($7 y) - f(07 O) + fl(ov 0)$ + fQ(Oa O)y + % (fll(ov 0)12 + 2f12<07 O).’L’y + f22(07 O)yQ) -

Svar: pa(z,y) = —x —y — %x — %:ry — %y

(a)

:—x—y—g(x2+2xy+y2)

2 2

For ett vektorfilt F, visa att div (curl F) = 0 sa linge alla partiella derivator existerar.

Loésning: Om F = Fii+ Fyj + F3k sa ér

curlF = % — @ i+ 8F1 a-F13 . + 8F2 8F1 K
oy 0z

0z ox

ox oy

och darmed

div (curlF) =

Ay 0z

0z ox

0 (0F; 0OF n 0 (OF  OF; n 0 (0F, OF
Oz oy 0z \ Oz y
_ PR PR N OPF 9°F3 N PFR, PR

 Oxdy  0xdz  Oydz Oydxr  020x 020y

Med hjélp av Stokes sats, berdkna kurvintegralen fc F -dr, dir F = —yi+ 2%j + 2%k
och C #r skiirningskurvan mellan cylindern 22 +y? = 4 och planet z+2z = 3, orienterad
moturs sett uppifran lings z-axeln.

Losning: Lat S vara den del av planet x+2 = 3 som ligger inuti cylindern 22 +y? = 4
och 1at N vara den uppatriktade enhetsnormalen pa ellipsskivan S. D& r;

/F-dr://curlF~NdS
C S

curlF = (22 + 1)k och N dS = (i 4 k) dzdy

Har ar,

och S projiceras ner pa cirkelskivan D : 22 4+ 4% < 4 i zy-planet. Varpa vi far att;

//curlF-NdS—// (2x+1)dmdy—// drdy = arean av D = 4n
S D D

For en funktion f : R? — R och en punkt (a,b), forklara vad som menas med

(i) att f dr differentierbar i (a,b),

(ii) gradienten V f(a,b),

(iii) nivakurvan till f genom punkten (a,b).

Bevisa att om f &r differentierbar i (a,b) och V f(a,b) # 0, da &r V f(a, b) normal till
nivakurvan till f genom (a,b).

Loésning: Se Kapitel 12 i boken. Del (b) dr Sats 12.6.

(2p)

(4p)



Anonym kod sid.nummer | Poéng

TMAO043 Flervariabelanalys E2 2014-08-30

Godkéantdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast losningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Bestam aé?uf(:c,y), da f(x,y) = e, x = 3usinv och y = duv?. (2p)

Lo6sning: Kedjeregeln ger att;
g{; = gigz + g‘g};gz = (ye™)(3sinv) + (ze™)(40?) = - - - = 24urv?sinv el2v*v?siny,

0 .
Svar: — f(x,y) = 24uv’sinv 12wt sinv

ou

(b) Lét f(z,y) = 2z + e* Y. Bestiim ekvationen for tangentplanet till ytan z = f(z,y) i (3p)
punkten (0,0, 1). Bestdm #ven ett approximativt virde for f(0.02,0.03).

Losning: Tangentplanet till en funktionsyta z = f(z,y) i en punkt (xo,yo,20) be-
skrivs av ekvationen;

z =20 + fi1(zo,v0)(x — z0) + f2(z0,v0)(¥ — vo)- (1)

Har géller att

2

fl(xay) =2+ 21.6:02—3/7 f2($,y) = —¢¥ —y’

sa f1(0,0) =2 och f2(0,0) = —1. Inséittning i (1) ger ekvationen z = 1+ 2x — y.
Med = = 0.02, y = 0.03 i tangentplanets ekvation far vi z = 1.01, som da ger ett
approximativt vérde for £(0.02,0.03).

Svar: z=1+2zx—y och f(0.02,0.03) ~ 1.01

(¢) Bestim lingden av kurvan med parametriseringen r(t) = 2ti+Intj+t’k, 1<t <e. (3p)

L&sning: Liangden ges av

e e 3 1
/yr’(t)|dt:/ \/22+(1/t)2+(2t)2dt:/ \/4—|—t—2+4t2dt:
1 1 1
¢ JArt+ 42 +1 ¢ [(2t2 4 1)2 ©2%+1
:/ t+t+dt:/ (2t+)dt:/2t+dt:
1 t2 1 t2 1 t

¢ 1
:/ <2t+t> dt = (2 +Int)f = (2 4+ 1) — (124 0) = €%
1

Svar: Kurvan har lingden 2 (l.e.)

Till foljande uppgift skall fullstéindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Bestdm alla kritiska punkter hos funktionen f(z,y) = x3 — 2y?> — 2y* + 322y, och avgsr
om funktionen har ett lokalt max, lokalt min eller ingetdera, i de kritiska punkterna. (6p)



Losning: I de kritiska punkterna &r

f1 =32 + 6zy = 0, (2)
fo=—4y —8y> + 322 = 0. (3)
Fran (2) har vi 3z(x + 2y) = 0 sa antingen x = 0 eller z = —2y. Tag forst z = 0.

Inséttning i (3) ger —4y — 8y = 0 = —4y(1 +29%) =0 = y = 0, ty 1 + 2y? &r alltid
positiv. Da har vi en kritisk punkt (0,0). Tag nu i stéllet x = —2y. Insdttning i (3) ger
—4y —8y3 +12y% = 0= —4y(2y?> — 3y +1) = 0. Om y = 0 sa far vi (0,0) igen. Annars #r
202 —3y+1=0= 2y —1)(y—1) =0=y =1/2eller y = 1, som i sin tur ger z = —2
eller x = —1. Sa vi far ytterligare tva kritiska punkter, (—1,1/2) och (-2, 1).

For att klassificera de kritiska punkterna tillampar vi andra derivatans test. Forst har vi

fi1 =6(x+y), fao=—4—24y* fi2 =6

I punkten (—1,1/2) har vi fi1fa2 — f& = (=3)(—10) — (—6)? = —6 < 0, som medfor att
det ar en sadelpunkt.

I punkten (—2,1) har vi fi1fa2 — f& = (—6)(—28) — (—=12)%2 = 24 > 0, s en lokal extrem-
punkt. Eftersom f1; = —6 < 0 &r det en lokal maximum.

I punkten (0,0) #r fi1fe2 — f% = 0, sd testet ger inget definitivt svar. Diremot kan
vi direkt konstatera att for godtyckligt sma e > 0 giller f(e,0) = € > 0 medan att
f(0,6) = —2€2 —2¢* < 0, sa f antar bade positiva och negativa viirden i niirheten av (0, 0)
och ddarmed &r (0,0) en sadelpunkt.



D)

p)

Anonym kod sid.nummer | Podng
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Godkéntdelen: del 2
3. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
(a) Bestdm // (4¢** — 5sin y)dA, dir T #r det omrade i R? som begriinsas av (3
T
linjerna y =, y =0 och x = 4.
Lo6sning: Den itererade integralen blir
4 T 9 4 9 z 4 9
/ </ (4e® — 5siny) dy> dr = / [43/6:” + 5cosy}0 dx = / (4ze® +bcosz —b)dr =
0 0 0 0
4
- [zewz + 5sing — 51‘]0 — (216 4 55ind — 20) — (2404 0) = 210 + 5sind — 22.
Svar: // (4¢”* — 5siny) dA = 2¢'6 + 5sind — 22
T
(b) Betrakta vektorfiltet F = (2zy — 3)i+ (2° 4 cosy)j . Visa att F &r konservativt,
bestdm en potential for F och berikna det arbete som kraftfiltet F' utridttar pa en
partikel som forflyttar sig ratlinjigt fran (0,0) till (2,1). (3
Lésning: 0F) /0y = 2x = 0F/0x, sa F dr konservativt. En potential ¢ ska uppfylla
o¢ 99 _ o
— =2 - 37 a = )
o7 Ty oy T~ 4 cosy
och man kontrollerar ganska litt att losningen &r ¢(z,y) = 2%y + siny — 3z + C.
Arbetet ges sedan av ¢(2,1) — ¢(0,0) = —4 +sin 1.
Svar: Potentialerna har formen ¢(z,y) = 2%y+siny—3x+C, och arbetet #r —2+sin 1.
Till foljande uppgifter skall fullstindiga l6sningar redovisas pa separata skrivpapper.
Motivera och férklara sa vil du kan.
4. Lat K beteckna omradet i R? som inneslutas av paraboloiden z = 1 + 22 + 2 och planet
z =5, och lat 0K beteckna dess yta, inklusive toppen.
(a) Beridkna volymen av K. (2p
(b) Beriikna arean av 0K. (2p
(c) Med hjilp av Gauss divergens sats, bestdm flodet ut ur K av vektorfiltet (4p

1
F = (33:3 + cos(yz)> i+ (zy+29)j+ (¥%2 + ™)k

(T1ps FOR (c): Anvénd symmetri for att fa bort en term ur integralen).

Lésning (a): D4 2z = 5 sa ér 22 + y? = 4. Saledes ges volymen av

5
///dV:// dxdy/ dz:// (4 — 2% — 9?) dz dy.
0<z2+y2<4 1+x24y2 0<z2+y2<4

Vi byter till poliara koordinater och far

/0% /02(4 —7?) (rdr df) = 8.



(b): Ytan bestar av en del av paraboloiden plus toppen. Den senare ér en skiva av radie
2 (parallell med skivan x? + y? < 4 i wy-planet) och dirmed har arean 7(2?) = 47. Den
forsta dr en del av en funktionsyta z = f(x,y) sa vi kan anvinda formeln

Area://\/fg%—kfyz—i-ldxdy.

I det hir fallet &r f(z,y) = 1+ 22 + y? och vi integrerar &ver projektionen pa zy-planet,
som &r just skivan 22 + 2 < 4. Dérmed har vi integralen

.o VPP = [ AR Ly

0<z?2+y2<4

Vi byter till poldra koordinater och far

27 2
/ d@/ rv4r? + 1dr.
0 0

r-integralen beriknas genom att substituera u = 472 + 1 och integralen blir till slut
5 (173/ 2 1). Tillsammans med toppen ér alltsa den totala arean § (173/ 24 23).

(c):
OF, OF, OF;

_ .2 2
8$+8y+8z =z +tr+ty".

Flodet enligt Gauss sats &r lika med fff(:z:2 + 2 +y%)dV, dir vi integrerar 6ver samma
omrade som i del (a). Notera att integralen av x blir noll av symmetriskél. Da kommer vi
att fa

Il (22 + )4 — 2® — o) du dy
0<x24y2<4

som efter byte till polédra koordinater blir

27
/ d0/ Nrdr = - -:32?71-.

5. Lat R vara det omrade i forsta kvadranten av R? som begriinsas av koordinataxlarna samt

cirklarna med radier 1 och 3 kring origo. Med hjilp av Greens sats, bestdm
7{ (¢® + 62y) dr + (822 + siny?) dy,
OR
dér kurvintegralen tas moturs ldngs randen till R.
Losning: Kom ihag att Greens sats siger att

Fy, OF
Fld:n+F2dy—// <‘92—81> dA,
OR

dir kurvintegralen tas moturs lings randen. Hér &r Fy = e® + 6zy och Fy = 822 + siny?,
sa Greens sats séger att kurvintegralen &r lika med

//R(16:c—6:):)dA—10//R:):dA.

Omradet R ér en fjdrdedel av en annulus sa det dr naturligt att byta till poldra koodinater.
Ty 2 = rcos @ 1 polira koordinater far vi

w/2 3
10/ / (rcos®) (rdrdf) =10 x (Sin¢9)g/2 x (/33 =...= ==
0 1

(4p)



