Tentamen
TMAO043 Flervariabelanalys E2

2013-10-24 kl. 8.30-12.30

Examinator: Peadar O’ hEigeartaigh, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Anna Persson, telefon: 0703 088 304

Hjalpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa

For godkant pa tentan kravs antingen 25 poing pa godkéntdelens tva delar ssmmanlagt, eller att bada delarna ar
godkénda var for sig. For godkédnt pa del 1 kridvs minst 10 poéng, for godként pa del 2 krdvs 13 poéng. Erhallen
podng pa nagon av delarna far ersétta poing pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta liasar.
For godkéant pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godként. For betyg 4 eller 5 krivs dessutom 33 resp. 42
poing sammanlagt pa tentamens alla delar, inklusive eventuella bonuspoiing fran kryssuppgifterna.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réttas och bedéms ano-
nymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfille meddelas
pa kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéntdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se niista blad

Godkintdelen, del 2
Uppgift 3, 4 och 5 se blad 3

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéng fran godkéint och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poédng pa denna del riknas in for att na godkéntgriansen. Normalt krdvs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. Visa att ekvationen e™? = z — x — y implicit definierar en funktion z = f(z,y) i en
omgivning av punkten (0, 1,2) och beréikna %(O, 1)
Losning: Funktionen ges implicit av G(z,y,2) = 0 dir G(z,y,z) = e"™V* + 2 +y — 2.

Implicit derivering m.a.p. x ger

0z 0z Gy

Go+G,—=0= —=——-. 1
=t oz Ox G, (1)
P& samma vis, leder implicit derivering m.a.p. y till
0z G
5 =g 2)
dy G

Formlerna (1) och (2) maker sense om och endast om G, # 0, och detta ar kravet som
maste uppfyllas for att z ska vara en funktion av x och y. Vi berédknar direkt

Gy = yze™ 11, 3)
Gy = zze™* +1, (4)
G, = zye™* — 1. (5)

I punkten (0,1, 2) géller alltsa

Go=3, Gy=1, G,=-1. (6)

(4p)



Eftersom G(0,1,2) # 0 sa ér z en funktion av x och y i en omgivning av (0, 1, 2). Dessutom
har vi enligt (1), (2) och (6) att

0z 0z

Nu till den blandade andra derivatan. Fran (1), (6) och kvotregeln hérleder vi att

P _ 0 (02 _ 0 ( G\ _ Gafy — G vidoan) 0G. | 0G, -
oxdy oy \ox) Oy \ G. (G,)? N oy oy
Implicit derivering ger ocksa formlerna
oG, 0z 0G, 0z
gy UGy Ty T Uw T Ueg,
I punkten (0, 1,2) géller ddrmed enligt (7) att
oG, G,
8y = Gzy -+ Gzz7 Ty - ny + ze (9)
Inséttning av (9) in i (8) ger sedan
82
(’91‘83/(0’1’2) =3(Goy + Gz) + LGy + Giz). (10)

Fran (3), (4) och (5) hérleder vi att
Gy = a(l+ayz)e™?, G.. = (2y)’e™?, Gay=2(1+ay2)e™?, G = y(1 + ayz)e™?
sadan att i punkten (0,1, 2) géller

Goy=0, G.. =0, Gpy=2, Gp.=1.

Inséttning av dessa vérden i (10) ger slutligen att 5 (O 1,2) =3.

. Betrakta vektorfiltet F = xzi — yzj + (22 + y*)k  (obs! samma som i uppgift 5)

(a) Visa att G = (%x3+1‘y2)j+xyzk ar en vektorpotential till F dvs visa att curl G = F.
Utnyttja sedan detta samband och Stokes sats for att berdkna flodet av vektorféltet
F upp genom halvsfiren 22 + y% 4+ 22 =4, z > 0. (4p)

(b) Bestdm ekvationer for filtlinjerna till vektorfiltet F (4p)

Losning (a): Vi har

i k
VxG= % % = (22— 0,0 — yz, (2* + ¥*) = 0) = (zz, —yz,2> + y*) = F, v.s.v.
0 Y

Om S betecknar halvsfiren som i Uppgift 5, sa ges dess rand C av cirkeln 22 +y% = 4, z = 0,
dvs randen till locket £ fran Uppgift 4. Stokes sats séiger att

ﬂ(v % G)-NdS = f{ZG - dr, (11)
S

da C orienteras moturs sett ovanifran. VL i (11) &r just den flodesintegral vi soker, ty
V x G =F. Sa vi kan i stéllet beriikna HL. Vi visar tva alternativa sitt att gora detta.

METOD 1: PARAMETRISERA CIRKELN



Cirkeln C parametriseras av
r(t) = (2cost,2sint,0), 0<t<2m.

Pa C har vi
L 3 2 8 3 .2
G = 0,§x +zy,xyz | = 0,5005 t 4+ 8costsin“t,0 |,

sa

2
%G-dr :/ (O,icos3t+8costsin2t,0> - (—2sint,2cost,0) dt =
C 0

2m 1 2m 1
= 16/ (3 cos™ t + cos? t sin? t) dt = 16/ (3 cos* t + cos? t(1 — cos? t)) dt =
0 0

2w 2
= 16/ (cosZt —3 cos’ t> dt. (12)
0

Vi anvinder den trigonometriska identiteten
9 1
cos“t = 5(1 + cos 2t). (13)
Om vi kvadrerar bada leden och anvinder samma identitet igen sa far vi

1 1
cos’t = Z(l + cos 2t)? = 1(1 + 2cos 2t 4 cos® 2t) =

1 1 3 1 1
=1 [1 +2cos2t + 5(1 +cos4t)} =3 + §COSQt+ gcosélt. (14)

Inséttning av (13) och (14) in i (12) ger

16/27r 1+1 2t ! 4t ) dt
; 1 g eos 75 °08 .

Integralerna av cosinus funktionerna kommer att bli noll, av symmetriskél. Sa vi ldimnas
med 16 fo% % dt =16 (%) = 8, som ju stdmmer 6verens med resultatet i Uppgift 4.

METOD 2: ANVAND GREENS SATS I PLANET

Kurvan C ligger i xy-planet sa vi kan strunta i z-kompenenten av G och betrakta den
som ett vektorfilt i planet, ndmligen G =0 -1+ (%xS + ny) j- Greens sats innebér sedan

att
j({c; dr = g <a§§f - ﬁ;) d dy = £f(x2 +y°) de dy,

dir £ dr samma omrade som i Uppgift 4, nimligen skivan 22 4+ 32 < 4. Sa vi byter till
polédra koordinater och far

2m 2
/ / r? (rdrdf) = 8, v.s.v.
o Jo

Losning (b): Ekvationerna for filtlinjerna lyder i allménhet (se s.844 i boken)

do _dy _ dz
F, B, By



som i detta fall blir
dz  dy dz

= = 15
Tz —yz 12+ y? (15)
Tag forst den vinstra ekvationen. Man kan forkorta bort z sa att det star d?x = —%.

Integration ger
dx dy c
— =[] =4+C=he=-lhny+C=he+hnhy=C=In(zy) =C =y =c¢€".
x -y

Kalla e for C; och notera att C; maste alltsa vara positiv. Sa vi har

zy=Cqp, Cp>0. (16)

Detta #r ekvationen fér en hyperbel med sitt fokus i (0,0) och sina tva delar i férsta och
tredje kvadranten. Atervénd nu till (15) och betrakta

d d 2 2
o : :><$ +y>da;:zdz.
x

xz  x?4y?

Inséttning av (16) ger

Vi integrerar bada leden och far

for nagon annan integrationskonstant Cy. Detta kan forenklas till

2 ', (16) o o 2
i) == +2Cy = 2 —y° — 2° =20, (17)

Om Cy > 0 beskriver (17) en tvamantlad hyperboloid (se s.595 i boken). Om Cy < 0
beskriver den en enmantlad hyperboloid. Om Cs = 0 beskriver den en dubbelkon.

Slutligen ges féltlinjerna av skdrningskurvorna mellan (16) och (17).

. Definiera begreppen gradient och riktningsderivata for en funktion av tva variabler. Bevisa
sedan dels att Dy f(a,b) = ueV f(a,b) och dels att i punkten (a,b) vixer f(x,y) snabbast
i riktningen V f(a,b).

Ldsning: Se Definitioner 6 och 7, samt Theorem 7 och efterfoljande Remark i avsnitt 12.7
i boken.

Lycka till!
Peadar O’ hEigeartaigh

(6p)



Formelblad for TMA043 och MVEQ0S85,

Trigonometri.
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

1
cos(x) cos(y) = E(cos(x —y) +cos(z +y))
Integralkatalog
xa-&-l
/m dx = a+1—|—C , a#—1
/sina:dx = —cosz+C
1
/ 5 dx = tanz+C
cos’x
/e‘” dx = &+

1
farctang—&—C , a#0
a a

1
/7x2+a2 dxr =

1
/ﬁdl‘ = arCSin%+C,a>O
1 Y
/\/TTCZJ; = 1n|x+ $2+a|+c,a7é0
x a

Maclaurinutvecklingar

13/14

sin(z) sin(y) = %(cos(x —y) —cos(z +y))

sin(x) cos(y) = %(sin(x —y) +sin(x +y))

tan(z +y) =

tan(z) + tan(y)

1
/fdx
T
/cosa:

/ 1
sin2x
/ a® dx

dx

dx

/ J;faf)) o

/ Va2 dz
/ Vi T ade

o© _k
@ _ r _ T
e = > = ltatgrtgt
k=0
o0 2k—1 3 5 7
: - k-1 T _ T
sinx = Z( 1) e T =g + T +..
k=1
oo 2k 2 4 6
_ _)EE _ T T
cos T = Z( 1) 28! = 1 51 + T +..
k=0
I+z)> = i ) gk = l+ax+ ala— 1)172
k=0 F 2
oo 2 3 4
In(1 — kP — o r T
n(l+ ) ;( ) ToS ot
oo 2k—1 3 5 7
- ERAVES B - _r,r T
arctan x k,l( ) 5h 1 z-3 + 3 +
Ovrigt

Hfg zp(z,y, z) dedydz

Masscentrum (z7, yr, z7) for Q ges av xp =

p(x,y,z) dr densiteten.

Wq p(z.y, ) dedydz

)

)

1 — tan(z) tan(y)

In|z|+C

= sinz+C

= —cotx+C

a:p

Ina

In|f(z)|+C

1 5, 0 . T
= =xVa—=x +§arcs1n—

2

+C ,0<a#1

Ja

+C ,a>0

1
= §(xx/x2+a—|—aln|x+\/x2+a|)+C

0l <1 (

-l1<z<1

7] <1

, analogt for yr, zr.

> Q

):

ala=1)...(a—k+1)

k(k—1)...1



Anonym kod sid.nummer | Podng
TMAO043 Flervariabelanalys E2 2013-10-24
Godkéntdelen: del 1
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
(a) Bestdm riktningsderivatan av funktionen f(x,y) = y*+ 22y — 23 i punkten (2, 1) och
i riktningen u = 1(3,4). (2p)
Losning: f, = 2y — 322 och f, = 2y + 2z s& i punkten (2,1) har vi Vf = (f2, fy) =
(—10,6). Eftersom u ér redan en enhetsvektor sa ges riktningsderivatan av Vf - u =
3 4y _ 6
(—10,6) - (57 5) = 5
(b) Bestdm Taylorpolynomet av grad 2 till funktionen f(x,y) = In(x 4 2y) i punkten
(1,0) och anvénd Taylorpolynomet for att bestdmma en approximation av funktions-
vérdet f(1.1,0.2) (3p)

Losning: Man berédknar

1 2 -1 -2 —4

= avay T arey T Grme T Gregr T Grage

I punkten (1,0) géller alltsa
fx = 17 fy = 2) fx:c = _17 fxy = _27 fyy = —4.

Den allménna formeln for Taylorapproximationen av grad 2 lyder
1
flathb+k) = f(a,b) + hfo+ kfy+ 5 (B fox + 20k fay + K fyy)

dér alla partiella derivator beriknas i baspunkten (a,b). Hir dr f(z,y) = In(x + 2y)
och vi séitterina = 1,b=0,h = 0.1,k = 0.2 och de partiella derivatorna ovan. Vi far

1 0

F11,02) ~In1+ (0.1)(1) + (0.2)(2) + 5 [(0.1)%(=1) 4 2(0.1)(0.2)(=2) + (0.2)%(—4)] "£° 0.375.

En partikel ror sig langs kurvan r = %(t —2)3/2i 4 tj+ (t+ 1)k. Bestim de tidpunkter
t = a och t = b for vilka partikeln befinner sig i punkterna (0, 2, 3) respektive (%, 3,4).
Beréikna sedan lingden av kurvan mellan punkterna.

Losning: Man ser direkt att a = 2, b = 3. Langden av kurvan ges sedan av
3
/
dr

FEVIC2iH Lk

dr

— | dt.
dt

Vi har

sa |dr/dt| = \/(\/t —2)2 +12 + 12 = /t. Saledes har kurvan lingden

[ via=2(sv3-2v3).

Till fé6ljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

(3p)



2. Bestém det storsta viirde som funktionen f(z,y, z) = x+y—=z antar pa sfiren 22+ y>+ 22 = 1.

Lésning: Vi vill maximera f(z,y,z) = x + y — z under bivillkoret g(z,y,z) = 0 déar
g(z,y,2) = 2% + y? + 2% — 1. Lagranges metod ger de fyra ekvationerna

fz = Az, fy = Agya f:=Ag., g=0,
som 1 detta fall blir
1=X2z), 1=X(2y), —-1=A(22), 22+ +22=1

Man hérleder direkt fran de tre forsta ekvationerna att x = y = —z. Inséttning i den fjirde
ger sedan 3z? = 1 sa vi har tva losningar: (z,y,2) = +£(1/v/3,1/v3,—1//3). Eftersom
vi vill mazimera och inte minimera f sa dr det klart att vi ska vélja den losning med ett

positivt z-varde. Sa fmax = % + % — (-%) = % = /3.

(6p)



Anonym kod sid.nummer

TMAO043 Flervariabelanalys E2 2013-10-24

Poéng

Godkiantdelen: del 2

3. Till nedanstaende uppgifter skall korta I6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Visa att vektorfiltet F = yzi+ (zz + 2)j + (zy + y + 1)k &r virvelfritt (irrotational)
och bestam en potential till F.

Losning:

i j k
VxF=| 5 3 % |=(@+) = (@+1)y—y,z—2)=(0,0,0),
yz xz+z zy+y+1

sa F &r virvelfritt. En potential ¢ maste uppfylla de tre ekvationerna
¢ = /yzdw + Ci(y, 2) = zyz + Ci(y, 2),

¢ = /(:L‘Z + 2)dy + Co(x, 2) = zyz + yz + Ca(x, 2),

o= /(a:y—i—y—i— 1)dz+ Cs(x,y) = zyz +yz + 2 + Cs(z,y).

For konsekvens kravs ¢ = zyz +yz + 2z + C.

(b) Bestdm masscentrum (z,y, Z) for den kropp K som bestar av ett homogent
material och som begrinsas av zy-planet och paraboloiden z = 1 — 22 — 2.
(Tips: z = [[[r 2dV/ [[[; AV och av symmetriskél &r 7 = § = 0)

Losning: Det ér enklast att anvéinda cylindriska koordinater. Téljaren blir

[[ dady /HQ_yQ 2dz = % [ =2y ?drdy =
0

x24y2<1 x24+y2<1

1 2m 1 900 T
—2/0 /0(1—r)rdrd0—---—6

Namnaren berdknas pa liknande vis:

| dway /l_zg_yQ tde= ([ (-2 y?)dudy =
0

J:2+y2§1 m2+y2§1
27 1
T
:/ /(1—r2)rdrd0:---:.
o Jo 2
Sa z = :—?S = % och masscentrumet dr punkten (0, 0, %)

Till foljande uppgifter skall fullsténdiga 16sningar redovisas pa separata skrivpapper.
Motivera och forklara si vil du kan.

4. Betrakta vektorfiltet F = (822 — 32)i + (222 + y)j och 14t C vara randkurvan till triang-
eln med horn i (0,0), (2,0), och (0,4) orienterad moturs. Berikna kurvintegralen [, Fedr
genom att...

(a) parametrisera randbitarna och utga fran definitionen av kurvintegral.

(b) anvénda Greens sats.

(3p)



Losning (a): Vi delar upp randen som C = C; UCy U C3 dér C; &r strickan fran (0,0) till
(2,0), Co ar strickan fran (2,0) till (0,4) och Cs &r striackan fran (0,4) tillbaka till (0, 0).

Da galler
%F-dr:/ F-dr+/ F-dr+/ F - dr. (18)
C C1 Co CS

Vi har parametriseringarna

C1ir(t) = (£,0), 0 <t <2 dr/dt = (1,0)
Coir(t)=(2—1,2t),0<t <2 dr/dt=(-1,2)
Cs:r(t) = (0,4 —1t), 0 <t <4 dr/dt = (0,-1).

Vi har ocksa F = (822 —42, 222 +y) sa pa varsin del av randen ges F i termer av parametern
t av respektive

Ci: F = (8t2,2t7),
Co:F=(82—1)%—(26)%,2(2 —t)? +2t) = --- = (32 — 32t + 4t%,8 — 6t + 2t?),
C3:F=(—(4—1)24—1).

Vi berdknar de tre integralerna i (18) i tur och ordning. For det forsta,

? ? 64
/F~dr:/(8t2,2t2)~(1,0)dt:/ 8t?dt == —.
C1 0 0 3

For det andra,
2 2
/ F-dr:/ (32 — 32t 4 412, 8 — 6t + 2t%) - (—1,2)dt:/ (=16 4 20t) dt = --- = 8.
C 0 0
For det tredje,
4 4
/ F-dr_/ (—(4—t)2,4—t)-(0,—1)dt—/ (t—d)dt = — -8,
C3 0 0
Sammanlagt har vi ddrmed
64 64
F.-dr=—+8-8=—.
?{C 3 3
(b): Enligt Greens sats giller (T" star for insidan till triangeln)

éF-dr:fj <%};2 — 8;;) dxdy:jf(4x+2y)dmdy:
T T

64

2 4-2z 2 2
:/ dx/ (4x+2y)dy:/ d:c[(4xy+y2)é_2m]:---:4/(4—x2)d:v:---:, V.S.V.
0 0 0 0

. Betrakta vektorfiltet F = xzi — yzj + (22 + %)k

(a) Visa att F &ar kéllfritt (solenoidal).
(b) Bestdm flodet av vektorfiltet F upp genom halvsfiren 22 + y% + 22 = 4,2 > 0.
Losning (a):

_OF  OF, 0Fy O 9, D, . -
VoE= Ox + oy * 0z _ﬁm(xz)+ay( yz)+az(95 +y)=2z—2+0=0, vs.v.

(b): Kalla halvsfiren for S. Om vi ligger pa ett lock £, niamligen skivan z = 0, 22412 < 4,
sa far vi en sluten yta S U £ och enligt Gauss sats géiller

@F-Ndszgfv.l?dv.

SuL



Men trippelintegraln dr noll, ty vi har redan sett i del (a) att F &r kéllfritt. Det betyder
att flodet upp, dvs ut, genom S maste balanseras exakt av flodet ut, dvs ner, genom L,

dvs
HF-Ndsz —HF.NdS.
S L

Men flodet genom L kan berdknas direkt ty normalvektorn &r konstant dér, ndmligen

A~

N = (0,0,—1). Sa

ij-NdS: fj —($2+y2)dS:—/(;27T/02T'2(7’d7’d0)2—871'.

L r24+y2<4

Sa flodet upp, dvs ut, genom halvsfiren ar +8.



