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Calculus: 12.4 - 12.7, 12.9

Kapitel 12 handlar om funktioner av flera variabler. I veckans avsnitt skall vi arbeta med
en del begrepp som &r valkanda fran envariableanalysen men nu i en mer generell tappning.
I huvudsak handlar det om att derivera funktioner av flera variabler och anvéanda derivata
for att pa olika sétt beskriva och approximera sadana funktioner. Derivatan av en reellvard
funktion f(x) av en variabel i en punkt xy méter hur "snabbt/langsamt” funktionsvirdena
fordndras i en omgivning av xy och man vill att derivatan skall ha samma betydelse dven
for funktioner f(zy,xs, ..., x,) av flera variabler. Det &r dock inte givet hur man skall méta
denna foréndring eftersom vi i omgivning av en punkt i R™ har odndligt manga riktingar
att ta hinsyn till. De partiella derivatorna méter forandringshastigheten i axelparallella
riktingar och med dessa, samlade i en vektor som kallas gradienten, kan vi sedan enkelt be-
stdmma fordndringshastigheten i alla andra riktingar genom s.k. riktningsderivata. I manga
situationer behéver man kunna hantera sammanséttningar av funktioner, t.ex. vid varia-
belbyten, och for att derivera sadana sammanséttningar finns en kedjeregel, liknande den
for funktioner av en variabel. Forsta ordningens derivator innehaller véardefull informa-
tion om en funktions beteende och med dess hjalp kommer vi bl.a. berdkna approximativa
funktionsvarden, genom linjariseringen eller differentialen, och bestamma tangentplan till
funktionsytor och nivaytor. Vi kommer inféra begreppet differentierbar vilket &r den na-
turliga motsvarigheten till deriverbarhet for funktioner av en variabel.Vi skall &ven studera
hogre ordningens derivator och bl.a. se hur dom i Taylorutveckling tillsammans kan kombi-
neras for att ge en béttre approximation av en funktion &n vad linjérisering ger. Mycket av
den naturvetenskapliga och tekniska forskningen under det forra arhundratet priaglades av
linjdra approximationer av mer komplexa problem. Mycket talar for att man i framtiden
kommer behéva mer nogranna analyser som bygger pa hégre ordningens approximationer.

Calculus: 13.1

Kapitel 13 handlar om tillimpningar av derivata. Framfor allt kommer vi se pa hur derivata
kan anvéandas for att 16sa olika typer av optimeringsproblem, som beskrivs med funktioner
av flera variabler. I avsnitt 13.1 ges tillrdckliga villkor for existensen av extremvirden
(max/min) och dér beskrivs ocksa var man skall leta for att finna dessa extremvérden.
Lokala extremvérden kan t.ex. finnas i s.k. stationdra punkter, diar de partiella derivatorna
ar 0. Ofta kan man avgora om en sadan stationér punkt &r lokalt maximum eller minimum
genom att studera funktionens andraderivator. I avsnittet finns enkla kriterier for att avgora
detta.

Rekommenderade uppgifter

Avsnitt Godkéntniva Overbetygsniva
Instuderingsuppgifter | Traningsuppgifter
124 |57 11, 18 15, 16
125 | 1,3 7 11,15 17, 19, 31 21, 24, 33
126 | 5,7, 19 11, 17, 18 21, 25
127 | 3,7, 11, K: 9, 10 17,19, 21a-d 20, 21e, 27, 29
12.9 | 1,5, 7 (grad 2 récker) 13
131 | 3,5 K: llac 7,24, K: 12d 17, 27, 28, 29

Veckans kryssuppgifter: 12.3.27, 12.5.17, 12.6.19, 12.7.7



Larmal:

For att bli godkind pa kursen skall du kunna:

Adams | Mal

12.4 beridkna partiella derivator av hégre ordning genom att tillimpa deriveringsregler for

12.5 funktioner av en variabel samt kedjeregeln.

12.6 berdkna linjériseringen och differentialen fér en reellvird funktion och utnyttja dessa
till approximativ berdkning av funktionsvérden.

12.6 berdkna Jacobimatrisen och differentialen for en vektorvird funktion och utnyttja
denna till approximativ berédkning av funktionsvérden.

12.7 beridkna gradient och riktningsderivata Dy f(a) da ||ul| = 1 (med sats 12.7.7) till en
funktion av tva eller tre variabler samt utnyttja deras egenskaper (se definition 12.7.7,
markerad ruta s 718) vid problemlosning (se t.ex. exempel 3 och 4).

12.7 bestdmma ekvationer for tangentlinje och normallinje till nivakurva samt
tangentplan och normallinje till nivayta (se sats 12.7.6 och t.ex. exempel 6).

12.9 beriikna taylorpolynom av ordning tva, till funktioner av tva variabler, bade genom
att utga fran Taylors formel och genom att utnyttja kdnda Taylorpolynom i en
variabel (jmf. exempel 1 och 2).

13.1 definiera begreppen lokalt maximum /minimum, sadelpunkt, globalt
maximum/minimum, kritisk punkt och singulér punkt.

13.1 bestdmma kritiska/stationéra punkter for f(z,y), dar ekvationssystemet

V f(z,y) = 0 &r relativt enkelt samt klassificera de kritiska punkterna
med hjilp av sats 13.1.3 eller remark s 748.

For overbetyg skall du ocksa kunna:

Adams | Mal

12.6 definiera begreppet differentierbar funktion.

12.6 redogora for relationerna mellan egenskaperna for en funktion: kontinuerlig,
kontinuerliga partiella derivator samt differentierbar

12.6 formulera och bevisa kedjeregeln for go f da f : R — R? och ¢ : R? — R samt
formulera kedjeregeln pa matrisform for go f da f : R* — R™ och g : R™ — R*
(se sid. 709).

12.7 definiera begreppen gradient och riktningsderivata, redogora for och bevisa deras
egenskaper (sats 12.7.6, sats 12.7.7 samt markerad ruta s 718).

12.8 visa att en ekvation eller ett system av ekvationer lokalt definierar en funktion
implicit samt berdkna funktionens partiella derivator.

12.8 kénna till sambandet mellan Jacobideterminanten till en transformation och
Jacobideterminanten till inversen (sid. 733).

12.9 bestdmma taylorpolynom till implicit definierad funktion.

13.1 bestdmma kritiska/stationéra punkter for f(z,y), dar ekvationssystemet

V f(z,y) = 0 & mer komplicerade, samt klassificera de kritiska punkterna
med hjélp av taylorutveckling av andra ordningen (se t.ex exempel 13.1.5).




