Matematik Chalmers
Tentamen i TMV120 Inledande matematik Z, 2010-08-25, fm V

Telefon: Ida Séfstrom, 0703-088304
Inga hjialpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Tentamen omfattar 50 podng. Maximal podng fér varje uppgift ges i marginalen. Skriv val, moti-
vera och forklara vad du gor; endast vélformulerade l6sningar ger full poéng!

Betygsgranser: 3: 20-29p, 4: 30-39p, 5: 40—.

Losningar anslas pa kursens hemsida efter tentamens slut. Resultat meddelas per epost. Tentamen
aterfas i borjan av lidsperiod 2 i samband med forelasning i efterfoljande kurs.

1. Till denna uppgift skall endast svar ldmnas in, alltsd utan motiveringar.

(a) Berikna |z| om z = cos(57/12) + isin(57/12). (2p)
2z + 4y + =z = 0

(b) Los ekvationssystemet ¢ 2z + y — z = 3 . (2p)
-z + z = -4

(c) For vilka funktioner f som é&r definerade pa R géller det att f/(z) = 0 for alla z? (2p)

(d) Bestdm samtliga asymptoter till f(z) =z + L. (2p)

(e) Lat f(z) = sin(x?)/x. Beriikna foljande griinsvirden:

2
il f(@) G dm f(@) i lm 15(;%@

(3p)

(f) For vilka = géller olikheten |z — 1| > |x — 5|7 (2p)

Till uppgifterna 2-5 skall fullstindiga 16sningar limnas in.

2.(a) Ange alla vektorer i planet som &r vinkelrdta mot (a,b), dir (a,b) €j dr nollvektorn. (1p)
(b) Lat L vara skédrningslinjen mellan planen med ekvationerna x + 2y + z = 4 och 2z + 4y —
3z = 13. Bestdm L pa parameterform. Du far svara antingen pa vektorform eller komponent for
komponent. (2p)
(c) Beriikna volymen av parallellepipeden med hérn i (2,4,1), (2,1, —1), (—=1,0, 1) och i origo. (3p)

3. (a) Lat a > 0 vara en konstant och f(z) =1/x — ax. Vad &r det minsta virdet

f antar pa intervallet (0, 1]? (3p)
(b) Vilket ér det stérsta virdet a kan anta sa att funktionen g(z) = xlnx — az?®/6 ir
konvex pa intervallet (0, 1]? (3p)

4. Skissa grafen av funktionen

Ange lokala extrempunkter och asymptoter. (6p)

5. Guido star pa ett band som rullar frammat med hastigheten 2 m/s. Han vill kasta en boll sa
langt som mojligt. Antag att landhdjd och utgangshsjd #dr samma. Han kan kasta bollen i 4 m/s
relativt bandet. I hur hog vinkel bor han sikta? Svaret far innehalla arcusfunktioner. Tips: Ansétt
en variabel v, for hastigheten i y-led och uttryck tiden 7" som bollen befinner sig i luften i v,. (6p)
Viand!



6. Avgor vilka av foljande pastaenden som &r sanna respektive falska. Motivering krivs ej. Rétt

svar ger 1 podng, inget svar 0 poéng och fel svar -1 poéng. Dock dr 0 minsta méjliga poédng totalt.
(6p)

a) Om f #r en stringt vixande funktion s #r inversen f~! stringt avtagande.

b) Det finns en invers till f(z) = sin(x) pa varje intervall av lingd mindre én 27.

¢) Ett tredjegradspolynom med reella koefficienter har alltid minst en reell rot.

d) En av logaritmlagarna lyder (Ina)® = blna.

e) Pastaendet lim,_,, f(z) = L maste vara falskt om foljande géller: For varje § > 0 finns x sa

att |z —a| < d och |f(z) — L| > 1.

(f) Om f dr en konvex funktion sa dr f vixande.
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7. (a) Definera kontinuitet for en funktion i en punkt. Definera dven derivatan av en funktion

i en punkt. (2p)
(b) Visa att deriverbarhet medfér kontinuitet. (2p)
(c) Forklara/bevisa med hjilp av medelvirdessatsen att en funktion med positiv derivata dr

vixande. Kom ihag: Att f dr vixande innebér att f(b) > f(a) om b > a. (3p)

In bocca al lupo!
/jacob



TMV120 Inledande matematik Z, 2010-08-25, fm V. Lo&sningar.

1. (a) Svar: |z| = 1. Alla komplexa tal med absolutbelopp 1 &r pa formen coswv + isinv (och
omvént alla sddana tal har absolutbelopp 1).

(b) Svar: (x,y,2) = (8,7, —12).

(c) Svar: Alla konstanta funktioner. Det ir klart att dessa har derivatan 0. Det foljer fran medel-
virdessatsen att en funktion vars derivata &r 0 maste vara konstant.

(d) Svar: Sned asymptot y = x och vertikal asymptot = 0. Fér att finna den sneda asymptoten
ricker det att observera att f(z) dr summan av 1/x och z, déir den ena termen har griansvirdet
noll och den andra &r en linjir funktion. Alternativt kan man berdkna k = lim, 1 f(x)/z, och
sedan m = lim,—, 1 oo (f(x) — kx). Eftersom bada dessa gransvirden existerar sa dr y = kx+m =z
en asymptot.

(e) i. Svar: 0. Griinsvirdet #r noll eftersom sin z? #ir begriinsad och 1/z — 0.

ii. Svar: Existerar inte. Vi maste forst berdkna f/(x), som &r

sin 22

x2

f'(x) = 2cosz? —

Den andra termen har gransvérde noll enligt resonemanget i den forsta deluppgiften. Den forsta
termen pendlar odndligt manga ganger mellan —1 och 1. Alltsa pendlar f/(z) ocksa néra —1 och 1
odandligt manga ganger. Denna funktion inget gransvéirde, ty om det hade funnits, sa skulle grafen
stabiliseras kring gransvirdet.

iii. Svar: 1. Funktionen &r en produkt av z 4+ 1 och ln(l%w) Den forsta har gransvardet 1 och det
har dven den andra (detta &r ett standardgrénsvérde). Produkten av dessa tva griansvirden blir
alltsa 1-1=1.

(f) Svar: > 3. Ekvationen kan tolkas som ” avstandet mellan a och 1 &r storre én eller lika med
avstandet mellan x och 5 7. Detta giller om x ligger pa medelpunkten mellan 1 och 5 pa tallinjen
eller till hoger om denna. Medelpunkten &r (1 +5)/2 = 3.

2. (a) Svar: {t(—b,a) : t € R}. Vi anvéinder oss av skaldrprodukten: (z,y) dr vinkelridt mot (a,b)
omm (z,y) - (a,b) = ax + by = 0. En lésning till denna ekvation dr (x,y) = (—b,a). Alla andra
losningar bildar en linje parallell med denna dvs (x,y) = t(—b,a) dir t € R.

(b) Vi maste 16sa evkationssystemet som bestar av ekvationerna x+2y+2z = 4 och 2z+4y—3z = 13.
Genom radoperationer far vi det ekvivalenta systemet som bestar av 4+ 2y = 5 och z = —1. Vi
har y som fri variabel och far da 16sningen (z,y, z) = (5 — 2t,t, —1).

(c) Svar: Volymen &r 1. Volymen kan berdknas med hjélp av determinanten som

2 4 1
v=|2 1 -1|=|-1=1
-1 0 1
3. (a) Svar: 1 — a, antas i * = 1. Derivatan ir f'(z) = —(1/22 + a), vilket ir stringt negativt

for alla x > 0. Alltsa ar funktionen strangt avtagande, sa den antar sitt minimum i den hogra
dndpunkten x = 1, och dér &r funktionsvirdet f(1) =1 — a.
(b) Svar: @ = 1 #r det storsta virdet. Funktionen &r konvex om ¢”(x) > 0 pa intervallet. Vi har
att ¢”(x) = 1/x — ax, dvs samma funktion som i (a). Denna funktion #r ickenegativ omm dess
minimum &r ickenegativt. Alltsa omm 1 —a > 0.
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4. Vi kan t.ex. borja med att bestdmma sneda asymptoter. Det enklaste sdttet dr att utfora
polynomdivision. Vi far da

2 +1 2

=rz—1+——.

z+1 z+1
Dérfor &r y = x — 1 en sned asymptot, ty den andra termen dr en rest term som har grinsvirdet
noll i odndligheten. Man kan ocksa anvinda den vanliga metoden att bestdmma k och m.
Nimnaren x + 1 ger upphov till en vertikal asymptot x = —1. Eftersom x2 + 1 alltid &r positivt
och = + 1 viixlar tecken da vi passerar den vertikala asymptoten ser vi att lim,_,_q+ f(z) = oo
och lim,_,_;- f(x) = —oco. Vi ritar in detta i grafen och kontrollerar sedan att det verkar stimma
overens med eventuella extrempunkter.
Vi berdknar nu derivatan f'(z).

() 20(x+1)— (22 +1) 22 +2x -1
xXr) = =

(x+1)2 (x+1)2
Néamnaren ovan &r alltid positiv, sa téljaren avgor tecken foér funktionen (och didrmed pa vilka
intervall funktionen véxer och avtar). Vi faktoriserar nu ndmnaren genom att l6sa ekvationen
2% + 22 — 1 =0, vilket ger

2?42 —1=(x4+1+V2)(z+1-V2).

En teckentabell visar att f(x) #r vixande pa (—oo, —1 — /2), avtar sedan mellan —1 — /2 till
—14+/2 och viixer slutligen pa (—1+ \/57 00). Alltsa dr —1— v/2 en lokal maxpunkt och —1+ V2 en
lokal minpunkt. Detta &r konsistent med séttet som grafen ndrmar sig den vertikala asymptoten.
Nedan finns en icke skalenlig plot fran matlab.

Ficur 1. y = ai_:rll?x:—l OChy:x—l

5. Antag att Guido kastar bollen med hastighetsvektorn (v,v,) relativt bandet. Relativt mar-
ken blir da hastighetsvektorn (v, + 2,v,). Eftersom Guido formar att kasta bollen i 4 m/s sa
géller det att v, = 4cosf och att v, = 4sinf, diar 0 &r kastvinkeln fran marken. Antag att
tyngdaccelerationen ar g och att bollen befinner sig T sekunder i luften. Det géller att hastig-
heten avtar med g m/s varje sekund. Alltsa tar det v, /g sekunder tills dess att hastigheten har
blivit noll. Med andra ord: T/2 = v,/g = ﬁsin 6. Under denna tid hinner bollen firdas stréc-
kan (v, + 2)T = 8/g(4cosf + 2)(sinf). Vi ska maximera denna stricka. Vi bryter ut 16/g och
maximerar funktionen

f(0) = (2cosf + 1)(sin0).
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Derivatan &r
f'(#) = —2sin® 6 4 (2cos 6 + 1)(cos 9).
Vi ansiitter X = cos 6. Losningarna till f/(0) = 0 ges av alltsa av ekvationen
—2(1- X%+ (2X +1)X =0,

vars positiva rot & X = (—1 4 +/33)/8. Vi &r inte intresserade av den negativa roten eftersom
Guido naturligtvis kastar bollen framat. Vi far da att § = arccos((—1 + v/33)/8). Vi behover inte
undersoka randvérdena 6 = 0 och § = 7 ty de ger bara kaststrackan noll.

6. (a) Falskt. Ett enkelt motexempel som visar att detta #r falskt: f(x) = z. Inversen f~1(y) =y
ar stringt vixande!

Vi kan #ven visa att inversen alltid dr striingt viixande: Antag att y; < yo och att f=1(y;) = 21
och f~Y(ya) = xo. Vi vill visa att z1 < xo. Vi har per definition att f(z1) = y; och f(x2) = ys.
Om det vore sant att x1 > xo sa vore y; > yo eftersom f &r str. vixande. Alltsa maste x7 < zs.
(b) Falskt. Bara pa de intervall dir funktionen &r injektiv. Man inser att detta inte géller for
alla angivna intervall ldttast genom att forestélla sig sinus graf. Funktionen upprepar véirden tva
ganger pa (korta) intervall som innehaller en top eller en dal.

(c) Sant. Algebrans fundamentalsats ger att det finns tre komplexa rétter om man riknar multipli-
citet. Vi har visat i kursen att ickereella rotter till ekvationer med reella koefficienter férekommer
i konjugerade par (t.ex. 4 + 37 och 4 — 3i). Alltsa ar antalet reella rotter udda, och dirfor ej
noll. Man kan &ven sluta sig till 16sningen med hjélp av satsen om mellanliggande virde, ty ett
tredjegradspolynom har grinsvirdena +oo da x — —oo resp. x — oo. Detta ingick i en av dator-
labbarna.

(d) Falskt. Lagen som liknar denna lyder In(a®) = blna. Det r klart att 2° = bz inte kan gilla i
allménhet.

(e) Sant. Om pastaendet lim,_., f(z) = L hade varit sant sa hade |f(z) — L| < € gillt for god-
tyckligt € och tillrickligt litet 6. Detta leder till motségelse om e < 1, for |f(z) — L| kan inte bade
vara storre och mindre &n 1 samtidigt. Alltsa maste lim,_,, f(z) = L vara falskt, sa (e) &r sann.
(f) Falskt. Vi vet bara att f” #r positiv, f/ kan mycket vil vara negativ. Tag t.ex. f(z) = 22 —100z.
Denna funktion ar konvex overallt, men den dr avtagande pa (—oo, 50).

Tab. Se teorilistan (for sidhéinvisning) och foreldsningsanteckningarna.

Tc. Antag att b > a. Vivill se att f(b) > f(a), dvs att f(b) — f(a) > 0. Enligt medelvérdessatsen
far vi att f(b) — f(a) = (b—a)f'(c) f6r nagot ¢ mellan a och b. Bade b — a och f'(c) &r positiva
enligt vara antaganden, sa vi ar klara.

/jacob



