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Tentamen

Telefonvakter: Peter Hegarty, Oscar Marmon
tel. 0733-428321/0762-721860

Linjir Algebra Z1 (tmv140)

Skriv namn och personnummer pa samtliga inlimnade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

Betygsgranser: 20 - 29 p. ger betyget 3, 30 - 39 p. ger betyget 4 och 40 eller mer betyget 5. (Bonuspoing
fran duggor 06/07 inkluderas.)
Losningar 1dggs ut pa kursens (06/07) webbsida 19/1. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter

tentamenstillfillet. Granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

1. Till denna uppgift ska du endast ldmna in svar, alltsd utan motiveringar.
Skriv svaren tydligt och i ordning pa (om mdgjligt) ett blad.

(a)

11 1 1
.. . 11 1 2
Berikna determinanten 11 3 5 (2p)
1 7 11 13
Ange det reella tal a for vilket {vi,vo,v3} inte utgor en bas till R® dér (2p)

vi=[1 1 1], vo=[-1 2 3], vs=[2 -1 o]

Om punkten (2,3) roteras 60 grader moturs runt origo i R?, i vilken punkt (2p)
hamnar den 7

Ange LU-faktoriseringen av matrisen (2p)
1 3 1 2
A=|3 10 2 2
4 8 6 7

Ange den linje y = kz + m som &r bist anpassad, i minstakvadratmetodens (3p)
mening, till punkterna (0, 1), (1,—2) och (2, 7).

Ange alla losningar till ekvationssystemet (3p)
2 1 —4 3 . 1
13 3 1|72 =13
23 0 1 s 3
T4

Ange dven rangen av koeflicientmatrisen till véinster.

Till resterande uppgifter skall du ldmna in fullstéindig 16sning, alltsa vil motiverat!

2. Los foljande system av differentialekvationer (5p)

{

zh (t) = 3z1(t) + 2z2(t)
$’2(t) = 2.771 (t) + 3.’1?2(75)

.’El(O) = 1, .’EQ(O) =1.

Ange dven limy_, o x1(t) och limy_,o zo(t).

Var god vind!



3. Betidm en ortogonal matris P och en diagonal matris D siddan att P~'MP = D dir

Ange dven en formel for M", dir n ir ett godtyckligt positivt udda heltal.
4. L4t V vara det underrum i R* som spinns uppavvi=[1 2 2 4 }T och vy =

(5 3 3 2]".
(a) Bestdm en ON-bas for U.
(b) Bestdm en bas for UL (behover inte vara en ON-bas)..

(c) Lt W vara det underrrum i R* som spéinns uppavw;=[1 0 1 0 ]T och
Wy = [ 2 5 8 14 ] Ange dimensionen av snittet V N W. Motivera ditt

svar !
5. Basen B for R? bestar av vektorerna u; = [ 31 ]T och uy = [ 5 2 ]T och basen
C for R? bestar av vektorerna v, = [ 2 3 }T och vy = [ 5 7 }T.

(a) Bestdm basbytesmatrisen (koordinatbytesmatrisen) z£ ..

(b) Bestdm koordinatorna for vektorn 2u; — ug i basen C.

6. Avgor vilka av foljande pastaenden som &r sanna respektive falska. Du behover inte
motivera dig. Rétt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar -1p. Dock ej mindre &n Op
totalt.

(a) Om U é&r ett underrum i R™ sa giller att
dim U + dim U+ = n.

Om A? ir en inverterbar matris si méaste A sjilv ocksa vara inverterbar.

)

c¢) Spegling i planet = + y + z = 1 &r en linjir avbildning frén R? till sig sjilvt.
) Om A dr en 4 x 4 matris med egenvirden 0,1, —1,2 sa géller att rang(A) = 2.
)

Om A och B dr symmetriska n X n matriser sa maste AB ocksa vara symmet-
risk.

(f) Om U é&r ett 5-dimensionellt underrum i R’ s& finns det en 7 x 5 matris A
sddan att U = Col(A) (med avseende pi standardbasen for R7).

7. Lat A vara en n X n matris.
(a) Definiera begreppet: A dr en ortogonal matris.

(b) Bevisa att om A och B dr ortogonala n x n matriser sa dr dven AB ortogonal.

(c) Bevisa att om A dr ett egenvirde till en ortogonal matris A sa dr dven 1/ ett
egenvirde till A.

Kick ass!
/Peter.

(8p)

—
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=



1.

(a)

Lésningar
Om vi utfor radoperationerna
Ry — Ry — R1, Rz R3— Ri, Ry Ryi— Ry,

da andras inte determinanten och matrisen forvandlas till

11 1 1
00 0 1
00 2 4
0 6 10 12

Om vi da byter plats pA Re och R4 s multipliceras determinanten med —1
och matrisen férvandlas till

11 1 1
0 6 10 12
00 2 4
00 0 1

Denna matris dr trianguldr sa dess determinant &r bara produkten av elementen
pa huvuddiagonalen, ndmligen 1-6-2-1 = 12. Sa den ursprungliga determinanten
var —12.

Dessa tre vektorer utgor inte en bas till R? om och endast om de #r linjirt
beroende. Det blir samma sak som att 3 X 3 matrisen vars rader dr vy, vy och
vs har en rad av nollor i dess trappstegsform. Sa vi borjar med denna matris,
nédmligen

1 1 1
-1 2 3|,
2 -1 a

och reducerar till trappstegsform. Detta genomfors genom att utféra radope-
rationerna

Ry — Ro+ Ry, R3+— R3—2R;, R3+— Rs+ Ro

och trappstegsformen blir

11
0 3
00

+ o e

a-+2

Sa svaret pa uppgiften ar : a = —2.

Den beskrivna rotationen #r en linjir avbildning fran R? till sig sjilv vars
matris ar

cos60 —sin60 1 1 -3
T= . == .
sin60 cos 60 21 V3 1

Rotationen tar alltsd punkten (2, 3) till

dHEH RS IHE

Da man utfor radoperationerna

133

2

V3+3

Ro— Ry —3R1, R3+— R3—4R:, R3+— R3-+4R>,
s& erhdlls trappstegsformen

1 3 1 2
=101 -1 -4
00 -2 -17



Vi kan ocksa skriva ner L direkt, nimligen

1 0 0
L=]13 1 0
4 —4 1
(e) Vi soker minstakvadratlosningen till ekvationssystemet som i matrisform ges
av Ax = b dir

1 0 1

A=1|1 1], x:[?], b= | -2

1 2 7

Minstakvadratlosningen % uppfyller AT A% = ATb. Vi beriiknar

7. |3 3 7. | 6
wa=[2 8] ans[ 8]

Déarmed ar
L_[3377[6]_1
135 12| 6

Svar : y = 3z — 1.

(f) Vi arbetar med den utékade matrisen
3
0
Efter foljande sekvens av radoperationer

1
RQ'—)2R2—R1, R3'—)R3—R1, R3'—)5R3—2R2, RQHgRQ,

sd erhéills trappstegsformen
2 1 -4 311
01 2 —-1|1
00 0 0]0

Systemet dr konsekvent och vi kan lita variablerna z3 och x4 vara fria. Bak-
substitution ger da att

o =1—2x3+ x4, 1 =3T3 — 214.

Losningsméngden till systemet ges alltsa av

0 3 -2
1 -2 1
0 + 3 1 + x4 0 tx3,74 €R
0 0 1

2. Satt

o[33) <[] = [1]
A

D4 har systemet formen x’ = Ax och lésningen ges av x = e“’xg. Om vi antar att

A #r diagonaliserbar, sig A = PDP~! diir D = [ )81 \
2

2] =r[ L[] .

], s& ges losningen mer

explicit av



Sa det giller att diagonalisera A fér att hitta A1, A2 och P och sedan bara multipli-
cera ut allting i (1).

Den karakteristiska ekvationen fér A dr
B-XNB-N-22=0X-6A+5=0=(A—-1)(A—5) =0,

sa vi har egenvirdena A\; = 1 och Ay = 5. Motsvarande egenvektorer hittas pa

] och vy =

sedvanligt sitt (se uppgift 3 nedan) och vi konstaterar att v; = [ _11

[ i ] dr egenvektorer tillhérande A; resp. Ag. D& tar vi

1 1 _ 1171 -1
P:[V1V2]:[_1 1:|:>P1:§|:1 1:|

Stoppar vi in allting i (1) och multiplicerar ut sa far vi till slut att
z1(t) = zo(t) = .
Speciellt dr limy_, o0 21 (t) = limy_, o0 22(t) = +00.

. (a) Vi soker egenvirdena och egenvektorerna till M. Notera att M &r symmetrisk
och didrmed maste vara diagonaliserbar. Dess karakteristisk ekvation ar

)\ 0 -2
0 —1-2X 0|=0,
9 03—\

som efter berdkningen av determinanten blir
A =237 —TA—4=0.

Via inspektion ser man att A = —1 &r en rot och dirmed &r A 4+ 1 en faktor till VL.
Polynomdivision leder till att den aterstiende kvadratiska faktorn &r A2 — 3\ — 4,
som litt faktoriserar som (A + 1)(A —4). Diarmed ser vi att det finns bara tva egen-
vérden, ndmligen Ay = —1 och Ao = 4.

A1 = —1:Vihar

1 0 -2
M+I3=| 0 0 0
-2 0 4
1 0 -2
Efter radoperationen R3 — Rz + 2R; erhalls trappstegsformen | 0 0 0 |[. Vi-
0 0 O
dare efter atersubstitution ser vi att matrisens nollrum spidnns upp av vektorerna
0 2
V1 = 1 och Vo = 0
0 1
Ao =4 : Vi har
-4 0 -2
M-43=1]1 0 3 0
-2 0 1

Efter radoperationerna R3 — 2R3 — R1, R1 — —%Rl och Ry — %Rg erhalls trapp-
2 01
stegsformen . Vidare efter atersubstitution ser vi att matrisens nollrum

010
000



spanns upp av vektorn vy = 0

Matrisen D viljs nu enligt

A0 0 -1 0 O
D=0 X 0 |= 0 -1 0
0 0 A3 0 0 4

Néar det géller P sa kan man kolla att vektorerna vi,vs och vs &r redan parvis
ortogonala, sa vi behover bara normalisera dem. Vi tar

Vi Vi
U—1: = —
Ivill - V&
Vo
u2 = = Vg,
[[vll
V3 V3
ug = —+—- = —F=.
lvsll /5
Da tar vi
2 1
o 50 %
P = u; Uz U3 = 0 1 0
Y
o L0 -2

(b) Vi har P"'MP = D s& M = PDP~'. Dirfor giller for varje heltal n att
M"™ = (PDPY)" = PD"P~!. Notera di att om n #r ett udda heltal s3 ir

(<" 0 0 -1 0 0
D'=| 0 (=) 0 |=]|0 -1 0
0 0 4n 0 0 4»

Niist, eftersom P #r en ortogonal matris sa giller att P~! = PT. Notera vidare att
P &r faktiskt symmetrisk si P? = P. S& nu kan vi berikna att

2 0 1 T17-1 0 0 2 0 1
M”:PD”P:g 0 v5 0 0 -1 0 0 v5 0
1 0 -2 0 0 4n 1 0 -2
[ 24" —1) 0 -—2(4"+1)

- 0 -1 0
| —2(4"+1) 0 f(antl-1)

(OBs! Alla elementen i denna matris dr heltal.).

4. (a) Notera att vi och vy dr inte ortogonala. Vi férst byter ut vy mot

V9 * V7

v'2:v2— v1:v2—v1:[4 11 —Z}T.
Vi *Vy

Det aterstar att normalisera. Vi tar

1
V1 1 2
u; = =z )
[[val] 5 | 2
4
4
v! 1 1
ug = 12 = —
Ivoll - v22 | 1
-2

D& utgér u; och uy den efterlingtade ON-basen for V.



(b) Ortogonalkomplementet V+ kan betraktas som nollrummet till 2 x 4 matrisen
vars rader dr vi och ve. Denna matris har trappstegsformen

1 2 2 4
0 7 7 18 |°
Darfor spanns nollrummet upp av vektorerna [ T1 To X3 T4 ]T sadan att

To = —I3 — gz T = §x
2 = 3 7 4, 1= 7 4-

S& en bas for nollrummet, och dirmed for V1, ges t.ex. av z; = [ 0 -1 10 ]T

ochzy=[8 —18 0 7],

(c) Lat U vara det underrum i R* som spénns upp av V och W. D4 giller att
dim (VNW) =4 —dim U. For att beridkna dimensionen av U sa stiller vi upp de
fyra givna vektorerna som spidnner upp U, nidmligen v, vy, w; och wo, som raderna
ien 4 x 4 matris. Da géller att dimensionen av U &r lika med rangen av denna
matris. Rangen lidses av fran trappstegsformen.

Sa den matris vi vill jobba med &r

v —— 122 4
== vo —— | |5 33 2
A=l w ——|T|101 0

—— wy —— 2 5 8 14

Om vi utfér radoperationerna

RQI—)R2—5R1, R3I—)R3—R1, R4i—>R4—2R1,
R3 = 7R3 — 2R2, Ry — TRy + RQ, Ry — Ry — 3R3,

s& erhdlls trappstegsformen

1 2 2 4
0 -7 -7 -18
o o0 7 8
0 0 O 0

Dérfor ser vi att matrisen har rang 3, sa dim U = 3 ocksa och till slut ar
dim (VNW) =1.

. (a) Koordinatbytematrisen P := B(Iic erhalls genom att skriva vektorerna i basen

C i termer av basen B. Mer precis P = [ CCL ] dr den 2 x 2 maftris s.a.

d
vi = au; +cuy, vy = bu; + dus.
I matrisform blir detta till

[Vl Vg] = [u1 UQ]P =P = [u1 112]71[‘/'1 V2]

[35]'[25] [2 —5][25] [-11 —25
12 37| [ -1 3 3 7] 7 16 |-
(b) Kalla 2u; — uy for w. Givet dr att wg = [ 2 -1 ]T. Vi soker we. Det giller
att
we =cfpwa.

Om B(BC = P s3 ar C(BB = P~1. Alltsa giiller att

e[ FT ][ FI)

(ANMARKNING : W = 2u; — Ug = —7vy + 3vg = [ 10 ]T.)



6. (a) Sant. Se Theorem 14, section 4.6 och Theorem 3, section 6.1 i boken.

(b) Sant. T.ex. om A2 #r inverterbar s& dr det A? # 0. Men det A2 = (det A)? s&
det A # 0 ocksa och dédrmed &r dven A inverterbar.

(c) Falskt. Origon ligger inte i planet.

(d) Falskt. Rangen dr 3 ty A har 4 linjirt oberoende egenvektorer (Theorem 2,
section 5.1) av vilka en ligger i dess nollrum. Tillimpa nu Theorem 14, section
4.6 igen.

(e) Falskt. Lat A, B vara symmetriska. Da géller (se Theorem 3(d), section 2.1) att
(AB)T = BT AT = BA. S& AB ir symmetirsk endast om AB = BA. Féljande
exempel visar att sa dr inte alltid fallet. Tag

[51] 5-[33)

Bade A och B dr symmetriska men AB = [ g z ] ar inte det. Notera att
2 5
pa-]2 3]

(f) Sant. Vilj en bas till U och 14t dessa 5 vektorer i R” utgora kolumnerna i A.
7. Se avsnitt 6.2 i boken.

(a) En n x n matris A séigs vara ortogonal om den #r inverterbar och A= = AT,

(b) (AB) ' =B 1A 1 =BTAT = (AB)T, v.s.v.

(c) Lat X vara ett egenvirde till den ortogonala matrisen A. Eftersom A ar inver-
terbar sa dr A # 0. Per definition, finns det en vektor v # 0 sadan att Av = Av.
Multiplicera bida leden i denna ekvation till vinster med A~! och direfter dela
med A si fir vi att A7'v = $v. Per definition innebér detta att 1/ &r ett
egenvirde till A~! (med samma egenvektor). Men eftersom A &r ortogonal si
ar A=t = AT. Detta medfor att 1/ &r ett egenviirde till AT. Men for varje
kvadratisk matris géiller att den har samma egenvirden som dess transponat
(detta viktiga faktum verkar inte std i boken, men &r en litt konsekvens av
Theorem 3(c), section 5.2). Sa 1/ maste t.o.m. vara ett egenvirde till A sjilv,
V.8.V.



