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Linjir Algebra Z (tmv140)

Skriv namn och personnummer pa samtliga inlimnade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

Betygsgranser: 20 - 29 p. ger betyget 3, 30 - 39 p. ger betyget 4 och 40 eller mer betyget 5. (Bonuspodng
fran duggor 06/07 inkluderas.)

Lésningar 1dggs ut pa kursens (06/07) webbsida 27/8. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter
tentamenstillfillet. Granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

1. Till denna uppgift ska du endast lamna in svar, alltsd utan motiveringar.
Skriv svaren tydligt och i ordning pa (om méjligt) ett blad.

5 1 2 0
(a) Berdkna determinanten g g 8 _(1) . (2p)
-6 3 1 0

(b) Ange ett tal h sidan att vektorn v=| -4 3 h }T
av vektorererna a, b, c dar

ar en linjairkombination (3p)

T T

a=[1 -1 2], b=[5 -4 -7]", ¢c=[-3 1 0]".

(c) Lat A vara standardmatrisen for spegling i ett plan genom origo i R3. Ange (2p)

AZ,
1 2 2 -1
(d) Matrisen A= | 3 6 5 0 | ar radekvivalent med matrisen (2p)
1 21 2
1 2 2 -1
U=|[0 0 1 -3 |.Ange baser till bade rad och kolonnrummet fér A.
000 O
(e) Basen B for R? bestir av vektorerna u; = [ 1 1 ]T ochuy = [2 3 ]T. (3p)

Bestam koordinaterna for vektorn a = [ 1 -2 ]T 1 denna bas.

(f) Lat A vara en matris vars nollrum spinns upp av vektorerna vy = [ 1 -1 0 ]T (3p)

och vy = [ 110 ]T och for vilken vektorn w = [ 1 2 3 ]T ar en egenvek-
tor med egenvirdet 2. Ange en matrisekvation med vars hjialp A kan bestam-
mas. Du behdver inte berdkna A.

Till resterande uppgifter skall du limna in fullstindig 16sning, alltsa vil motiverat!

2. Bestdm alla egenvirden och egenvektorer till matrisen (6p)
2 2 -2
2 5 —4
-2 -4 5

Finns det en ON-bas i R? bestdende av egenvektorer till denna matris? Bestim i sa
fall en sadan.

Var god vind!



. Lat M vara det underrum i R* som spénns upp av[ 1 2 3 2 }T, [ 3 2 1 2 ]T
och [1 —2 —5 —2] .

(a) Bestim en bas i M.

(b) Bestim den ortogonala projektionenavv=1[3 1 3 1 ]T pa M.

. Los foljande system av differentialekvationer

) (t) = z1(t) + 922(t) - B
{ “’é(t) = 2;1(75) + 4:252(15) z1(0) =0, z2(0) =1.

. Ange den linje som &r bist anpassad, i minstakvadratmetodens mening, till punk-
terna

(1,2), (2,4), (3,5), (4,7).

. Avgor vilka av foljande pastdenden som dr sanna respektive falska. Du behéver inte
motivera dig. Rétt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar -1p. Dock ej mindre &n Op
totalt.

(a) Om A &dr en 17 X n matris av rang 16 s maste n vara minst 16.
(b) For alla 2006 x 2007 matriser galler att

dim[NulA] + dim[ColA] = 2006.

(c) Varje 5-dimensionellt underrum i R” har en ON-bas.

(d) Om (5 x 5)-matrisen A har egenvirdena 1,2 och 3, och inga fler, sa kan inte A
vara inverterbar.

(e) Om (5 x 5)-matrisen A har egenvirdena 1,2 och 3, och inga fler, si maste A
vara inverterbar.

A2007

Om A ar inverterbar sa maste ocksa vara det.

)

a) Definiera begreppen inverterbar och symmetrisk matris.
) Bevisa att for varje inverterbar matris A giller (A~1)T = (AT)~L.
)

Lat A vara en inverterbar symmetrisk matris. Bevisa att matrisen A~! &r ocksa
symmetrisk.

Bonne chance!
Peter

(6p)

(4p)



1.

(a)

Lésningar

Vi kan ta en cofactor expansion lings den andra raden si blir determinanten
till

12 0
(-3)x|{6 0 —1
31 0

Nu fortsédtter vi med en cofactor expansion lings den tredje kolumnen si far vi

(=3) x —(=1) x ;?Fﬂ%ﬂﬂdexmzm

Vi arbetar med den utdkade matrisen

1 5 —3| -4
-1 -4 1| 3
-2 =7 0| h

Efter foljande sekvens av radoperationer
Ry — Ro+ Ry, R3w~ R3+2R;, R3+— R3— 3Ry,

s& erhdlls trappstegsformen

15 =3| —4
01 -2 -1
00 O0O|h-=5

Systemet dr konsekvent och ddrmed dr v en linjirkombination av a,b och ¢
om och endast om h — 5 =10, dvs h = 5.

A? &r matrisen till den avbildning som bestdr av en smmanséittning av speg-
lingen med sig sjdlv. Men en sddan sammansittning dr rent av identitetsav-
bildningen (oberoende av vilket plan vi speglar i) som tar varje punkt till sig
sjalv. Darmed ar

1 00
A2=L=[010
0 01
De nollskilda raderna i U utgor en bas till Row(A), dvs en bas till Row(A) &r

{l1 22 -] [001 3]}

Pivotelementen i U ligger i den forsta och tredje kolumnen. Motsvarande ko-
lumnerna i A utgér en bas till Col(A), dvs en bas till Col(A) ar

{[1 311,025 1]}

Vi soker skalirer ¢y, co sidan att
ciu] + coug = a.

Skriver vi upp denna ekvation i matrisform sa blir den till

1 2][a]l [1
1 3 C2 o —2 ’
som innebir att

B REI S RV R



(f) De givna uppgifterna kan sammanfattas i foljande tre ekvationer :
Avi =0, Avy =0, Aw =2w.
Stéller vi upp denna information i matrisform s erhalls matrisekvationen
1 11 0 0 2
Al -1 1 2|=(00 4|,
0 0 3 0 0 6

med vars hjilp man kan bestimma A genom att invertera matrisen till vinster.

2. Kalla matrisen for M. Dess karakteristisk ekvation ar

2—-A 2 -2
2 5—-X -4 |=0.

Det finns inga riktiga genvigar for att berikna determinanten, men man far kolla
att den blir till
—A3 1207 — 21X + 10 = (1 — A)%(10 — N).

Dérmed finns det tva egenvirden, Ay = 1 och A = 10. Nu hittar vi motsvarande
egenvektorer.

A1 =1:Vihar
1 2 =2
M—1I3= 2 4 —4
-2 -4 4
Efter radoperationerna Ry — Ry — 2Ry, R3 — R3 + 2R, erhalls trappstegsformen
1 2 -2
0 0 0 |. Vidare efter atersubstitution ser vi att egenrummet spinns upp av
00 O
T T
vektorernavlz[—2 1 0] ochv2:[2 0 1] ;
Ao = 10 : Vi har
-8 2 =2
M — 1013 = 2 -5 —4
-2 -4 -5

Efter radoperationerna

1 1
R2 = 4R2 + Rl, R3 = 4R3 — Rl, R3 = R3 — Rg, R2 = —ERQ, Rl — —§R1,
4 -1 1
erhalls trappstegsformen [ 0 1 1 |. Vidare efter atersubstitution ser vi att
0 0 0

egenrummet spinns upp av vektorn v = [ 1 2 —2 |

Vektorerna vi, vy och v3 utgoér en bas till R®. Notera att bade v; och vy &r re-
dan ortogonala mot v som stimmer Gverens med faktumet att egenrummen for
olika egenvirden hos en symmetrisk matris ar alltid ortogonala (Lay, Sats 1, s.450).
Dock é&r inte vi och vo ortogonala mot varandrs, s vi forst byter ut vo mot

V2 -V

vi=[2/5 4/5 1],

V’2:V2—
V1-Vip



Nu utgdér vi,vh och vz en bas till R® bestdende av egenvektorer till M. For att
erhalla en ON-bas dterstar att normalisera dem. S& vi tar

—2
Vil " VB | o |
v VB[ 20
ug (= T e 4/5 5
vl — 3 | 7
wy e 3 1 ;
vall ~ 3| 5 |

och da dr {u;,ug,u3} den efterlingtade ON-basen.
3. (a) Vilater A vara den matris vars rader dr de givna vektorerna, dvs

1 2 3 2
A=13 2 1 2
1 -2 -5 -2

sa att M = Row(A). En bas till radrummet erhalls via vanlig Gausselimination.
Radoperationerna

1
RQl—)RQ—3R1, R3l—)R3—R1, R3+—>R3—R2, RQH—ZRQ

S = N

1 3 2
resulterar i trappstegsformen | 0 2 1 |. Dérmed dr {vi,va} en bas till
0 00

M dar
vi=[123 2], vn=[012 1]".
(b) Forst behover vi en ortogonal bas till M. Vektorerna v; och vy dr inte ortogo-
nala (deras skaldrprodukt &r 10). Sa vi forst byter ut vo mot
, V9 V] 1 [

Vo i=Vy — ————=V] =

_ v == 1"
[fval? 9

-5 -1 3 -1
Projektionen av v pd M ges da av

/
v-vy V- Vy 8 p T
Vi = v+ Vy=-Vi—2vo = |2 2 2 2 .
[lva? [vall? 9 =1 }

o[ 3] = (28] =[]

A

4. Satt

D4 har systemet formen x’ = Ax och lésningen ges av x = e“*xg. Om vi antar att

A #r diagonaliserbar, sig A = PDP~! dir D = [ )(‘)1 \
2

zi1(t) | _ eMt 0 110
[mg(t)]_P[ 0 et P 1] (1)
Sa det giller att diagonalisera A for att hitta A1, A3 och P och sedan bara multipli-
cera ut allting i (1).

], sa ges losningen mer

explicit av

Den karakteristiska ekvationen for A ar

(1-XN@4-XN)—-2-9=0X-51-14=0A-T)(A+2) =0,



6.

sd vi har egenvirdena Ay = 7 och Ay = —2. Motsvarande egenvektorer hittas pa
sedvanligt sitt (se uppgift 2) och vi konstaterar att vi = [ 2 ] och vo = [ _31 ]
ar egenvektorer tillhorande A; resp. Ae. D& tar vi

3 3 _ 1{1 3
P:[V1V2]:[2 _1:|:>P1:§|:2 _3:|

Stoppar vi in allting i (1) och multiplicerar ut sa far vi till slut att
zi(t) = e — e,
2 1
zo(t) = Ze' + —e7 2,

3 3

Vi soker linjen y = kx 4+ m dir x = m ] ar minstakvadratlosningen till det

k

ekvationssystem som i matrisform ges av Ax = b dér

b=

[ S Sy Y
N O i N

1
2
3 bl
4
Minstakvadratlosningen % uppfyller AT A% = ATb. Vi beriiknar

AA——|:1 :|,Ab——[ ]

Dérmed ar
o [ 4 1077 [18]_1[30 —10][18]_[1/2
[ 10 30 53 ] 20| —10 4 53 | | 8/5 |
Svar:y:%:c+%.
(a) Sant. Rangen &r lika med dimensionen av kolonnrummet, som kan inte 6verstiga

antalet kolonner.

(b) Falskt. Snarare dr summan av dessa dimensioner lika med 2007 : se Theorem
14, p.265.

(c) Sant. Varje underrrum i ett Euklidiskt rum har en ON-bas.

(d) Falskt. Att det finns firre &n 5 egenvirden utesluter inte att matrisen &r in-
verterbar (dvs att dess egenvektorer spinner upp R%).

(e) Sant. En matris dr inte inverterbar om och endast om 0 &r ett av dess egen-
virden (Theorem, p.312).

(f) Sant. Inversen till A2°97 &r den 2007:te potensen av inversen till A. Alternativt
kan man konstatera t.ex. att det(A42°7) = (det A)?°°7 som é&r skild fran noll
om och endast om det A # 0.

(a) Det dr definitionerna i boken man dr ute efter.

En n x n matris A sigs vara inverterbar (se s.119) om det finns en n X n
matris B s.a. AB = BA = I,,. Man brukar skriva B := A,

En n x n matris sigs vara symmetrisk (se s.449) om A = AT, dir transpo-
natmatrisen erhalls genom att omvandla rader till kolumner.

(b) Viutnyttjar faktumet (Theorem 3(d), p.115) att, f6r alla matriser X,Y sadan
att produkten XY existerar, giller att

)T =vyTxT. (2)



Notera ocksa att identitetsmatrisen &r symmetrisk. Ddrmed har vi att (om A
ar n X n, sig)

L=I = (A- A HT' = AHT. AT,
och
Iy=1I, =(A7"- AT =AT. (A™HT.

Enligt definitionen av matrisinvers i del (a), innebér de tva relationerna ovan
att (A~Y)T dr inversen till AT, v.s.v.

Om A #r symmetrisk si dr A = AT. Darfor giller enligt (b) att
(Afl)T — (AT)fl — Afl’

dvs (A71)T = A1, s4 A~! &r ocks& symmetrisk.



