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Chalmers tekniska hogskola Datum: 2009-01-15 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Aron Lagerberg

tel. 0762-721860

Linjdr Algebra Z (tmv140)

Skriv tentamenskod tydligt pa samtliga inlamnade papper. Fyll i omslaget och placeringslistan noggrannt
och tydligt.

Betygsgrinser: 20 - 29 p. ger betyget 3, 30 - 39 p. ger betyget 4 och 40 eller mer betyget 5. (Bonuspoing
fran duggor 07/08 inkluderas.)

Losningar ldggs ut pa kursens (07/08) webbsida senast 17/1. Resultat meddelas via Ladok senast ca.
tre veckor efter tentamenstillfillet. Dérefter kan tentorna granskas och hamtas pa MV:s exp. dppen alla

vardagar 9-13.

1. Till denna uppgift ska du endast lamna in svar, alltsa utan motiveringar.
Skriv svaren tydligt och i ordning pa (om mgjligt) ett blad.

1 20
(a) Ange inversen till matrisen A= | 1 1 0
0 01

(b) Ange en egenvektor som hor till egenviirdet 1 till matrisen { _i’ 3 } .
(c) Ange ett tal h sadant att vektorn v.=[1 2 h ]T
av vektorererna a, b, c dér

dr en linjarkombination

a=[112]", b=[235]", ¢c=[10 1]

(d) En linjdr avbildning A : R? — R? har en egenvektor e; med egenviirde 2 och
avbildar vektorn es pa e; — eg. Bestdm matrisen for A i basen {ej,e2} och
bilden av vektorn 2e; + es.

13 2 1 1 3 21
(e) Matriserna A= |2 6 1 -2 och U= |0 0 3 4| &rrade-
1 3 -1 -3 0000
kvivalenta. Ange rangen fér A samt en bas fér kolonnrummet for A.

1 2 31
(f) Ange LU-faktoriseringen av matrisen A= [ 2 3 1 4
3211

Till resterande uppgifter skall du limna in fullstindig 16sning, alltsa vil motiverat!

2. Bestam alla egenvérden och egenvektorer till matrisen

5 2 -1
2 2 2
-1 2 5

Finns det en ON-bas i R? bestédende av egenvektorer till denna matris? Bestim i sa
fall en sadan.

Var god vind!

(2p)

(2p)

(2p)



3. Lat M vara det underrum i R* som ges av
M ={[z1 w2 3 z4]" € R*: @1 + a3+ 24 = 0,2 — 23 = 0}

(a) Bestdm en basi M.

(b) Bestdm en ON-bas i M.

(c) Bestdam den ortogonala projektionen av v = [ 3 -2 0 3 ]T pa M.

4. (a) Antag att A &r en 2 X 2-matris som har egenvektorerna v; = [ 11 ]T och
vo=[2 -1]"
Bestam A" for n =1,2,...

med egenvirdena 1 respektive -1.

(b) Med samma A som i (a) betraktar vi systemet av differentialekvationer
X(t) = Ax(t) med x(0) = [ 1 0 ]".
Bestam x(t).
For full podng skall du motivera din lésningsmetod val.

5. Ange en ekvation for den linje som &r bést anpassad, i minstakvadratmetodens
mening, till punkterna

(1,5), (2,6), (3,10), (4,12), (5,17).

6. Avgor vilka av foljande pastaenden som dr sanna respektive falska. Du behover inte
motivera dig. Rétt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar -1p. Dock ej mindre &n Op
totalt.

(a) Om A och B #r tva kvadratiska matriser av samma typ och B &r inverterbar
s& giller att det(BAB™1) = det(A).
(b) Om {v1, v, V3, vy, vs} spanner upp R® si #r de linjirt oberoende.

(¢) Om A och B idr 3 x 3-matriser och AB = 0 sa giller antingen A = 0 eller
B=0.

(d) Om A &r en (5 x 5)-matris sidan att Ax = b har 16sningar for varje b € R’ sa
dr matrisen A inverterbar.

(e) Om (5 x 5)-matrisen A har egenvirdena 1,2 och 3, och inga fler, sa maste A
vara inverterbar.

(f) Varje kvadratisk matris &r diagonaliserbar.

7. (a) Definiera begreppet linjirt oberoende vektorer.

(b) Bevisa att om {v1,...,vn} &r linjirt oberoende och {vy,..., vy, b} dr linjart
beroende sa maste b vara en linjiar kombination av {vy,...,vnh}.

(c) Lat {vi,...,vn} vara parvis ortogonala vektorer i R"”, dvs v;-vj =0da i # j.
Bevisa att {v1,...,vn} dr en bas i R".

Gokouun o inorimasu!
Peter

(2p)

(4p)

(4p)

(6p)

(4p)



(a)

Loésningar

-1
Notera att matrisen ar en blockmatris och att [ i % ] = — [ _11 _12 ]
Darfor ar
-1 2 0
A= 1 =10
0 0 1

[ _11 }, t.ex.

Vi arbetar med den utdkade matrisen

N — =
Tt W N
=)
SN

Da vi utfor radoperationerna
Ry — Ry — Ry, R3w— R3—2R;, R3w— R3— Ry,

sa erhalls trappstegsformen

1 2 1 1
01 -1 1
00 O0|h-3

Dérmed &r systemet konsistent (dvs v ligger i Span{a,b,c}), om och endast
om h = 3.

Den givna informationen medfor att matrisen for A i basen {ej,es} dr

o4l

Vi berdknar bilden av 2e; + e via matrisprodukten

oA=L

Detta innebér att 2e; + ey avbildas pa 5e; — es.

Rang(A) = Rang(U) = 2. En bas for Col(A) utgors av de kolonner motsvarande
kolonnerna i U som innehaller pivoten, dvs kolonner 1 och 3. M.a.o. en bas for
Col(A) ges av

1 2
20,1 1
1 1

Man kan kolla att foljden av radoperationer
R2 — R2 — 2R1, R3 g R3 —3R1, Rg g Rg —4R2
forvandlar A till trappstegsformen

1 2 3 1
U=]10 -1 -5 2
0 0 12 -10

Darmed ar A = LU dar

~
Il

W N =

N =)

= O O



2. (a) Kalla matrisen for M. Vi soker egenvirdena och egenvektorerna till M. Dess
karakteristiska ekvation &r

5\ 2 -1
2 2\ 2 | =0,
1 25—\

som efter berdkningen av determinanten (utfors t.ex. genom en kofaktor expansion
langs forsta raden) blir

A —6)2=0.

Déarmed har vi en enkelrot Ay = 0 och en dubbelrot As 3 = 6.

A1 = 0: Vihar
5 2 -1 5 2 -1
M—-0I3=M = 2 2 2 — [0 1 2
-1 2 5 00 O
Efter atersubstitution ser vi att matrisens nollrum spinns upp av vektorn v; =
1
-2
1

)\273 =6 : Vi har

-1 2 -1 1 -2 1
M—-6Is=| 2 -4 2 |~ |0 0 O
-1 2 -1 0O 0 O
Efter atersubstitution ser vi att matrisens nollrum spénns upp av vektorerna vy =
2 -1
1 { och vz = 0
0 1

Eftersom M #r symmetrisk vet vi att basen {vq,vs,v3} av egenvektorer kan for-
vandlas till en ON-bas. Dessutom &r v; redan ortogonal mot bade vo och v3 sa vi
far en ortogonal bas genom att byta ut vz mot

-1 2 -1
o V3 - Vg . —2 _1
V3 = V3 — W Vo = 0 —? 1 —g 2
1 0 5

Det aterstar att normalisera. En ON-bas bestaende av egenvektorer ges darmed av
{ui,uy,usg} dir

Vi1 1 12
u =—— | — ,
Al T Ve |
Vo 1 %
u = = )
vl T VB |
Vi 1 _21
us = = —
vl V30 |

3. (a) Nollrummet bestar av alla vektorer pa formen

T —xT3 — T4 —1 -1
) o T3 1 0
I3 N I3 =3 1 + T 0
Ty Ta 0 1



Sa en bas for nollrummet utgors av de tva vektorerna ovan, som vi kallar fér vi och
Vo.

(b) Vi far en ortogonal bas genom att byta ut vy mot

—1 —1 —2
V/_V— Vo V1 Vi = 0 _l 1 _1 —1
SN Y El/ A N BE T B U B I
1 0 3

Det aterstar att normalisera. En ON-bas bestaende for M ges ddrmed av {u;,us}
déar

-1
Vi1 1 1
u; = = = ’
vill — V3 | 1
0
-2
v’2 1 -1
ug = = —
27wl Vs | 1
3

projyv = (v-up)ug + (v - ug)ug

-1 -2 1

1 1 1 -1 -2
_g.(_5). 1 _|_1_5.5. R
0 3 1

. For mer utforlig motivering, se avsnitt 5.6 och 5.7 i Lay. Det ér givet att A = PDP~!

diir
S P
(a)
A" = ppnp~!
_“ —21H(1) (—01)”]“ 121]_1: _%[11+_2(:)1n)" 22_3(:)1”) ]
(b)

1 o2 e 0 1 2 77 [1] . _1fe 42t
1 -1 0 et ]|1 -1 0] 3| e—-et |’
. (a) Kalla de fem givna punkterna for (x;,y;), ¢ = 1,2,3,4,5. Vi soker linjen y =

kx + m sadan att x = [ m k ]T ar minstakvadratlosningen till ekvationssystemet
som i matrisform ges av Ax = b dér

1 a1 11 n 5
1 1 2 Yo 6
A= 1 T3 = 1 3 s b = Y3 = 10
1 T4 1 4 Yy 12
1 a5 15 s 17



Minstakvadratlosningen % uppfyller A7 A% = ATb. Vi beriiknar

Ta_~ 1 3 Ty | B
eass L 2] a5,

Darmed ar

TR E R IR

Svar : y = 3z + 1.

6. (a)
(b)
(c)

(d)
()

(f)

7. (a)

Sant. det(BAB™1) = (det B)(det A)(det B~!) = (det B)(det A) 1-t5 = det A.
Sant, ty R® har dimension 5.

Falskt. T.ex. tag
100 0 0 0
A=]10 0 0|, B=]0 00
0 0O 0 01

Sant. Kolonnerna i A spénner upp R®. Se nu (b).

Sant, ty noll &r inte ett egenviérde.

Falskt, t.ex. [ (1) i ] ar inte det.

En mingd vektorer {vy,...,v,,} i ett vektorrum V' siigs vara linjirt oberoende
om ekvationen

cavi+--+cpvp =0

har den entydiga lésningen ¢; = --- = ¢, = 0.

Att den utokade méngden #r linjart beroende innebér att det finns skaldrer
C1,...Cnt1, inte alla lika med noll, sadan att

c1vi+ -+ vy + cri1b = 0. (1)

Men ¢,11 maste vara skild fran noll, féor annars skulle vi ha en icke-trivial
relation mellan vy, ..., v, redan, som motsiger att dessa &ar linjirt Oberoende.
Dérmed kan vi dela med ¢,11 1 (1) och skriva om ekvationen till

C1 Cn

Vi =V,
Cn+1 Cn+1

b=-—

som uttrycker b som en linjirkombination av vy, ..., v,.

Eftersom dim(R"™) = n sa ricker det att visa att parvis ortogonala vektorer &r
linjart oberoende. Antag att

civi+ -+, vy, =0. (2)

Vi maste visa att ¢y = --- = ¢, = 0. Vélj ett i € {1,...,n} och tag skalidrpro-
dukten av bada leden i (2) med v;. Da far vi pga ortogonalitet att

n
0=0-v; = ¢;(v;-vi) = il jwil
j=1

Eftersom v; # 0 sd maste ¢; = 0. Eftersom ¢ valdes godtyckligt sa &r vi klara.



