MATEMATIK
Chalmers tekniska hogskola

Tentamen

Hjilpmedel: utdelad ordlista, ej rdknedosa

Datum: 2008-08-23 kl. 08.30-12.30
Telefonvakt: Oscar Marmon
tel. 0762-721860

Linjir Algebra Z1 (tmv140)

Skriv tentamenskod tydligt pa samtliga inlimnade papper. Fyll i omslaget och placeringslistan noggrannt

och tydligt.

Betygsgranser: 20 - 29 p. ger betyget 3, 30 - 39 p. ger betyget 4 och 40 eller mer betyget 5. (Bonuspoing

fran duggor 07/08 inkluderas.)

Losningar liggs ut pa kursens (07/08) webbsida senast 25/8. Resultat meddelas via Ladok senast ca.

tre veckor efter tentamenstillfillet. Darefter kan tentorna granskas och hiamtas pa MV:s exp. 6ppen alla

vardagar 9-13.

1. Till denna uppgift ska du endast ldmna in svar, alltsa utan motiveringar.
Skriv svaren tydligt och i ordning pa (om méjligt) ett blad.
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(b) Ange en kvadratisk matris som inte dr diagonaliserbar.

(c) Ange en ortogonal bas for

span{[1 1 1 0]7,[1 -2 1 1]",[1 3 2 —4]"}.

(d) En linjir avbildning A : R?> — R? avbildar vektorerna e; och ey pé respektive
e1 + 2e2 och e; — ey. Bestdm matrisen for A i basen {e1,e2} och bilden av

10 -111]_ [2
00 102|711/

vektorn 2e; + 5es.

(e) Ange alla 16sningar till ekvationssystemet

(f) Losningsméingden till ekvationen
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Ange ekvationer for var och en av dessa.
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= 0 &r tre linjer i zy-planet.

Till resterande uppgifter skall du ldmna in fullstéindig 16sning, alltsa vil motiverat!

2. Lat A=

O = O =
_ o = O
S = O =
_ o = O

Matrisen A har egenviarden A = 0 och A = 2, bada av multiplicitet 2.

Ge argument som visar att A ar diagonaliserbar.

Bestim en bas for R* bestiende av egenvektorer till A. Ange en matris som diago-

naliserar A och ange motsvarande diagonalmatris.

3. Betrakta foljande fyra vektorer i R*:

u; = [152’pa 3]T7u2 = [13 L1, ]-]Tau?) = [2’ 1,O,p]T,ll4 = [3123 -9, 1]T

Om p = 0 sa dr u; en linjirkombination av de tre 6vriga vektorerna. Bestim denna

linjirkombination. For vilka andra virden pa p &r ndgon av vektorerna en linjér-

kombination av de 6vriga.

Var god viénd!
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4. (a)

Antag att A &r en 2 x 2-matris som har egenvektorerna v, = [1 1]7 och
vy = [~1 1]7 med egenviirdena 1 respektive 2.

Bestdm x, for n =1,2,... dd xo = [0 1]7 och x311 = Axg, k=0,1,2,....
Med samma A som i (a) betraktar vi systemet av differentialekvationer
x'(t) = Ax(t) med x(0) = [0 1]%.

Bestam x(t).

For full poiang skall du motivera din losningsmetod val.

Bestdm ekvationen f6r den linje som i minstakvadratmetodens mening anpassar
bést till punkterna (-2,-2), (-1,-1), (0,2) och (1,3).

Lat
1 -2 -2
1 -1 -1
A= 1 0 och y= 9
1 1 3

Bestdm den vektor i A:s kolonnrum som ligger ndrmast y. Forklara sambandet
mellan dessa tva deluppgifter.

6. Avgor vilka av féljande pastaenden som &r sanna respektive falska. Du behover inte
motivera dig. Rétt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar -1p. Dock ej mindre &n Op
totalt.

(a)

(f)

Om A och B ir tva kvadratiska matriser av samma typ, sa géller

det(A + B) = det(A) + det(B).

Om {v1, Vs, V3, V4, Vs} ér linjirt oberoende vektorer i R® s3 giller

Span{vl, V2,V3,Vy4, V5}:R5 .

Om A &r en matris sddan att ekvationen Ax = b har 16sning for varje b i R?,
sd har matrisen A minst fyra kolonner.

Méngden av polynom p av formen p(t) = t2 + at + b diir a och b &r godtyckliga
reella tal bildar ett tvidimensionellt underrum till Py, rummet av alla polynom
av grad hogst tva.

Om A dr en 3 x 3-matris siddan att A2 = I, s& giller antingen A = I eller
A=-1I

Om A ir en 3 x 3-matris sadan att systemet (A — 2/)x = 0 har icke-triviala
l6sningar, sa dr 2 ett egenvéirde till A.

7. Definiera begreppen ortogonal matris och symmetrisk matris.

Lat A vara en n X n matris och betrakta féljande egenskaper hos A:

(1) A &r ortogonal,

(2) A &r symmetrisk,
(3) A2=1.

Bevisa att tva godtyckliga egenskaper ovan alltid medfor den tredje.

Buena suerte!
Peter
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(a)

Lésningar
Om vi utfér radoperationerna

Ry — Ry +2R;, R3+— R3+2R,, R4+~ R4+ 4R,
R3I—>R3—R2, R4+—>R4—2R2,

sa dndras inte determinanten, medan matrisen forvandlas till

S OO =
S o N O
S W N =
IS, SN SV

Denna matris dr triangulér sa dess determinant &r bara produkten av elementen
pa huvuddiagonalen, ndmligen 1-2-3 -4 = 24.

[ 0 1 ] ar ett exempel. Den har bara ett egenvirde, ndmligen A = 1, och

motsvarande egenrum &r bara 1-dimensionellt och spdnns upp av [ 10 }T.

Kalla de tre vektorerna fér vi, vy resp. vs. Notera att vi-vo = 0 redan. Darfor
behéver vi bara byta ut vs mot

! v3-vi V3 - V2
V3 = V3 — V] — V9
Vi-Vvi V2 - V2
1 1 1 0
I T N O O R R R
N 2 311 7 1 B 1
—4 0 1 -3

1 . N .
9 _1 ] . Da beradknar vi

AR ]

som innebdr att A(2e; + 5eq) = Te; — es.

Matrisen for A 1 denna bas ar [

o T . . .. .
Lat x = [ T1 Xo T3 T4 s ] . Koefficientmatrisen &r redan i trappstegs-
form och variablerna zs, x4 och x5 dr fria. Den andra raden ger

T3+ 2x5=1= 23 =1— 2x5.
Inséttning i den forsta raden ger

T1—T3+T4+ax5=2=>21=2+x3 — T4 — T
=24 (1—2x5) —x4 — x5 =3 — x4 — T5.

Dérfor ges 16sningsméngden av

3—b—3c
a
1-2¢c ta,b,ceR
b
c

Determinanten blir noll om tva av de tre raderna i matrisen &r identiska. Man
ser direkt att detta intriffar da antingen z = 1, y = 1 eller z = y, som &r
ekvationerna for de tre linjerna i 16sningsméingden.



2. Det enklaste sittet att inse att A &r diagonaliserbar ar att konstatera att den &r
symmetrisk, ty alla symmetriska matriser dr diagonaliserbara (Theorem 2, Section
7.1 i Lay). Egenvirdena till A dr givna. Vi séker nu motsvarande egenvektorer.

)\1,2 =0: Vihar

1 010 1010

0101 0101

A=0-B=A=17 06107000 0

0101 0 00O

Efter atersubstitution ser vi att matrisens nollrum spénns upp av vektorerna v; =

1 0
1
1 och vy = 0
0 -1

A3.4 =2 :Vihar

-1 0 1 0 -1 0 10

0o -1 0 1 0 -1 0 1

A=2B=1 17 o 1 0|70 0 00

0o 1 0 -1 0 0 0O

Efter atersubstitution ser vi att matrisens nollrum spinns upp av vektorerna vy =

1 0
1
1 och v4 = 0
0 1

Vektorerna vi,va,v3 och vy utgér en bas for R* bestdende av egenvektorer till
A. En matris P som diagonaliserar A och motsvarande diagonalmatris D véljs nu
enligt

I 010
p— . 0 1 01
0 -1 01
A 0 0 0 00 00
D— 0 X 0 O )| |10O0O0TO0
0 0 X3 0O [0O0 20
0 0 0 X 0 0 0 2
D3 giller att A = PDP~L,
3. (a) Sétt p = 0 och arbeta med den utokade matrisen
AR
g ow w | w =]t 122
SRR B .
10 1 | 3

Efter utforandet av radoperationerna
Ry — Ry — R1, R3— R3— Ri, Rs— Ry— Ry,

1
R3 — R3 — 2R2, R4 = R4 — 2R2, R3 = —§R3,

sd erhéalls trappstegsformen

1 2 3 |1
0 -1 -1 | 1
00 2 |1
00 0 | 0



Atersubstitution ger den entydiga l6sningen for detta system, ndmligen

som innebér att, dd p = 0,

1
u =g (5ugz — 3uz + uy) .

(b) De fyra vektorerna dr linjirt beroende om och endast om

[ | | 1 3 1 2
uQu4u1u3_1221_0
I 1 ] |1 -5p0O| ~
o 1 1 30p

Radoperationerna

Ry — Ry — Ry, Rz~ R3—Ri;, R4~ Ry4— Ry,
R3l—>R3—8R2, Ry — Ry — 2Ry

dndrar inte determinanten, men férvandlar matrisen till

1 3 1 2
0 -1 1 -1
0 0 p—9 6
00 0 p

Sa determinanten dr just p(9—p), och vektorerna ér linjirt oberoende om och endast
om detta dr noll, dvs om och endast om p = 0 eller p = 9.

. Fér mer utforlig motivering, se avsnitt 5.6 och 5.7 i Lay. Det ér givet att A = PDP !

dér
1 -1 10
e[t 3] o= [ 2]
(a)
x, = A"xg = PD"P 'xq
1 -1][1 o0 ][r -1]'[o]_ _1f[1-o2m
1ot o)1 o1 B N I L
(b)

x(t) = ex(0) = P!’ P~'x(0)
1 -1 0 ([1 —1]7'[0o] . _1[e—e
Tl 0 e |1 1 1] 2] e+e |
. (a) Kalla de fyra givna punkterna for (x;,v;), 1 = 1,2,3,4. Visoker linjen y = kz+m

o T . . . . . .
sadan att x = [ m k ] ar minstakvadratlosningen till ekvationssystemet som i
matrisform ges av Ax = b dér

1 x 1 -2 Y1 -2

o 1 2 o 1 -1 o Y2 o -1
A= 1 xs3 o 1 0 ’ b= Y3 - 2
1 x4 11 Y4 3

Minstakvadratlosningen % uppfyller AT A% = ATb. Vi beriiknar

v [ 4 2 o [ 2
AA_[_26 , ATb=| o |.



6.

7.

Darmed ar

SR IR R AL

Svar : y = £ (97 + 7).

(b) Den vektor i Col(A) som ligger nirmast y ir, enligt del (a),

(a)

(b)
()

(d)
(e)

(f)
(a)

(b)

1 -2 ~11/5
1|1 =1 7] | —2/s
=511 0 [ 9 ] | 75
11 16/5
10 0 0 o .
Falskt. T.ex. tag A = 0 ol B = 01l Da ér det(A) = det(B) = 0,

men A+ B = Iy sadet(A+ B) =1.
Sant, ty dim(R®) = 5.

Sant. Att Ax = b har 16sning for varje b € R* medfér att Col(A) har dimension
4, och da maste det uppenbarligen finnas minst 4 kolonner i A.

Falskt. Nollpolynomet finns inte med.

Falskt. Vilken som helst speglingsmatris uppfyller A2 = I. T.ex. tag A =
01 0
1 0 0 |,som dr matrisen for spegling i linjen z = y i zy-planet.
0 0 -1

Sant, per definition av begreppet egenvdrde.

En kvadratisk matris A sigs vara ortogonal om den #r inverterbar och A~ =
AT En kvadratisk matris A sigs vara symmetrisk om A = AT.

Det finns tre saker att gora.
Fall 1: Visa att (1) och (2) medfor (3).

A #r béde ortogonal och symmetrisk si dirfor giller att A = AT = AL
Dirmed ér T = AA™! = AAT = AA = A%, vs.v..

Fall 2 : Visa att (2) och (3) medfor (1).

A #r symmetrisk s A = AT. Att A% = I innebir att A = A~L. Dérfor maste
A=t = AT dvs A &r ortogonal, v.s.v.

Fall 3 : Visa att (3) och (1) medfor (2).

Att A2 = T medfor att A = A~! som ovan. Att A #r ortogonal innebér att
A7t = AT Darfor hirleder vi att A = AT, dvs A #r symmetrisk, v.s.v.



