MATEMATIK Hjilpmedel: ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 090314 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Martin Berglund

0762-721860

TMV140 Linjir algebra Z

Tentan rittas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade

papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krdvs 20 poing pa tentamens forsta del (godkintdelen) Bonuspoing fran duggor 2009
riknas med, men maximal podng pa denna del dr 32. Fér godkint pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara
godként.

For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 30 resp. 40 podng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

Granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Del 1: Godkintdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga l6sningar.

2. (a) Invertera matriserna

1 1 3
A:[gg]octh 01 2
0 01

(b) Med hjilp av dessa inverser, l6s matrisekvationen

[2 3][301 - :1:3] é}; :[101]_
3 5 T4 Ty Tg 00 1 010

1 -2
A= [ b ] |
(a) Bestdm en inverterbar matris P och en diagonalmatris D sidana att A = PDP~1.

(b) Los foljande system av differentialekvationer med hjilp av (a):

@ (t) = z1(t) — 232(2) - B
{éwzﬁwwén z1(0) =1, z9(0) =1.

4. (a) Definiera begreppen bas och ortogonalbas for ett underrum i R".
(b) L&t P vara det plan genom origo i R* som spénns upp av vektorerna v; = [ 1 2 3 ]T
och vy = [ 3 41 }T. Bestam en ON-bas for P.

(c) Bestim ortogonalprojektionen av vektorn v =[ —4 7 6 ]T pa planet P.

5. Avgor vilka av foljande pastaenden som &r sanna respektive falska. Du behdver inte moti-
vera dig. Rétt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar -1p. Dock ej mindre 4n Op totalt.

(a) En produkt av tva inverterbara n x n matriser dr alltid inverterbar ocksa.
(b) En summa av tva inverterbara n x n matriser dr alltid inverterbar ocksa.
(c¢) Varje diagonaliserbar matris dr symmetrisk.
)

(d) Kolumnerna i en 3 x 4 matris maste vara linjirt beroende.

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte poing pa dessa uppgifter riknas in f6r att na godkintgrinsen. Normalt krivs for poing pa
uppgift att man redovisat en fullstéindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till

malet.

6. Lat pi(z) = a +z — 22, po(z) = —1 + = + az?, p3(x) = a + 2z + 222 vara polynom i
vektorrummet Py, a € R.
(a) Visa att om a = 1 utgor p1, p2, p3 en bas i P,.

(b) Ange alla a € R sadana att polynomen p1, p2, p3 inte dr en bas i P,.

7. (a) Lat T : V — W vara en transformation (funktion) fran vektorrummet V till vektor-
rummet W. Vilka egenskaper skall T' ha for att kallas linjar? Ge ett exempel pa en
transformation fran R? till R? som inte #r linjr.

(b) Lat T : R* — R™ vara en linjir avbildning med standardmatrisen A. Ange en
egenskap hos matrisen A som motsvarar att 7' dr injektiv. Motivera ditt svar.

(c) Finns det nagon injektiv linjir avbildning T frén R* till R? ? Motivera ditt svar.
8. Lat A = [a;;] vara en n x n-matris. Med sparet av A, tr(A), betecknar man summan av
alla diagonalelementen hos matrisen A, dvs tr(4) = a1 + ... + ann-

(a) Bevisa att om A och B ér 3 x 3-matriser sa r tr(AB) = tr(BA).

(b) Med hjilp av resultatet i (a) visa att om A &r diagonaliserbar sa &r
tr(A) = A1 + A2 + Ag,

dér Aq, A2, A3 dr egenvirdena till A.

Udachi!
Peter H



Anonym kod TMV140 Linjir algebra Z 090314 sid.nummer | Podng

1. Till nedanstdende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pd anvisad
plats (endast losningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

1 1 1 1
(a) Berikna determinant 2.3 4 (2p)
a) Berdkna determinanten | . | p
-1 -1 3 -2
Losning:
S 7 T
(b) Avgor om vektorerna iR}, vi=[1 1 1 —1]", vo=[1 2 0 -1]", (2p)
vi=[1 31 3]", vy=[1 4 2 —2]", &r linjart beroende.
Losning:
S 72 1
(c) Bestim koordinaterna i standardbasen for den vektor v € R? som i basen (2p)

B={[101]",[421]",[12 1]}
har koordinatvektorn [vlg =1 -1 2 ]T

Losning:

VAND!



1 0 1
(d) Bestdm baser for kolonnrum och nollrum till matrisen _01 1 ?
2 -10
Losning:
S 72 1

1 2 1
1 -1 [‘Tl ] —| 4
2 1 T2 -1
Losning:

(2p)



(a)

(e)

Losningar
D4 vi utfor radoperationerna
Ry — Ry — R;, R3— R3— Ry, Ri— Ri+ Ry, R3— R3+ Ry, Ris— Rs—2Rj3,

sd dndras inte determinanten och matrisen forvandlas till triangulérformen

111 1
01 2 3
0 0 2 4
000 -9
Da ser vi att determinanten dr 1-1-2-(=9) = —18.

Nej, det dr dem inte. Konstatera att matrisen i uppgift (a) har dessa fyra vektorer
som sina kolumner. Eftersom matrisens determinant var skild fran noll s& dr dess
kolumner linjért oberoende.

Per definition av koordinatvektor har vi att

1 4 1 -1
v=1-|0|+(-1-|[2|+2-|2|=]| 2
1 1 1 2

D4 vi utfor radoperationerna
R3— R3+ R1, Ry— R4—2R;, R3+— R3— Ry, R4 R4+ Ro,

sa erhalls trappstegsformen

SO OO
O O = O
OO N

Pivoten ligger i kolumner 1 och 2 si motsvarande kolumner i den ursprungliga ma-
trisen (lat oss kalla den for A) utgér en bas fér dess kolonnrum, dvs

1

0

1
Col(A) = Span 1
2 -1

Nér det giller nollrummet s aterstar det att utfora bakatsubstitution. Variabeln z3
ar fri och vi har

To = _23/'3’ r1 = —I3,
sadan att
I -1
T2 = I3 -2
xs3 1

Nollrummet #r alltsd 1-dimensionellt och spénns upp av [-1 — 2 1]7.
Systemet lyder Ax = b déar

A

Il
—_
|
—_
=p
Il



Kolumnerna i A dr uppenbarligen linjirt oberoende och dérmed har systemet en
entydig minstakvadratlosning % som ges av den sedvanliga formeln % = (A7 A) "1 ATb.
Man beridknar forst

12
1 1 2 6 3
2 -1 1|, 3 6

sa att

Da har vi att
Lo 16 =3][1 1 2 i _ g oo — |
=7 -3 ¢ 9 1 1 4 = mer rakning = _1 |

2. (a) Enligt Theorem 2.2.4 ir

4[5 -3
o5 7)

For B stéller vi upp den utokade matrisen [B|I3] och utfor radoperationerna
R1+—>R1—R2, R1F—>R1—R3, RQF—)RQ—2R3.
Dessa forvandlar B till I3 och dédrmed I3 till

1 -1 -1
B'=]10 1 -2
0 0 1

(b) Kalla den okanda matrisen for X och hogerledet for C. Ekvationen lyder AXB = C
och dirfor ir X = A='CB~!. Enligt (a) har vi d&

1 -1 -1
X:[_53 _23][3(1)(1)] 0 1 -2 =---riikning---:[_5 —8 6}_
0 O 1

3. (a) Vi maste diagonalisera A. Dess karakteristiska ekvation lyder
(1-XNA4-XN+2=0=X-51+6=0,

som har de tva rotterna A; = 2, Ay = 3. Nist hittar vi motsvarande egenvektorer.
A1 =2 : Vihar
-1 -2 1 2
a7 2]n 2],
2

Man ser tydligt att en egenvektor ir vi = [ 1

Ao = 3 : Vihar
-2 =2 1 1
e[ 7 2[00

. . 1
Man ser tydligt att en egenvektor ir vy = [ 1 ]

Dirmed har vi att A = PDP~! dir
2 1
PZ[V’1V’2]:|:_1 _1:|,

. 2 0
D = diag(A1, A\2) = [ 0 3 ]



(b) Fran (a) kan vi direkt skriva ner att
z()] [ 2 1 7[e? 0 2 1 ]7'[1] i [ 4e? — 3¢
zo(t) | T | -1 1] 0 & || -1 -1 1| T TARHE T 902t 4 gt |-

. (a) Lat W vara ett underrum i R™ och vy, ..., vy vara vektorer i W. Dessa sigs utgora en

bas till W om de &r linjart oberoende och spanner upp W. De séigs utgora en ortogonalbas
om dessutom v; - v; = 0 dd i # j.

(b) Vi forst byter ut vo mot

. Vo V1 _ 3 14 1 _ 2
Vo = Vg — vi=|4|—-——12|= 2
Vi1V 1 14 3 _9

D4 aterstar normalisering. Vi tar

Vi 1 1
u =—12],

Wil =~ Vi |

Vi 1 }
u9 = —=

Ivall V3|

Da utgor {u;, uz} den efterlingtade ON-basen.

(c) Enligt projektionsformeln &r

projpvs = (v3-up)ug + (vs - ug)uy
1 1

:%- 2 —|—<%3>' 1 — .. = 3
3 -1 7

(a) Sant. (AB)"!=B1A"L.
(b) Falskt. T.ex. om A = I, och B = —1I, sa & A + B = O, som uppenbarligen inte ir
inverterbar.

—

(c) Falskt. Snarare giller motsatsen.

(d) Sant. De 4 kolumnerna lever i R® vars dimension &r bara 3.

. Vi kan identifera Py med R?® genom att identifiera polynomet ag + ait + ast? med kolonn-
vektorn [ag a; az]”. Diarmed kan vi stiilla upp de 3 givna polynomen i en matris

a -1 a
A= 1 1 2
-1 a 2

Polynomen utgor en bas for Py om och endast om kolumnerna i denna matris &r linjirt
oberoende. Detta giiller i sin tur om och endast om matrisens determinant &r skild fran
noll. For att berdkna determinanten kan vi utfora féljande radoperationer :

Ri & R3, Ro+— Ro+ Ry, R3— Rs+aRy, R3l—)R3—(a—1)R2.

Dessa multiplicerar determinanten med —1 sammanlagt och férvandlar matrisen till trapp-
stegsformen

—1 a 2
U= 0 a+1 4
0 0 4—aq

Dérfor dr det A = —detU = (a + 1)(4 — a), sddan att det A = 0 da a = —1 eller a = 4.
Det &r bara for dessa virden av a som p1, p2, ps inte utgor en bas i Ps.



7. (a) En avbildning 7' : V. — W sigs vara linjdr om, for alla vi,vy € V och alla ¢1,c0 € R
sa giller att

T(61V1 + CQVQ) = ClT(Vl) + CQT(VQ).

Vilken som helst translation #r ett exmepel pa en icke-linjir avbildning i R?. Enklaste
sittet att inse detta dr att en linjar avbildning far inte flytta pd nollvektorn, dvs origo i
fallet R?.

(b) Att A kallas for matrisen for 7" medfor att A &r en m X n matris sadan att, for
varje x € R", giller T'(x) = Ax. Injektivitet hos T' svarar da mot att Nul(4) = {0}, som

intraffar om och endast om A har linjirt oberoende kolumner.

(c) Nej, for en 3 x 4 matris kan inte ha linjirt oberoende kolumner (se uppgift 5(d)).

8. (a) Skriv
a b c 7 k1
A=|d e f|, B=|m n o
g h 1 p q r

Rékna fram da att (kom ihag att vi &r bara intresserade av diagonalelementen i f6ljande
matriser)

aj +bm+cp .
AB = . dk +en+ fq : ;
. gl + ho +ir
ja+kd+lg
BA = . mb + ne + oh
. pc+qf +ri
Dérmed éar
tr(AB) = (aj + bm + cp) + (dk + en + fq) + (gl + ho +ir),
och

tr(BA) = (ja + kd + lg) + (mb + ne + oh) + (pc + qf + 7).

Stirrar man pa dessa uttryck sa ser man att de bestar av exakt samma nio termer, fast i
olika ordningar. Darmed &r tr(AB) = tr(BA), v.s.v.

(b) Om A &r diagonaliserbar sa medfor det att det finns en inverterbar matris P sadan att
A=PDP™! dar

A0 0
D=]0 X O
0 0 A3

Notera att tr(D) = A1 + A2 + A3, s& det ricker att visa att tr(A) = tr(D).

Sétt B = DP~! sidan att A = PB. Déirmed &r tr(A) = tr(PB). Men enligt (a) &r
tr(PB) = tr(BP) = tr(DP 'P) = tr(D), v.s.v.



