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TMV140 Linjir algebra Z

Tentan réttas och bedéoms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inldm-
nade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godként pa tentan krdvs 25 poéng pa tentamens forsta del (godkéntdelen) Bonuspoiing fran duggor 2010
riknas med, men maximal poing pa denna del dr 32. For godkint pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara
godként.

For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42 poéing sammanlagt pa tentamens tva delar.

Lésningar ldggs ut pa kursens webbsida 24/8. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

Granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga losningar.

2. (a) Forklara vad som menas med begreppet linjdrt beroende mdngd av vektorer i R™.

(b) Lat
1 2 1

Vi = 0 N Vo = 1 N V3 = 3

1 0 h

i. Avgor for vilka virden pa h vektorerna vy, vg, v3 dr linjirt beroende.

ii. For varje virde pa h, bestdm dimensionen av det underrum som spinns upp av
Vi, Vg, V3.

3. (a) Bestdm alla egenviirden och egenvektorer till matrisen A = [ ? _52 ] .

(b) Bestdm, med hjélp av resultatet i (a), alla 16sningar till f6ljande system av differential-

ekvationer
{ z)(t) =2z

1(7f) + 5x9 (t)
zh(t) = z1(t

) - 21‘2(15).

4. Lat P vara det plan i R? som spiénns upp av vektorerna v; = [ 1 1 1 ]T och vy =
T
(1 2 1]

(a) Bestdm en ortogonal bas for P.

(b) Bestdm den ortogonala projektionen av v = [ 110 ]T pa planet P.

(3p)
(3p)
VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte poidng pa dessa uppgifter riknas in for att na godkéantgransen. Normalt krivs for poéing pa
uppgift att man redovisat en fullstindig l6sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till

malet.

5. e Definiera begreppet underrum i ett vektorrum.
e Lat Py vara vektorrummet av alla polynom av grad hogst 2 med reella koefficienter
och U méngden av alla polynom i P, som uppfyller p(1) = 0.
i. Visa att U &r ett underrum i Ps.
ii. Bestdm en bas for U.

Motivera val.

6. Lat ' : R? — R? vara den linjira avbildning som geometriskt motsvarar en spegling i
planet x1 4+ x5 — x3 = 0.

e Bestdam F':s egenvirden och egenvektorer, dvs egenvirdena och egenvektorerna till
F':s matris i standardbas.

e Bestim F(v) dav=[0 2 —1]".

7. Visa att om produkten AB av tva kvadratiska matriser A och B &r inverterbar sa &r bade
A och B inverterbara.

Lycka till!
Peter H

(6p)

(6p)



Anonym kod sid.nummer | Poéng
TMV140 Linjar algebra Z 100823 1
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
. 1 2 01 1 2 01 1 2 01| .
(a)MatrlsernaA—{O 01 1}, B—[O 01 0], C—{O 0 0‘1}&
totalmatriser till tre linjara ekvationssystem. Los dessa ekvationssystem.
Lo6sning:
S 7= ¥
- o 9 9 . 1 . | 2 0 .
(b) En linjar avbildning F' : R* — R® avbildar vektorn ol P2y och 1| pa
[ _11 ] Bestdm standardmatrisen for F'. Bestdm ocksa bilden av 1
Lo6sning:
S
11 0
.. . . 1 2 1
(c) Ange baser for kolonnrummet och nollrummet till matrisen A = L0 —1
01 1
Lo6sning:
7
(d) Bestim en ortogonal bas B = {v1, vy} for R? om v; = [ _1 ] Bestédm sedan koor-
dinatvektorn [x]p for x = [ g ] i den bas B du hittat.
Lo6sning:
S 7= ¥
2 10
(e) Bestdm inversen till matrisen A= | 2 2 3
01 4

L6sning:

(3p)

(2p)



Loésningar TMAS841, Linjir Algebra V, 100823

1. (a) Losningarna kan avldsas utan rékning. For A kan vi vilja xo fri och losa ut z; =
1 —2x9, x3 = 1. For B kan vi vélja o fri och 16sa ut z1 = 1 — 2x9, x3 = 0. Matrisen
C svarar mot ett system utan 16sning.

(b) Vi kan direkt skriva upp standardmatrisen F' = [ f _1 ] . Den sokta bilden &r da
2 1 1y (3
1 -1 1] 0]
(c) Succesiv elimination ger
11 0 1 1 0 110
12 1 0o 1 1 011
1 0 -1 0 -1 -1 0 00
01 1 0o 1 1 0 00

De tva forsta kolonnerna dr pivotkolonner. Vi kan alltsa ta [ 1110 ]T och

T
[1 2 0 1]
mogena systemet kan skrivas 3 [ 1 -1 1 ]T. Vi kan alltsa ta [ 1 -1 1 ]T som
bas for nollrummet.

som bas for kolonnrummet. Vi ser vidare att 16sningen till det ho-

1 .
1 ar ortogonal mot vi. Koordinatvektorn kan nu berdknas genom
projektionsformeln; vi har

(d) Viser att vo =

Alltsé dir [x]5 — [ ég ]

(e) Elimination av utokade matrisen [A|I] ger

210|110 0 2 1 0 1 00 210 1 00
2 23/010|~l013|-110|~]l013]-1 10
01 400 1 0 1 4 0 0 1 0 0 1 1 -1 1
210 1 0 0 2.0 0 5 —4 3 1 00| 5/2 -2 3/2
~1010| -4 4 -3|~|l010]| -4 4 -3|~|010]| -4 4 -3
0 0 1 1 -1 1 00 1 1 -1 1 0 0 1 1 -1 1
5/2 —2 3/2
Alltsa sr A~ 1= —4 4 -3
1 -1 1

2. (a) Se kursboken.
(b) Vi bildar en matris med de givna vektorerna som kolonner. Succesiv elimination ger

1 2 1 1 2 1 1 2 1

01 3|~|0 1 3 ~ 10 1 3

1 0 h 0 —2 h-1 0 0 h+5
Da h # —5 ar alla kolonner pivotkolonner. De spénner da upp hela rummet och &r linjért
oberoende. Da h = —5 &r enbart de tva forsta kolonnerna pivotkolonner, dvs kolonnerna
spanner upp ett plan och &r linjirt beroende. Svaret pa forsta delfragan ar alltsa for h = —5,

pa andra delfragan att dimensionen &r 2 da h = —5 och 3 da h # —5.



3. (a) Vi beriknar

det(A — XI) = det 2IA _25_A =X -9=(\+3)(\-3).
Egenvirdena ar alltsa +3. Egenvirdesekvationen Ax = 3x &r ekvivalent med —zq +
d5xg = 0, eller med x = x4 [ 5 1 ]T. P& samma sitt ger Ax = —3x egenvektorerna

x:xl[l —1]T.

(b) Losningen kan skrivas

1| 5| st Loy s
el 4]

dér C och D &r godtyckliga konstanter.

4. (a) Vi viljer den forsta basvektorn som by = [ 1 1 1 ]T. For den andra basvektorn gor
vi forst ansatsen [ 1 2 1 ]T +C [ 1 11 ]T. Villkoret att denna vektor &r ortogonal
T

mot [1 1 1]
och véljer by = 3 [ 1 21

ger C' = —4/3. For att slippa irriterande ndmnare tredubblar vi svaret
"—af1 1 1]"=[-1 2 <1]".

(b) Den sokta projektionen ges av

1 1 1/2

b b 2 1
VOl + X2 2+ 22 2 | =] 1
by by by - by 30, 6| 12

5. For definitionen av underrum, se kursboken.

Lat p och ¢ vara tva element i U, dvs p(1) = ¢(1) = 0, samt lat a och b vara tva tal. Da &r

(ap +bg)(1) = ap(1) + bg(1) = 0,

dvs ap + bq ligger i U. Detta visar att U ar ett underrum.

For att bestdmma en bas observerar vi forst att Py har dimension 3 och att U inte &r lika
med hela Py. Alltsa har U dimension hogst 2. Men & andra sidan ér z — 1 och (z —1)? tva
linjért oberoende element i U. Dimensionen av U é&r alltsa lika med 2, och de bada givna
polynomen bildar en bas. (Det finns andra sétt att resonera.)

6. Det ar geometriskt klart att det speglande planet bestar av egenvektorer med egenvérdet
1, och planets normal, dvs linjen ¢ [ 1 1 -1 ]T, av egenvektorer med egenvardet —1. Tar
man tva icke-parallella vektorer i planet och en tredje pa linjen har man hittat tre linjirt
oberoende egenvektorer, och enligt Sats 2 i kapitel 5 kan det da inte finnas fler (detta &r
ocksa ganska uppenbart geometriskt).

For att bestimma speglingen av vektorn v beriiknar vi férst ortogonala projektionen v’
pa planets normalvektor n = [ 1 1 -1 ]T. Enligt projektionsformeln &r
3
V=-——mn=in=[11 -1 7.

Speglingen ges da av
voov=[-2 0 1]".

7. Vi paminner om att A &r inverterbar om och endast om det(A) # 0. Om A och B bada dr
inverterbara dr alltsa det(AB) = det(A) det(B) # 0, vilket medfor att AB &r inverterbar.

Alternativ 16sning: Om AB é#r inverterbar finns en matris C = (AB)™! s& att (AB)C =
C(AB) =1, dvs A(BC) = (CA)B = I. Enligt Sats 8 i Kapitel 2 giller da dven (BC)A =
B(CA) = I. Alltsa #r A och B inverterbara med A= = BC = B(AB)~! och B! =
CA=(AB)'A.



