MATEMATIK Hjilpmedel: ordlistan fran kurswebbsidan, ej rdknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 130313 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Christoffer Standar

0703-088304

TMV 142 Linjar algebra Z

Tentan riattas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade
papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godként pa tentan krdvs 25 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen) Bonuspoiing fran duggor 2013
raknas med, men maximal podng pa denna del ar 32.

For betyg 4 eller 5 kravs dessutom 33 resp. 42 poéng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Lésningar ldggs ut pa kursens webbsida 13/3 eftermiddag. Resultat meddelas via Ladok senast tre veckor efter

tentamenstillfillet. Granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad (14p)
inldmnas tillsammans med 6vriga losningar.

2. (a) Diagonalisera matrisen A = [ __13 i } (4p)
(b) Bestdam, med hjilp av resultatet i (a), 16sningen till foljande system av differential- (2p)
ekvationer
2y (t) = —2x1(t) + 2x2(t)
xh(t) = —10x1 (t) + Tza(t)
$1(0) = .732(0) = 1.
3. (a) Definiera vad som menas med nollrummet till en m x n matris A. (1p)
(b) Lat (2p)
11 2 -2 1
25 1 0 0
A= 00 0 -1 -1}’
1 4 -1 4 1

och lat

T

vi=[1 -1 32 =2, woa=[1 =2 =2 1]", wy=[1 0 0 1] .

Bestédm vilken eller vilka av dessa tre vektorer som tillhér Col(A) respektive Nul(A).
(c) Bestdm en bas for Col(A) samt en bas for Nul(A). (3p)

4. Lat a € R och betrakta foljande fyra vektorer i R* :

vi=[1 203", vo=[4 05 8", vs=[8 15 6", va=[-1 5 0 a]"
(a) For vilket eller vilka a € R &r vektorerna vy, ve, v, v4 linjirt beroende ? (3p)
(b) Bestéim en ortogonalbas for det underrum i R* som spénns upp av vy, ve och vs. (3p)

Var god vind!



Del 2: Overbetygsdelen

Poidng pa dessa uppgifter kan inte riknas in for att na godkantgriansen. Normalt kridvs for poing pa uppgift att

man redovisat en fullstdndig I6sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

5. Avgor vilka av foljande pastdenden som &r sanna respektive falska. Alla svaren maste
motiveras, riatt svar utan motivering belonas ej. Du far citera satser fran boken i ditt
resonemang. Om du hdvdar att ett pastaende dr FALSKT sa maste du &ven illustrera
varfor med ett exempel som motsiger pastaendet.

Om ABx = 0 har icke-trivial 16sning x sa har Ax = 0 och Bx = 0 bada icke-trivial
16sning. Med icke-trivial 16sning x menas att x # 0.

Om A i#r diagonaliserbar sa dr I — A? diagonaliserbar, déir I &r enhetsmatrisen.

Om A ir en kvadratisk matris och A2 = 0 sa dr I — A en inverterbar matris.

Visa att de tre polynomen p;(t) = 1, pa(t) =t — 1, p3(t) = (t — 1)(t — 2) bildar en
bas fér rummet av alla polynom av grad hogst 2 (P2). Ange ocksa koordinaterna for
polynomet ¢ — 2 i basen {p1, p2, p3}.

Bestdm matrisen i den basen for den linjara avbildningen T : P, — Py som ges av
T(p) =p"(t) — 2p'(t) + 2p(t).

Hitta speglingen X av vektorn x = [3 1 Q]T i planet som spanns upp av vektorerna

1 1 0" och [-1 1 1],
Visa att matrisen H, = I — 2nn” &r en ortogonalmatris om n #ir en normerad

kolonnvektor i R3.

Visa att om Hy, dr standardmatrisen for en linjiar avbildning fran R3 till R? s& #r
Hy,x speglingen av x i planet genom origo med normalvektor n.

Lycka till!
Peter H

(6p)

(6p)

(6p)
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats

(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a)

Bestam determinanten av matrisen

1 01 1
2 2 6 2
A= 02 31
00 2 2
Losning:
722 1 -
Berakna inversen till matrisen
-1 0 1
-2 0 3
2 1 -1
Losning:
722 1 -
Lat B = {bl,bz,bg} och C = {Cl,CQ,Cg} dar
1 -1 1
b1: 2 7b2: 0 7b3: -1 , C1 =
3 2 0

(2p)
(2p)
(2p)

—1 0 1

-2 , C2 = 0 , C3 = 3

2 1 1

vara tva baser for R3. Berikna basbytesmatrisen Pe_ 5. Anvind eventuellt resultatet

fran foregaende uppgift.
L6sning:

..............................



(d)

Lat T: R? — R? vara en linjir avbildning sddan att T'(e;) = e;+3e3 och T'(e; +e3) =
2e; — ey, dir e; och ey #r standardbasvektorerna i R?. Bestdm matrisen for T i
standardbas samt T'(3e; + 4ez).

Lo6sning:

I 77 ¥ o

Bestdm minstakvadratlosningen till Ax = b da

1 -2 1
A=12 2|, b=] 1
11 0

Losning:

------------------------------------------------------------------------

Bestam stabila-tillstandsvektorn (steady-state vector) fér den stokastiska matrisen

0.7 0.4
A= [ 0.3 0.6 } ‘

L6sning:

(3p)

(3p)



Lésningar TMV142, Linjar Algebra Z, 130313
(a) Da man utfor radoperationerna
Ro+— Ry — 2Ry, R3— R3— Ry, Rs— R4+ 2R3

erhalls trappstegsformen

10 11

02 40

00 —11

00 04
Determinanten i den senare ér 1-2-(—1) -4 = —8. Ingen av radoperationerna ovan
fordndrar determinanten, sa determinanten hos den ursprungliga matrisen ar ocksa

—8.

(b) Radoperationerna

Ry — Ry — 2Ry, R3— R3+2R1, Rz« Rs,
Ri— R —R3, Ro— Ro—R3, Ri— —Iy

forvandlar A till I3. Da samma operationer utfors pa I3 erhaller man

-3 10

A= 4 -1 1

-2 10

(c) Lat C = [c1 c2 c3] och B = [b; by bs]. Notera att C' &r samma matris som i
foregaende uppgift. Alltsa,
-3 10 1 -1 1 -1 3 —4
-1

Lp=C"'B=| 4 -1 1 2 0 -1|=| 5 -2 5
—2 10 3 2 0 0 2 =3

(d) Kalla matrisen for A. Det som ér givet dr att

ol=la] = 14]
S I R

T(3e; + des) = A [ . ]

Detta medfor att

Sedan har vi att

Il
| — |
W =
|
B =
| IS
| —
= W
—_
Il
| — |
|
\]\1
—_
Il
\]
—
o
—
|
@
[\
N—

(e) Vi har

sa det normala systemet &r
6 3|1 L 6 3|1
3 9|4 0 15|7 |’

och foljdaktligen &r minstakvadratlosningen X = %5 [ _71 ] :



(f) Vi soker en egenvektor horande till egenvéirdet A = 1, alltsa en vektor i nollrummet
till matrisen

0.7—-1 04| | -03 04 . -3 4
03 06-1| 0.3 —-04 0 0]
Man ser direkt att [ ;l } dr en egenvektor, och didrmed &r steady-state vektorn

a
2. (a) Vi beriknar

—-2-A 2

det(A—)\I):det[ 10 7

}:/\2—5)\+6:()\—2)()\—3).

Egenvirdena &r alltsa A\; = 2, Ao = 3. Egenvirdesekvationen Ax = 2x &r ekvivalent med
—4x1 + 229 = 0, eller med x = 2 [ 1 2 ]T
X = %xl [ 2 5 ]T.

S4 vi har en diagonalisering A = PDP~!, dar

=13 0-[22]

. P4 samma sétt ger Ax = 3x egenvektorerna

(b) Losningen kan skrivas

[ilm:Clmezt+62[§]€3t7 1)

][5 205

Inséttning i (1) ger

déar

z1(t) = 3e* — 2e3t, x9(t) = 6e* — 5.

3. (a) For en m x n matris A giller att

Nul(4) = {x € R" : Ax = 0}.

(b) Eftersom Nul(A) &r ett underrum i R® och Col(A) &r ett underrum i R* s& kan vi
direkt utesluta vi som ett element i Col(A) och direkt utesluta vo och vz som element i
Nul(A). Sedan for vq kontrollerar man direkt att Av; = 0, sa vy tillhér Nul(A4). For vy
och vj stéller vi upp den utdkade matrisen

11 2 =2 111 1
2 5 1 0 0|-2 0
00 0 -1 -1,-220
14 -1 4 1] 1 1

Da man utfér radoperationerna
Ry — Ry — 2Ry, Ry— Ry— R1, Ry— Ry— Ry, Ry Ry+ 2R3

sa erhalls trappstegsformen



2 =2 1] 1 1
-3 4 -2|-4 -2
0 -1 -1|-2 0
0O 0 0] 0 2

SO O =
O O W

Eftersom systemet dr konsekvent fér vo men inte for vy sa drar vi slutsatsen att vo tillhor
Col(A) men inte vs.

(c) I trappstegsformen ovan har vi pivoter i 1:a, 2:a och 4:e kolumner. Motsvarande ko-
lumner i A utgor alltsa en bas for dess kolonnrum, dvs

1 1 —2

2 5 0 . ..

ol 1ol | 21 ar en bas for Col(A).
1 4 4

Nér det géller nollrummet aterstar bakatsubstitution. Variablerna xs och x5 dr fria och vi
far i tur och ordning

T4 = —X5, X9 =x3+2x5, T =—3T3— dT5.

En vektor i nollrummet skrivs i parametrisk vektorform som

-3 -5
1 2
I3 1 + x5 - 0 y
0 -1
0 1

som innebr att {[—3,1,1,0,0]7,[-5,2,0,—1,1]7} #r en bas for Nul(A).

. (a) Vi stéller upp en matris med dessa fyra vektorer som dess kolumner

1 4 8 -1
2 01

055 0
3 8 6 a

Da man utfér radoperationerna

R2 — R2 — 2R1, R3 g R3 — 3R1, R3 = 8R3 + 5R2,
Ry— 2Ry — Ry, R4vw— 5R4—3R3

erhalls trappstegsformen

1 4 8 -1
0 -8 —15 7
0 0 =35 35
0 0 0 10a — 110

De fyra ursprungliga vektorerna &r linjart beroende om och endast om talet i nedre hogre
hornet &r noll, dvs om och endast om a = 11.

(b) Det géller att byta ut {vi,ve,vs} mot en ortogonalbas {wi,wo, w3} via en Gram-
Schmidt process. Forst tar vi wi = vy. Nést tar vi

2
. Vo - W1 o . —4
Wo = Vg — —— W) == 5



Slutligen tar vi

4

- V3 W1 V3 W9 i o 1
W3 = V3 — w1 — Wo = - =

W1+ W1 W9 - W9 0

. (a) Detta #r FALSKT, t.ex. da A och B &r n X n matriser sadan att A ar inverterbar men
inte B.

(b) Detta dr SANT. Lat A = PDP~! vara en diagonalisering av A. D4 giller att I — A% =
P(I — D?)P~! #r en diagonalisering av I — A2, ty I — D? &r ocksé en diagonalmatris.

(c) Detta &r SANT. D4 A% = 0 giller (I — A)(I + A) = I — A% = I, som innebir att
(I-A)~'=TI+A

. (a) Lat B = {p1(t), p2(t), p3(t)} och 1at € = {1,¢,t?} vara standardbasen for Py. “Bas”bytematrisen
kan man skriva upp direkt,

1 -1 2
P=¢Pp=10 1 -3
0 0 1

Denna matris dr uppenbarligen inverterbar, som medfor att B faktiskt AR en bas for Ps.
For att hitta koordinatvektorn for ¢ — t? i denna bas maste vi 16sa systemet vars utokade
matris ar

1 -1 210
0 1 -3|1
0 O 1]-1

Bakatsubstitution ger 16sningen [0, —2, —1]7, som dérmed dr koordinatvektorn [t — t2].

(b) Om vi forst arbetar med standardbasen sa har vi att
T(1)=2, T(t)=—-2+42t, T(t*) =2 — 4t + 2%

som medfor att

2 =2 2
Tle=]0 2 —4
0 0 2
Om vi sedan byter till basen B far vi att
2 -2 4
Tlg=P 'TjgP=---=|0 2 —4
0 0 2

. (a) Kryssprodukten mellan [1,1,0]7 och [~1,1,1]T &r [1,—1,2]7, som &r en normal n till
planet. Sedan har vi formeln

x:x—2<ﬂ)n:-~: 3 . 2)

(b) Vi maste visa att HT H = I. Observera forst att

HT = (I —20nD)T = 1T — 2(nT)T =1 — 2(n?)Tn? =1 — 2nn® = H,



s& H #r symetrisk. Att n &r normerad betyder att |[n||> = nTn = 1. Foljdaktligen giller
att

HT'H = H? = (I — 2nn”)(I — 2nn”) = T — 4nn” 4+ 4(nn”)? =

=71 —4nn” + 4an(nn)n” =7 —4nn? 4+ 4nn” =1, vsv.

(c) Ekvation (2) ovan ger redan formeln foér spegelbilden av x. Nér n &r normerad &r
n-n=1sa (2) forenklas till
x—2(x-n)n=x—2(n’x)n =

= Ix —2n(n’x) = (I — 2nn?)x = Hyx, vs.v.



