Losningar TMA682 Tillimpad Matematik K2/Bt2, 5 poing, 05-08-24

1. Antag att f(t) = 0 f6r £ < 0 och dess Laplacetransform dr F(s) = Zfijj;)(i Finn
f(@).

Lésning: Partialbraksuppdelning (anvind handpalaggningsmetoden!) ger

232+.9+6__A+B+ c
s(s+2) s s+2
3 C
=24 - - —— C24(¢ — 6e 2,
+ 3 612 °C (t) +3 —6e

Forutsatt att f(t) dr kontinuerlig f6t ¢t > 0, med f(¢) = 0 for ¢ < 0 far vi

Svar  f(t) = 26(t) + {3 — 6e 2 }0(¢).

2. [1, f ar den linjéra interpolanten av f i intervallet (a,b). Visa att:

L =T flny(are) < (0= a) ||l Lagan)s

b ‘ 1/2
[l Ly(ap) = (/ v(z)? daz) .

Lésning: Lat Ao(z) = 511 —- och Ay (z) = g:i“o vara de tva linjdra basfunktioner

for interpolationen. D&, med integralformen av, Taylorutveckling far vi att (see
boken)

da

Detta innbér att
I f(z) = f(&o)Ao(z) + f(&)Ai(2)

&o &
1@+ 2@ [ G- Wdy+ 2@ [ 6 -0 Wy
och genom att anvinda triangle olikheten far vi
o &1

@)~ W f@)] = ra(o) [ (& ~9)f" ) dy

T

(€ — 1) 1" (y) dy + M (2) /

T

€o 31
<Po@I| [ € - )"y + @I [ & -9 Wy

Jr

&o &1
< |Ao<m>|/ \Eofy\lf”(y)\dyﬂh(m)l/ & — yll £ ()] dy

J

&o
< Pole |/ )" ()] dy + M (= \/ D" (y)] dy

< - a (ot + @) [ 17wl

= - () + 2 @) [
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F"()|dy = (b— a) / ) dy.
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Genom att anviinda (upprepade ggr) Cauchy’s olikhet far vi da
b ‘ b b 9
[ - ms@rds < [o-0? ([ 17 wldy) d
b 2 b 2
== ([ 1 wldy) = -0 ([ 117wl d)

b b
< (b—a)3/ 12dy-/ PP dy

oo [ 7wl
Alltsa ar
([ 150 -mswra) < o ([ 15700 m)"

och vi far
L =T fl (o) < (0= a)?I[f" | 1a(ap)-

3. (a) Antag att drivfunktionen f(t)-&r 27 periodisk och bestdm allménna l6sningen
y(t) := yn(t) + yp(t) till differentialekvationen

(1) y"(t) +4y(t) = f(b).
(b) yp(t):s Fourierkoefficinter beror av en del av f:s komplexa Fourierkoefficienter.
Vilka?

Lésning: a) yp(¢): homogenldsningen, dr allmén 16sning till motsvarande homogen
ekvation: y"(t) + 4y(t) = 0, déir karakteristiska ekvationen r? + 4 = 0 har rétterna
r=+2i

(2) yn(t) = Aret + Aye 2,

Fourierutvecklingen (observera att Q = 27 /T = 2x /27 = 1) for f &r:
(3) ft) =) Cpe™.

Vi soker partikuldrlosning y,(t) till ekvationen (1), som &r periodisk med samma
period 27 som f(t) och ansétter y,(t) i form av Fourierserien

(4) up(®) = 3 yne™,

med tills vidare okiinda Fourierkoefficienter y,,. De kan berdknas genom inséttning
av (3) och (4) i ekvationen (1). Vi far

Z(_nZ + 4)yneint — Z Cneint=
som &r uppfyllt om och endast om
(5) (—n? + 4)y, = C,, for “alla’n.
Ur (5) kan vi dra tva slutsatser: “dels” (for n # £2) att
Cy
(6) Yn = 12 (n # +2),

“dels” (for n = £2) att
(7) 02 - 072 = O
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Villkoret, (7) innebér att Fourierutvecklingen av driftekvationen f(#) “inte” far in-
nehalla sviingningarna e?® och e~2¥. Observera att dessa sviingningar enligt (2)
ingar i homogenlésningen yp(t), dvs utgdr “egensvingningar” till det dynamiska
system, som beskrivs av eqrefuppg2l. Om villkoret Cy, = C_5 = 0 &r uppfyllt, sa
ar

. . c. .
_ 12t —12t n int
Svar y(t) = Aje™" + Aqe + Z R
n#+2
allmén 16sning till (1).
4. Betrakta randvirdesproblemet:
(8) —u'(z) =2, 0<z<l1, u'(0) =u'(1) = 1.

Lat zg = 0, #1 = 1/2 och z2 = 1 vara en partition av intervallet [0, 1] och V},, (h =
1/2) motsvarande finitelement funktionsrum bestdende av styckvis kontinuerlig,
linjéra funktioner.

(a) Bestdm den exakta 16sningen till (8) .

(b) Berikna, om mdjligt, en finitelement approximation U € V}, av u.

(c) Forklara virfor problemet i (8) kallas illa stald?

Loésning: (a) Med upprep. integration har vi att:
—u"(z) =2=u"(z) = 2= u'(z) = 20+ A = u(z) = —2° + Az + B,

dar konstanterna A och B bestdms ur rand data:

(9) w0 =-0+4A=1=A=1
u'(l) =-2+A=1= A=3.

Dvs, (8) saknar 16sning.
(b)-(c) Vi anvander variationsformulering;:

1 1
(10) / —u"vdr = / 2. vdz.
0 0

Partiell integration ger

1 1
VL =[PI]| = [f u'v] - / —u'vdx
0 Jo
1

(11) —u'(1)v(1) +u'(0)v(0) + /0 u'v' dx

1 1
:—v(1)+v(0)+/ u'v'dmz?/ vdr = HL.
0 0

Variationsformuleringen blir da: s6k u € V := {v : ||v|| + ||v|| < oo} sa att

1 1
(12) / u'v' dz =2 / vdx —v(0) + v(1), for allav e V
Jo Jo

Héar introduceras rummet,
Vi, = {alla kontinuerliga styckvis linjira funktioner pa T}

med bas funktionerna:

—2x+1, 0<z<1/2, 2z, 0<z<1/2,
‘90(”’):{ 0, 1/2<z<1, ‘pl("’):{ 2 +2, 1/2<z<]1,
och
0, O<z<1/2,
@2(37):{ 20 -1, 1/2<z<1.
V.g.V.
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Finitelementmetoden (FEM): s6k U € V}, s att

1 1
(13) / Uv'dx =2 / vdx —v(0) + v(1), for alla v € Vj,.
Jo Jo

Ansitt U = &opo + §1p1 + Sapa da dr U’ = Sopf) + &1 + &b och inséttning i
(FEM) (13) med v = ¢;, i =0,1,2 ger

1 1
[ e+ et +eatdeidr =2 | podo = o(0) + o)

1 1
(14) /0(§o<po+§1901+£wz o dmf2/0 ordz — o1 (0) + o1 (1)

1
/ (opn + E1p1 + apy) b da = 2/ w2 dr — 2(0) + 2(1)
JO 0

Styvhetsmatrisen blir (varfor? riakna SJalv')

1 2
A= -1 2
0 0 2

Det leder till ett linjart ekvationssystem A¢ = b for den okidnda vektorn & =
(&o, i1, &) med hogerled:

SIS

2.[0] wodr — o(0) +¢o(1) =1/2-1+0 -1/2
b= 2.f()]<ﬂldﬂf—<p1(0)+<p1(l):1—0+0 - 1
2 [} o dr — 2(0) + pa(1) = 1/2 -0 + 1 3/2

Observera att A &r inte inverterbar. Eftersom det inte finns nagra exakta losningar
kan man inte heller forvianta sig att det approximativa metoden kan ge nagra 16s-
ningar. Alltsa problemet &r illa stalld fran borjan.

5. Bestdm 16sningen till f6ljande inhomogena virmeledningsproblem:
Ut = Ugy, O0<zx<m, t>0,
u(0,t) =1, u(m,t) = -1, t>0,
u(z,0) =cosz, 0<z<m.

Losning: Vi homogeniserar ekvationen genom att sétta v = u — s, dir skall s,
satisfirar den stationéra versionen av differentialekvationen med den inhomogena
randvillkoren:
s'(x) =0, s(0)=0, s(w)=-1.

Vi har att s(z) = Az + B, dar s(0) =1, ger B =1, och s(n) = —1, ger A = —2/m.
Alltsa

2

s(z) =1— —=z.

m

Inséttning i differentialekvation ger en homogen ekvation for v:

V¢ = Ugy, O<zx<m, t>0,

v(0,t) = v(m,t) =0, t>0,

v(z,0) =cosz+2Z -1 0<z<m.
Vi bestdmmer v med variabelseparationstekniken: Sétt v(z,t) = X (2)T(t) # 0.
Da ger DE for v TT’ = XTH = ), och vi far 2 separata ODE, en f6r X och en for 7"

—AX =0, X(0)=X(n)=0, och T'=\T.
For T far vi 16sningen

T(t) = T(0)eM.

For att bestdmma X har vi foljande 3 alternativ:
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Falll. A=0.Da dr X(z) = Az+B. X(0)=0= B =0o0ch X(7)=0= A=0.
Detta innebér att X (z) = 0, som &r en moségelse eftersom vi soker icke-triviala
(noll-skilda) 16sningar.
Fall IL A > 0. Da ér X (z) = AeV>® 4 Be= VA7,
X(0)=0= A+B=0
X(m) =0= A4 Be AT =0 =AM (1 e 2VA) 0,
Allsd A = B = 0 dven i detta fall som ger en motségelse som i Fall I. Varfor endast
A < 0 kan ge icke-trivialla 16sningar:
Fall TII. A < 0. Da géller X (z) = Asin(v/—Az) + B cos(v/—Ax).
X0)=0= B=0
X(r)=0= =Asin(v-Mr)=0A4#0) = V-AIr=nmr, n=12...
Allsa har vi egenfunktioner och egenvérdena:
X, (z) = sinnz, A=-n? n=12....

Superposditionen ger
o0

— 2 .
= g Che " sinnz.
n=1

For att bestiamma C), har vi att

oo
2
v(z,0) = ZCnSinnﬂfzcosx—k% 1

n=1

Alltsd ar C,, Fourier sin nz-koefficienterna for cos x + Zf -

2 (7 2
Cn:—/ (cosx—l——w—l)sinnxd:v
0 m

i
2 2 — 77 2 T2
:—[(cosaz+—$—1)M] +— [ (= —sinz)cosnzdz
i T n o nmj, ™
2 rsinnz 2 . 7f 2 T
:—[ (——smx)] +— sin nx cos x dx
ntl n 7w 27 Jo
2 ™1
(15) = — (Sin(n + 1)z + sin(n — ].)T) dx
n’r J, 2
-1 [cos (n+ 1)z cos(n—l)az]7r
C n27 n+1 n—1 0

= = [0 ) - (G )
T on2w n+l n-1 n+1 n-1

_ ( _1)(ntD) —1)ﬁ.

Slutligen far vi 16sningen for den ursprungliga, inhomogena differentialekvationen
som:

21— 2 >
Svar u(z,t) =1-— & ((—1)(”+1) — 1)76771 ! sin nz.

6. och?7.

Losning: See foreldsningsanteckningar.

MA



