Lésningar TMA682 Tillimpad Matematik K2/Bt2, 5 poiing, 05-10-22

1. Betrakta ekvationen u(t) — u(t) =0, t> 0; u(0) = 1.

Bestdm dess gobala Galerkin approximation: U(t) = ;1.:0 &t da

(a) g¢=1, b) ¢=2.
Losning: Vi sitter in U i ekvationen (obs U(t) = -1 J&P ™" ), multiplicerar
resultatet med ¢, i = 1,...,q och integrara 6ver (0,1):

q 1 .+. 1 .+. 1 .
. iptti—1 it g = i
(1) ;:1&’/0 (Jt ¢ ) t /Ot t,

dér bidragen fran j = 0 som svarar mot & = «(0) = 1 finns p& HL. Efter integration
far vi

q .
J 1 1 Y ..
2 - ;= =1,....q < At =b, d
) ;(j+i j+i+1)£’ irr i bhese s AL=h, dar
bi:H_lv 3:1,...,q.
1
¢=1: = —§1—§ = §£=3. = U@{)=1+3t
1 5 1 8
[ & 3 & =
¢=2: = [6 ?H =|?| = = 1
% 10 62 3 EQ T
Varfor
8 10
U(t) = 1 + ﬁt + ﬁtz.

2. Los foljande integro-differentialekvationen med hjilp av Laplacetransformation:

y'(t)+4y(t)+5/0 yPdr=et (t>0),  y(0)=0.

Losning: Laplacetransformering ger:

1 5 1
Y(s) — 4Y -Y(s) = 44+ )Y (s) =
sY (s) —y(0) + (s)+5S (s) s+1(=>(s+ +$) (s) poreE
s2+4s+5 1 s +1-1
- Y = Y =
3) s () s—}—l{:) (s) (s +1)(s2+4s+5)
1 1
Y(s) = . =TI
(5) s2+4s+5 (s+1)(s2+4s+5)
Vi har att
1 1 L1 _op .
— — t:= t).
Tra 15 Gr2EsiC ¢ smt=unl®
och
1 A Bs+C
@ (s+1)(s2+4s+5) s+1 s24+4s+5

(A+B)s? + (4A+ B+ C)s+5A+C

(s+1)(s2+4s+5)
1
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Identifiering av koefficienter ger att

A +B =0
44 +B +C=0 < A=1/2, B=-1/2, C=-3/2.
54 +C =1
Detta ger att
gl 11 s 3 1
S 2s+1 2(S+2)24+1 2(S+2)2+1
) 11 1 s+2 11
S 2s+1 2(S+2)2+1 2(S+2)2+1
-1 1 1 1 .
ct™ ie_t — 56_% cost — 56_% sint := ya(t).
Slutligen
1 1 1
y(t) = y1(t) — y2(t) = e > sint — (—e‘t — ~e *cost — e sin t)
6) ) 2 2 2

= §<—e_t+e tcost + 3e 2 smt)

3. (a) Utveckla f = |sinz| i Fourierserie.
(b) Anvind (a) och bestim summan av foljande serie:

=1
7;4n2—1'

Lo6sning: a) f(z) = |sinz| &r jamn funktion med perioden 2L = 7 (L = 7/2) .
Darfor b, = 0, Vn; och

4 w/2
/ f(z)cos m dz —/ sin z cos(2nz) dx.
0

™
4 [T/ 4 /2 4
n=0 = aoz—/ sinxdm:—[—cosx] = .
T Jo 77 0 7r
4 7T/2
n>1 = an:;/ i[sin(l—2n)x+sin(1+2n)x]d:c
0
(7) _g[ cos(1 — 2n)zx cos(1+2n)31:]7f/2
T 1—-2n 14+ 2n 0
_2[ 1 n 1 ]_2 2 4 1
Cwll—2n  1+42n] wl-4n2  7w1-—4n?’
Dérfor ar
cos(2nx)
f(z) = > +Zancos (2nx) ———Z FRCREEEE

n=1

(b)

2 4 1 > 1 1
r=0 = O_E_Enz::lzmhl = ;Lmz—l_i‘

4. Betrakta randvirdesproblemet:
(8) -u'(z) =2, 0<z<1, uw'(0) =4'(1) = 1.
Lat g =0, 1 = 1/2 och 22 = 1 vara en partition av intervallet [0,1] och V3, (h =

1/2) motsvarande finitelement funktionsrum bestdende av styckvis kontinuerlig,
linjdra funktioner.
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(a) Bestdam den exakta losningen till (8) .

(b) Berédkna, om mdjligt, en finitelement approximation U € V}, av u.

(c) Forklara varfor problemet i (8) kallas illa stélld?
Lésning: (a) Med upprep. integration har vi att:

—u'(z) =2=u"(z) = -2 = u'(z) = -2z + A => u(z) = —2° + Az + B,
dar konstanterna A och B bestdms ur randdata:

! = — = fnd

©) {u(O) =0+A=1=A=1

W(l) =—2+A=1= A=3,
Dvs, (8) saknar 16sning.
(b)-(c) Vi anvinder variationsformulering:

1 1
(10) / —u''vdz = / 2-vdz.
0 0

Partiell integration ger

1 1 1
VL =PI = [— u'v] - / —u'vdz —u'(1)v(1) + u'(0)v(0) + / u'v' dx

0 0 0
(11) . .
=—v(1)+v(0)+/ u'v'dx:2/ vdr = HL.

0 0
Variationsformuleringen blir da: s6k u € V := {v: ||v|| + ||v'|| < oo} s& att
1 1
(12) / u'v' dr = 2/ vdz —v(0) + v(1), forallaveV
0 0

Hér introduceras rummet
V3, = {alla kontinuerliga styckvis linjira funktioner pa T}

med bas funktionerna:

m={ 2+l 0<z<ly2, ) = { 2 0<z<1/2
i) =1 "o, 1/2<z<1, PIE=0 —22 42, 1/2<2<1,

och
@) ={ 0 0<z<1/2
PRO=V2w—1, 1/2<2<1.

Finitelementmetoden (FEM): sok U € V}, s att
1 1
(13) / Uv'de = 2/ vdz —v(0) +v(1), for alla v € Vj,.
0 0

Ansitt U = &opo + &1 + oo da dr U’ = &op) + §14] + b Insdttning i (FEM)
(13) med v = ¢;, 1 =0,1,2 ger

1 1
/ (ol + E160) + Eah)ph da = 2 / 0 dz — 0(0) + go(1)
0 0
1 1
(14) / (€l + E10) + Eaph) g dz = 2 / o1 dz — 91(0) + o1 (1)

1 1
/ (bopo + 619 + Eah)h da = 2/ @2 dz — p2(0) + 2(1)
0 0

Styvhetsmatrisen blir (rikna sjilv!)

. 1 -1 0 2 -2 0
A= -1 2 -1 )=(-2 4 -2
0 -1 1 0 -2 2

v.g.v.
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Det leder till ett linjart ekvationssystem A¢ = b for den okinda vektorn & =
(&0, Ti1, &) med hogerled:

2f01g00d$—(p0(0)+900(1):]./2—].+0 —1/2
b=| 2f, prde—p1(0)+ (1) =1-0+0 | = 1
2 [ padz — p2(0) + 2(1) =1/2-0+1 3/2

Observera att A &r inte inverterbar. Eftersom det inte finns nagra exakta l6sningar
kan man inte heller férvinta sig att det approximativa metoden kan ge nagra 16s-
ningar. Alltsi problemet &r illa stélld fran borjan.

5. Bestdm losningen till foljande inhomogena virmeledningsproblem:
U = Ugy, O<zx<m, t>0,
u(07 t) = ]'7 u(Tr7 t) = _]'7 t > 07
u(z,0) =cosz, 0<z<m.

Lésning: Vi homogeniserar ekvationen genom att sitta v = u—s, dér skall s, satis-
fira den stationidra versionen av differentialekvationen med inhomogena randvillkor
enligt:

s'(z) =0, s(0)=1, s(r)=-1.
Vi har att s(z) = Az + B, dar s(0) = 1, ger B =1, och s(7) = —1, ger A = —2/mx.

Alltsa 9
s(z) =1- —=.
™
Insdttning i differentialekvation ger en homogen ekvation for v:
Vi = Ugg, O<zx<m, t>0,
v(0,t) = v(m,t) =0, t>0,

v(z,0) =cosz+22 -1 0<uzx <.

Vi bestdmmer v med variabelseparationstekniken: Sétt v(z,t) = X (z)T(t) # 0.

D4 ger DE for v TT’ = XTH = ), och vi far 2 separata ODE, en for X och en for T

X"-AX =0, X(0)=X(r)=0, och T =AT.
For T far vi 16sningen
T(t) = T(0)eM.

For att bestimma X har vi foljande 3 alternativ:
Fall. A\=0.Da dr X(z) = Az+B. X(0)=0=B=00ch X(m)=0= A=0.
Detta innebér att X (z) = 0, som &r en motsdgelse eftersom vi stker icke-triviala
(noll-skilda) 16sningar.
Fall IL. X > 0. D4 &r X (z) = AeV>* + Be V2,

X0)=0= A+B=0

X(r)=0=> AeV ™ 4+ Be VAT = (0= AeV L (1 - e’zﬁl‘) =0.

Allsd A = B = 0 &ven i detta fall som ger en motségelse som i Fall I. Varfor endast
A < 0 kan ge icke-triviala 16sningar:

Fall III. X < 0. D3 giller X (x) = Asin(v/—Ax) + B cos(v/—Az).

X(0)=0= B=0
{X(?T):0:> = Asin(v/=M1) =0(A#0) = =Ar=nm, n=12,...

Allsd har vi egenfunktioner och egenvérdena:

X, (z) = sinnz, A=-n? n=12....
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Superposditionen ger
oo

v(z,t) = z Cre ™ sinna.
n=1
For att bestdmma C,, har vi att
> 2z
v(z,0) = Z Cpsinne = cosz+ — —1
n=1 i

Alltsa ar C,, Fourier sin nz-koefficienterna for cosxz + Qf - 1.

2 [T 2
Cn:—/ (cos:c+—x—1)sinnxda:
™ Jo ™

1
(15) o rm ‘ 9 [T 9y '
= — coszsinnx dr + — (— = 1V)sinnzdx := I, + II,.
e 0 ™ 0 ™
2 (" 2 (M1 17— 2xq™
I =—/ cosmsinxdac:—/ —sin2xdw=—[7cos x] =
T Jo T Jo 2 s 2 0
2 [T . 2 ™17 . .
I,={n#1}=— [ coszsinnzdr = — = [sm(n + 1)z + sin(n — 1):1:]
7 Jo T Jo 2
1 /”[ cos(n + 1)z cos(n—l):zc]fr
T B 1 —1
(16) T Jo n+ n 0
() (e )
s n+1l n-—1 n+l n-1
_ 10, n udda
Tal oy n=2k k=12,

For andra termen har vi
II, = z/w [(2_37 — 1)7_(;05”5,;]# _ g/w 2 —cosnz dz
0 0

(17) m m n 0o T on
_ gl[(_l)nﬂ _1= 0, n udda
m™n %, n=2k, k=12,...

Slutligen far vi losningen f6r den ursprungliga, inhomogena differentialekvationen
som:

20 L~/ 8k 2
Svar u(w,t)—l—?+; (4k2—1_E

k=1
2r 2 & 1 2
=1-=4 = e tginoky.
7r+7rl;k(4k2—1)e S AR

2
) et gin 2kz

(18)

6. och?7.
Losning: See foreldsningsanteckningar.

MA



