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1. Antag att f:[0,1] — R &r Lipschitz kontinuerlig. Bestdm den linjéra interplon-
ten 7f € P(0,1), om f viljs som

(a) z™ + a, (b) cos(nrwx), (¢) sin(nmz) + cos(nrz),

dér a ar reell tal och n ar positiv heltal.

Lésning: Den linjdra interpolanten 7 f € P(zo,x1) kan skrivas som

mf(@) = f(@o)po(z)+ = f(z1)p1(2),

dar ¢;(x) &r en bas for P(zg,z1) av linjira polynom pal = [zo,x1]. Har har vi
g =0o0chz; =1,

po(z) =1—z,  ¢i(z) ==
(a) Dérfor linjéra interpolanten av f(x) = 2™ + a pa I kan skrivas som:

mf(x) = Z fx)e(@i) = F(0)po(z) + f(1)r(2)

=a-1-2z)+(1+a)-z=a+uz.

1)

Observera att resultat &r oberoende av n (varfor?).
(b) Med f(x) = cos(nmz), far vi (analogt) att

2

mf(z) = Z f(@a)p(zi) = f(0)po() + F(1)pr(2)

(2) =cos(0) - (1 —z) + cos(nm) -z =
[ l1l-z4z=1 om n jainm da  cos(nw) = +1
Tl 1l-z—z=1-2z om n udda dd cos(nw) = —1

Har har vi fatt en n-beroende resultat.
(c) Eftersom sin(0) = sin(nw) = 0 s& har (¢) samma linjar interpolant som (b).

2. Los foljande differentialekvation for ¢ > 0 med hjilp av Laplacetransform

y"(t) +4y'(t) + 13y(t) = 3¢ % cos3t, y(0)=0, %' (0)=-1.

Losning: Laplacetransformering ger

3(s+2)
2y (s) — —y 4sY (s) — 4 13Y(s) = ————~—.
Y (5) = 59(0) = 4'(0) +45Y (5) — 4(0) + 13V () = 2T
Gemon att ersdtta y(0) = 0, y'(0) = —1 far vi
3(s+2)
244 3)Y(s)=-1+———7—".

(s* +4s5+ 13)Y(s) +(s+2)2+9

Alltsa
Y(s) = 1 3642 i

T2 4+4s+13 ' (s? +4s+ 13)2
Men eftersom s? + 4s + 13 = (s + 2)? + 9 kan vi skriva
f——__ 1 - -1 :_l(é)
s2+4s+13  (s+2)2+9 3\(s+2)2+9/°

1
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Vilket har inverstransformen

1 1
' I S I e 1 I
L [ 32 p 13] = 3e sin 3t.

Vidare géller det att

SR L3N VS S DAY Y
C (s2+4s5+13)2  2ds\s2+4s+13/ 2ds\(s+2)2+9/
Darfor har IT inverstransformen

3(s+2) 1 .
1 2t
= -t t.
[s2+43+13] 2 ¢ 7 sind

Slutligen genom att lagga ihop I och II far vi 16sningen:

1 1 1
y(t) = —367% sin 3t + §te*2'5 sin3t = 6(3t —2)e 2! sin 3t.

3. Utveckla funktionen g(z) = cos(z) i Fourier sinusserier i intervallet (0,7/2).
Anvind resultatet for att berdkna summan
o0 2

2 G~

n=1

L6sning: Vi utvecklar f(z) = cosz till en (2L = 7)-periodisk udda funktion f i
intervallet [—7/2,7/2]. Vi har att

o0
a .
?0 + E (an cosnfdx + b, sin nQa:) .

n=1

oo
a nwT . NTT
ft) = 70 + 321 (an €08 —— + by, sin T)

Eftersom f(t) ar udda s& har vi a, = 0 for allan > 0. Vidare T =7 =2L = Q =
2r/T =2 =mx/L. Dvs

™ /2

) L 4 w/2

bn:—/ f(x)sin@dm:—/ cosz sin 12 dg
L Jo L 0
4 w/2 4 1 w/2

= —/ cos z sin2nx dr = — —/ [sin(2n + 1)z + sin(2n — 1)z] dz
0 0

s 2
w/2 1
B [Zn -1

:z([ -1 cos(2n—|—1);v]

a1 cos(2n — 1)33] ﬂ/z)

0 0

2 < 1 + 1 ) _ 8n
S r\2n+1 2n—1/ 7(4n2 1)
Alltsa vi har en utveckling av den udda fuktionen f(x) i Fourier sinusserier som

8 n .
(3) f(z) ~ - 7;1 propE 2nz,

darfor har funktionen g(x) = cosz en udda utveckling pa (0,7/2) som,

Nl —

(4) coszT =

[ee)
n .
E 5 sin2nz. z € (0,7/2).
= 4n 1

For att berdkna summan multiplicerar vi ekvationen (4) med cosz och integrerar
resultatet 6ver (0,7/2). Genom att byta summan och integralens ordning far vi

7['/2 8 oo n 7I'/2
(5) / coszcoszdr = — / sin 2nx cos z dz
0 WT;14”2_1 0
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Observera att integralen p& hogerledet dr 7b, som vi har redan beréknat ovan:

4 /M2 cosz sin2nx dx = __ & = /Tr/2 cosz sin2nx dx = I

T Jo ~ w(4n? —1) 0 C4n? - 17
Alltsa (5) kan skrivas som

S| 8xn 7 2n
Z 4 Zcos? =2 :
©) /0 (3 + 508 w)dw WT;147L2—1 an? =1
vilket ger
T 16 n? . d n? w2

® D P

4. (a) Bestdm den analytiska l6sningen till randvérdesproblemet
—u'(z) +d'(z) =1, 0<z<1, u(0) = u(1) = 0.
(b) Dela in intervallet i 3 lika delintervall med noderna zy = 0, zy = 1/3,

xz2 = 2/3 och z3 = 1. Berdkna den styckvis linjara finita element 16sningen U (x)
pd denna partition.

Lésning: (a) u"”(x) + u/(z) = 1 har karakteristiska ekvationen: —r? + r = 0, med
rotterna r1 = 0 och ro = 1. Darfor ar
up(z) = C1 + Cae”,

en homogen 16sning. Vidare, har ekvationen en partikuldrlgsning som u,(z) = Az.
Inséttning av partikuldrlosningen i ekvationen ger A = 1. Alltsé, vi har att:

u(@) = un(z) + up(z) = C1 + Cae” + .

Randdata ger
w(0)= Cy+Cs=0,
u(l) = Ci+Cre+1 =0,
som har 16sningen C; = -5 och Cy = —%. Allts exakta l6sningen r:

u(x):x+e%1(1—ez).

(b) Med homogena randdata och partitionen zo = 0, zy = 1/3, 22 =2/3, 25 = 1,
behéver vi bara basfunktioner ¢; och ¢; med p;(z;) =65, i =1,2, j =1,2,3,4:

3z, 0<z<1/3, 0, 0<z<1/3,
pr(z) =4 —3z+2, 1/3<2<2/3 (a(x)=¢ 3z-1, 1/3<zx<2/3
0, 2/3<x <1, 3¢ +3, 2/3<z<Ll

Variationsformuleringen &r

1 1 1
(VF) / u'v'dw+/ u'vdx:/ vdz, Vv €V,
0 0 0

dir V, C Hj sa att
Vi, = {v : v &r styckvis linjor, kontinuerlig ,v(0) = v(1) = 0}.
Vi stker FE 16sningen U (z) € V}, som uppfyller (VF). Dvs vi s6ker

(8) U(z) = &ip1(z) + &202(2),
si att

1 1 1
(FEM) / U'v'dx+/ U'Ud:c:/ vdz, Vv € V.
0 0 0

v.g.V.
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Nu genom att volja v som basfunktioner ¢; och s, och stoppa in U fran (1) i
(FEM) far vi foljande matris ekvation for att bestimma nodvirdena & = U(zy)
och & =U(xs):

1 1 1 1 1
/ 90'180'1 / 90'190'2 & / <P1<P'1 / 901805 & / ®1
0, 0, [ ]+ 0, 0, [ ] — 0,

] ] & ! ’ &
P21 PaP2 Y21 P2ps ®2
0 0 0 0 0

I vanster ledet ovan firsta koefficientmatrisen ar viran massmatris och den andra
ar convektionsmatrisen. Allsa vi har att

N ERIIBET

Detta skriver i kompakt form som

6 -57271[&a] _[1/3 al 176 5/2][1/3
~7/2 6||&| 13| & |"Dl72 6||13]
Dér D =36 — 35/4. Allsd ar & = 17/6D och & = 19/6D, och vi har

17 19
U(z) = 6D (z) + 6—D902($)a
dvs
%(33:):21—733, 0<z<1/3,
U) =4 a5(-3z+2)+ 2Bz —-1)=L(=+3), 1/3<2<2/3
a5 (=3x+3)=35(-z+1) 2/3<z<1.

5. Bestdm l6sningen till foljande virmeledningsekvation:

Uge = U + U, O<z<l, t>0,
u(0,t) = u(1,t) =0, t>0,
ug(z,0) =1, 0<z<l

Lésning. Satt u(z,t) = X(x)T(t) # 0. Vi far (efter division med X (z)T'(t) # 0)
att
X'"(@) _T'@)
X(z)  T(t)
dar A < 0 ar den alternativ som &r konsistent med randdata. Vi har da

X(z) = AsinvV—Az + BcosvV—\z,

dir X(0) = 0 = B = 0 medan X (1) = 0 = Asinv/—X = 0. Eftersom vi soker
icke triviala losningar dr A # 0 och varfor ar egenvirden och egenfunktionerna

+1=X<0,

V-A=nm = A= -n’n?, X,(z)=sinnnz, n>1.
Vi atergér till T och dir har vi
T, ()

oy 11— 2 2
o) =\ -1 (14 n°w®).

Integrering Over ¢ ger
T (t) = Cre~ ™)1,
Superposition ger

oo
9) u(z,t) = Z Dpe= ™)t gin g,

n=1
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Kvarstar att anvinda begynnelsevillkoret for att bestimma D,,. Vi deriverar (9)
med avseende pa t

o0

(10) ug(z,t) = Z —D,(14n’r?e —(0* T gin .
n=1

Begynnelsevillkoret ger

(11) 1 = u(z,0) ZD 1+ n?7?) sinnmz.

Genom att multiplicera (11) med sin k7r:v och integrera 6ver (0,1) fas

[e’e} 1 1
(12) - Z D, (1 + n?7?) / sin nre sin krz de = / sin krz dz.
— 0 0
Nu har vi att vénster ledet (VL) i (12) ar
—1D,(1 +n2x?) n==k
— 2 n ) ’
(13) VL = { 0, n#k.
Vidare &r
(14) HL:—[icoskmc”1 =—i((—1)k—1).
km 0 km

Alltsé (12) kan skrivas som

e (1 =1) = a4,

dvs

=4 k udda
— km(1+m2k2)?
(15) Di { 0 k jimn,

och slutligen har vi att
- 1

4
u(z,t) = s HZ:;) (2n+1)(1+72(2n +1)2)

e~ (L4 (2n+1)*)t sin(2n + 1)7x

6. Funktionen f ar p-periodisk och a &r ett reellt tal. Visa att integralen

/ " fayde,

ar oberoende av a.

7.
Betrakta differentialekvationen

—-u"'=f 0<z<1, u(0) = u(1) = 0.

Verifiera att finitelement 1osningen: U € V)0 dr den bésta approximativa 18sningen
i energinormen: Dvs visa att

1 1/2
=0l < =)l Vo€ Vo fulla= ([ awtds)™,
v(1) = 0}.

med V)0 := {styckvis linjéira kontinuerliga v med v(0)

6. och 7. See foreldsningsanteckningar.

MA



