Losningar till udda uppgifter i 0vningsexempel PDE

1. a) Variationsformulering av
—u" = f, O<z<1, u0)=0, u'(1)=0:

Finn u € V = {v(z) : v(0) = 0, fol[vz + (v')?]dz < oo} sa att

1 1
/ w'dr = / fvdz, YveV.
0 0

b) Apriori feluppskattning. Se boken.
¢) Aposteriori feluppskattning. Se boken.

3. Utgar fran d’Alemberts formel

u(z,t) = %{uo(x —t)+ug(z+t)} + % /w vo(s)ds.

r—t

a) Finner att u(z,2) = 1 for z < —2,u(z,2) = ; for —2 < z < 2 och
u(z,2) =0 for z > 2, se figur.

1 1
b) Finner att u(z,2) = 5(—35 —-3) for -3 <z < -2, u(z,2) = 5(:6 +1)
1 1
for -2 <z < —1,u(z,2) = E(x— 1) for 1 <z < 2,u(z,2) = 5(3—35)
for 2 < x < 3,u(z,2) = 0 for 6vrigt, se figur 3b.

a) b)
u(x,2) u(x,2)

=X - - ~ X

Figure 1:

c¢) En 16sning (finns fler) skulle kunna vara ug(z) = 1 f6r 14+8n < = < 3+
8n och —(3+8n) <z < —(14+8n),up(x) = —16r54+8n <z < 7+8n
och —(7+8n) <z < —(5+8n),n=0,1,2,...,up(x) = 0 f6r dvrigt,
se figur 3c.

5. a) Multiplikation med u och integration i z-led ge

1 1 1 d
/ iudz — e/ Wudz = = Lijul2 + el — w (1)u(1) + ' (0)u(0)

d 1
= llull 2l + ell'[* =/ fudz < || f[[ul],
0

1
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Figure 2:

d
dvs a”u” < || f]| som efter integration i t-led ger den sokta olikheten,
eftersom u = 0 for ¢ = 0.

Multiplikation med v och integration i z-led med 4 = 0 (dven sista led
a)) ger

ellw|I* < [ £[M{lull-

Vi utnyttjar nu Poincaré olikheten ||u|| < ||u'|| och férkortar med
||u’ || vilket ger den sokta olikheten. Poincaréolikheten foljer av att
= [ u/(s)ds, eftersom ju u(1) = 0.

Ekvationerna beskriver hur temperaturen u utveklas med tiden ¢ i ett
(endimensionellt) omrade 0 < z < 1 med given virmeproduktion f
med randvillkoren att v = 0 vid x = 0 och att virmeflodet ¢ halls =0
(isolering) vid z = 1. a &r konduktiviteten.

Ekvationen ¢ = —au' uttrycker att varmeflodet ar proportionellt mot
temperaturfallet per langdenhet, med en proportionalitetskonstant a
som beror pa det virmeledande mediet ifraga. Ekvationen for @ erhalls
genom att betrakta ett godtyckligt intervall (a, b) i vilket tillférd virme

per tidsenhet = fb fdz+q(a,t)— fb fdx fb ¢'dz maste vara

b
lika med accurmulerad varme per tidsenhet = — udr = / udzx.

Eftersom intervallet var godtyckligt maste gélla att i = f — ¢ far alla
0<z <l

Betraktar ett fall med tva rumsdimensioner med koordinater z,y.
Ju Ou
oz’ dy
randvillkor 6vergar i ¢ -n = 0, diar n ar en given normalvektor till
randen for det aktuella omradet. Sjilva varmeledningsekvationen blir

8u) 9 ( au) kortare skrivet som 4 = f—V - (aVu).

u-f——( “or oy \ oy

Viarmeflodet ges nu av ¢ = —aVu = —a( ) och motsvarande



—Au=1, iQ
u=0, pal

Multiplicera (1) med v € Hj(Q2) och integrera:
/ Vu- Vo = / v
Q Q
Variationsformulering:

Finn v € H}(Q) s.a. Jo Vu-Vu= [ v, Vv € H}(Q).
FEM: Finn U € V) s.a.

FinnU € V))s.a ‘/Vwsz/uVUGW (2)
Q Q

V¥ = {v : v styckvis linjar och kontinuerlig pa Q,v =0 pa ' } pa tri-
anguleringen i figur 9a:

X2

r N, r
(@]
r 2 .
Figure 3:

En bas for V) utgors av {O;};_;, dir O; € V2, O1(N;) = 1.
Ansitt

U=4&0, (3)

(2) ar ekvivalent med: Finn U € V) s.a.

Lvuva:401 (4)



Inséttning av (3) i (4) ger

51/V01-V01:/01
Q Q

a1éi = b
L9
a11=/V01-V01=...=4,b1:/OlzG-Q—zl
Q 0 3
Svar: Styvhetsmatris: A = [a,] = [4]
Lastvektor : b=[b] =[1]
rl
2
r, N, N,
(0] r
I'l 2 X1
b)
Figure 4:

Def: V={v:ve H(Q),V=0pali}
Multiplicer (1) med v € V' och integrera:

/Vu VU—/—U—/VU W_/

ty v=0paly och?—ZzOpéFg.
Variationsformulering:

Finn v € V s.a. /Vu-sz/v, YveV.
Q Q
FEM:

Finn U €V}, s.a. / VU -Vv = / v, Yv eV, (5)
" o

(Vi = {v : v styckvis linjar och kontinuerlig pa Q,v =0 pa I'1}, pa
trinaguleringen i fig 9b).

En bas for V}, utgors av {O;}7_,, dir O; € Vj, i = 1,2 samt O;(N,) =
dij, 1,5 =1,2.



Nu &r (5) ekvivalent med:

Finn U € V}, s.a. /VU-VOi:/Oi,izl,Q.
Q Q

2
Ansitt U = Z@-Oj. Inséttning i (6) ger

7j=1
2
Zgj/voj-voﬁ/oi, i=1,2
= 9) 9)
aij b;
AE=b
1
b1:/01:1,b2:/02:—
Q Q 2

an:/VOl-VOl:4,a22:/V02-V02:2,

o Q
19 = Q91 = / VOI - VOZ = _1
o
_ 4 -1
Svar: Styvhetsmatris: A = [ 1 9 }
1
Lastvektor: b= [ 1/2 }

11. a) Metoden bygger pa att

b 1 bl b
/ / wvdzdt + e/ / w'v'dzdt = / fudzdt,
a 0 a 0 a

for v sadana att v(1,t) = 0. Ansétter for t,, 1 <t < t, en approxima-

tiv 10sning

Ula,t) = Unla) = 3 Uny6y (o)

déar ¢; ar den kontinuerliga styckvis linjara hattfunktionen som &r =1
i noden z; = j/m och = 0 i 6vriga noder. Soker sedan (med givna €

och f) U, ; sadana att

1 tn 1 tn 1
/ (Un = Un_1)dsds + / / U 8l dwdt — / / téidudt,
0 tn—1 J0 tn—1 J0
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dvs vektorn U, = {U,,;} sadan att MU, +SU,, = MU,_1+B, dar M &r
den tridiagonala massmatrisen med element 2h/3 pa diagonalen, med
undantag av det forsta diagonalelementet som blir £/3 motsvarande en
halv hatt, samt h/6 pa sub- och superdiagonalerna, och dér styvhets-
matrisen S har element 2/h pa diagonalen, med undantag av det férsta
som blir 1/h, samt —1/h pa sub- och superdiagonalerna. Vektorn

fn ! tn—l + tn
B har elementen / / tgidrdt = k————" = (£2 — 2_,)h, dir
0

2
tn—1
k = t, — t,—1 ar tidssteget, och h = 1/m &r rumssteget. Det forsta
elementet 1 B ar halften sa stort motsvarande en halv hatt.

Koefficienten U, i ansatsen ar nu kind och ar =7. Dvs en 7-multipel
av forsta kolonerna i matriserna M och S kan subtraheras fran bada
led, varefter forsta ekvationen kan stryckas.

Lat 1, o vara de styckvis linjara kontinuerliga basfunktionerna som
ar =1 i nod 1 resp. 2 och =0 i 6vriga noder. Soker U = uyp; + usps
sa att

/VU-Vgoi:/fgoi i=1,2.
Q Q

Beraknar

/ Vi -V = / Vi -V
Q AUBUCUDU...

:/AUB(—l)-(—l)+0-0+/ 0-04+1-1+...

CuD

=4

Analogt,

/QV<p1-ngz/QVgoQ-Vgol:/A(—l)-1+0(—1)+/B(—1)1—|—0-1:—1

VQDQ . VQDQ = VQDQ . VQOQ +/ VQDQ . V(PQ =4
/Q AuB S~ Resten ——~—"

2 2
/f<p1=/ s01+2/ <p1=§+2§=2
Q DUEUFUG HUAUBUC

3
=92. - =2
/Qf(pz 3
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Figure 5:

U

Styvhetsmatris — [ 4 -1 } [
U2

2
1 4 } = [ 9 } <« Lastvektor.

b) Tillkommer basfunktion ¢3 (=11 nod 3, =0 i 6vriga).

X2

N

> Xq

Figure 6:

Beréknar/Vg(Jg-chg=2,/V@g-ngJg:/V903-V<,02=—1,
Q Q Q
1
fos=2-3
fyrer=23
4 -1 0 Uy

Styvhetsmatris: | =1 4 -1 U, | =
0 -1 2| U

WM N N



15.

17.

Metoden bygger pa att

bl bl b
/ / wvdzdt + / / (u'v" + uwv)dzdt = / 20vdzdt,
a JO a JO a

for v sadana att v(0,¢) = 0. Ansétter for t,, ; < ¢t < t,, en approximativ
16sning

Ulz,t) = [{Z*l(x)wnfl(t) + Un ()9 (t),
Un(r) = Z Un,j9;(z),

dar 1, och ¢; ar de kontinuerliga styckvis linjara hattfunktionerna i - resp
z-led som &r =1 i noden t, resp x; = j/m och =0 i 6vriga noder. Soker
sedan U, ; sadana att

1 1 1
/ / Udsdudt + / / (U + Ug,)dadt = / / 20¢idadt,
I, J0 I, JO I, JO

dvs vektorn U, = {U, ;} sadan att
k k
MU, — MU, , + ES(Un +Up1) + §M(Un + U, 1) = B,

dvs (M+.S+EMU, = (M—~£S—EM)U,_,+B, diir M ér den tridiagonala
massmatrisen med element 2h/3 pa diagonalen, med undantag av det sista
diagonalelementet som blir 4/3 motsvarande en halv hatt, samt element
h/6 pa sub- och superdiagonalerna, och dar styvhetsmatrisen S har element
2/h pa diagonalen, med undantag av det sista diagonalelementet som blir
1/h, samt element —1/h pa sub- och superdiagonalerna. Vektorn B har
elementen B; = fttn“_l fol 20¢;dxdt = 20kh resp B,, = 10kh, dar k = t,—t,_1
ar tidssteget, I, = (t,_1,t,) och h = 1/m &r rumssteget.

a) Vi har att
|Aul)? = / Upg + Usy + 2Ugglyy.
Q

Partiell integration forst i y-led och sedan i z-led ger

/ UggUyy = / UggUyTly — / Upgyly = / Ugg Uy Ty — / UgyUy Mg + / UgyUsgy-
Q T Q T r Q

dar n = (ng,n,) ar den yttre enhetsnormalen till randen. Pa den del
av randen dér n, # 0 (tak och golv) géller u,, = 0, eftersom u = 0, och
s& den del av randen dér n, # 0 géller u, = 0 av samma skél. Detta
ger alltsa att [, UspUyy = [ UsyUsy Vvilket ger den sckta identiteten.
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0
b) I fallet a_u = 0 pa randen giller dir n, # 0 att u, = 0 och dir

n
ng # 0 att ugy = 0, eftersom u, = 01 y-led dar. Alltsa erhalles samma
resultat.

&) Vi har Jull? = [,u?Ap = —2 [, uVu- Vo < 2maxq [Vollul|Val,
varifran den dnskade olikheten foljer med Cg + 2 maxq |V¢|.

19. Se boken.

21. a) Lat ¢; och ¢, vara basfunktionerna motsvarande de tva inre noderna
enl. figur 21a

¢

Figure 7:

basen x hojden
3

2h 4h
/9901—3 & /0902—?-

Berdknar V¢, och V¢, pa resp. triangel och finner

Enligt formeln for volymen av en kon erhalls

/V%'V%:4,/V<P2'V<P2=4,/V901'V<P2=—1-
Q Q Q

/Vuh-Vapi:/l-gai i=1,2
Q Q

Dvs



dar up = Uyp1 + Usgpo kan nu skrivas

4 —17[ U 20
-1 4||U]| 3
4 2

Styvhetsmatris %
/I\
Lastvektor

b) For felet géller nu
IV (u = un)|| < Cillh R,

dar ||-|| &r L2(2)-normen, C; en interpolation konstant, i elementstor-
leken, och

R+ |Ri|+ Ry, é&r residualen.
[Vun]]

R, = f + Awy pa resp. triangel, Ry = max , dar [Vuy] ér

hoppet i Vuy, tvars randen 0K av triangel K.

c¢) For Ly-normsfelet géller
lu = unll < Gillh*R||.
d) for kvadratiska elementfunktioner géller
IV (u—u)|| < Gil[RR],
precis som for linjara, men R kan nu vantas vara mindre.

23. a) Utvidgar ug och vg udda, dvs sitter 4g(x) = —ug(—2z) forz < 0, 4(x) =
u(z) for x > 0, analogt for v. d’Alemberts formel ger nu 16sningen

1 1 x+ct
u(z,t) = 5{&0(33 —ct) + to(z +ct)} + _c/ Uo(s)ds
T—ct

T+ct
/ vo(s)ds,  for x > ct,
T

—ct

1
§{u0(x —ct) +ug(x + ct)} + %

1 1 T+ct
5{—u0(ct —z) +up(z+ct)} + 2_0/ vo(s)ds, for x < ct.

ct—x

1 1 ct
Finner speciellt att u(0,t) = 5{—u0(ct) +ug(ct)}+ % / vo(s)ds =0
c ct
som Onskat.
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b) Ansitter (for z < ct) modifierad 16sning w(z,t) = u(z,t) + ¢(z — ct),
vilken vi vet loser ekvationen w = c*w".Soker nu ¢ sa att w(0,t) =

u(0,) + ¢(=ct) = g(1), dvs ¢(=ct) = g(1), dvs ¢(s) = g(=s/c).

Lésningen modifieras alltsa for x < ct till u(z,t) + g(t — z/c).

25. a) Variationsformuleringen av problemet blir

/Vu-Vv:/ qu,
Q Ty

for alla v sadana att v = 0 pa I'p. Subtraherar motsvarande relation
for U och v € V}, och erhaller felekvationen

/ V(iu-U
Q
for alla v € V3. Far nu

IV(u=0)|? = /Vu— /Vu— V(u—v)
I,

<V (u— HWVW—U)

0,

for alla v € V},, varav den sokta olikheten foljer.

b) Visar ||[(u—v)'|| < ||hu"||. Pa delinterval ¢ géller (u — v)’ ff u—

= f " ", for nagon punkt &; i intervallet, enligt medelvardessatsen
Det foljer att

=yl < [ < (/)(/w :h(/u)

dvs

Summation Gver i ger
Il = w)'[* < [|hu"|]%,
vilket ger den sokta olikheten.
27. Istallet for uppg. 27 i listan: Betrakta:

u  0%u
— 2 [ =
(1-M )836% + 0x3 /

diar M &r en positiv konstant
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a) Antag att M < 1, 16s ekvationen i R? med f = g(z)d(y) dar:

() 1 for|z| <1,
xTr) =
g 0 forlz| > 1

och &y(y) ar en deltafunktion.
Ledning: Elementarlosnig till —A gea i R? av:

1 1
E(z,y) = —log

N

b) Antag att M > 1, 16s ekvationen i 6vre halvplan (y > 0) med f =0
och foljande randvillkor

ou
u=g(zr), fory=0, — =0, fory=0,
(@ -
dér g(x) ar given i deluppgift (a).

c) Bevisa att E(z,y), givet i ledningen till (a) dr verkligen en elementér-
16sning till —A i R2.

Losning: Betrakta

0%u  0%u
1-m2)28 7Y _
( )8,1:% + 03 /
a) M <1
Gor variabelbytet
.’L'i = 1,1M2'/I"1
Th = x9
o 1 9 o 0
o, /1— M20z,’ Ory Oz’
9 1 0? o 0
or? 1 — M29z'? 03 02’2
=
Pu  u
= f(},5)

12 12
ox'y  0z'5

dar f(a,75) = g(21)d(x5) och

g(zh) = ) 1
0, for|z}| > NS TE
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1
>dw'=
_l"|
=5 ) log< ; )dx' =
/ ' (1, 28) — (21, 0)[ )

1 W
= [T 08 (1 25) - (55,01 d

1 2

et ) = u( e, 2 ) o sedan 0 = (e, ).

b)
0% 0?%u
— - (M*—1)— =
ox3 ( )833% 0
Satt c = v M? — 1
(
Pu 0%
2o =0, 0
ox3 ¢ 0x? T2 >
S u=g(z1), 29 =0
ou
— =0, o =0
\ 8332 2
d’Alemberts formel ger
1
u(zy, z2) = 3 (g(xl —cx9) + g(z1 + C$2)>, Ty >0
c) se boken.

29. Bevis: Se kurslitt.

1
a(v,w) = /QVU -Vwdz —i—/o v(0, s)w(0, s)ds, Q= (0,1) x

L(v) = /vadfc, f € Ly()
V=H'(Q)

13
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a(-,-) bilinjar och L(-) linjér klart

v? = / / (t,5)%dsdt = / / (0, 5) / (t', s)dt'dsdt <
Q ot
2 ! !
<2{ // (0, 5) dsdt+/ /[/ at,t s)dt'] dsdt}

:/ / (0, 5)*dsdt = / v(0, s)3ds

— n2 < !
/ / /at,t s)dt'|*dsdt //[/ 8t’t s)?dt'\dsdt =
// tsttds</Vv-Vv
ot o
1
. /v SQ(/VU-VU—%—/ v(O,s)v(O,s)ds)
0 a 0

a(v,v) = VU-VU—l—/ v(0, $)v(0, s)ds

1 1 1
>3 QVU'VU—}—Z/QUQZZ”U“%/

1
la(v,w)| < |/ Vv - Vw| + |/ v(0, s)w(0,s)ds| < c— s <
Q 0

1 1/2 1 1/2
< [lelvliwly + ( / (0, 5%ds) " ( / w(0,5)%ds) .

14
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MA

Men v(t,s) = v(0, s) +ftg;’, s)dt'

=

v(0,5)? = 2(v(t, s)? + [/Ot %(t’, s)dt'r> <c—s<

Integrera (8) fran ¢t = 0 till ¢t = 1:

v(0,5)? < (/0 tstt—i-/ a" th’) 9)

Integrera (9) fran s =0 till s = 1:

/ 052ds<2<// tsttds+//at, , S dt'ds)_
< (/v +/Vv Vv) —2||v||V

(/Olv(0,8)2ds>1/ < V2ol

(8) ger darmed att

la(v, w)| < ollvliwllv + V2lullvv2llwlly = 3llvllvliwlly

ol =1 fedel < [Ifla@llollza@) < I flla@llvlv

*.» Forutsattningarna till Lax-Milgram ar uppfyllda.
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