MATEMATISKA INSTITUTIONEN
CTH&GU

TMA371 Partiella differentialekvationer TM, 1999-04-06
Telefon: Ola Helenius, ankn. 5310.
Inga hjalpmedel. Kalkylator ej tillaten. Uppgifterna ar viarda 10 poang vardera.

1. Betrakta varmeledningsekvationen

uw—u" =0, 0<z<l1, t>0,
u(0,t) =u/(1,t) =0, t>0,
u(z,0) = uo(z), 0<z <l
. 1 2 1/2 7 o .
a) Visa, med ||u|| = (fo u(zx) dx) , att ||u|| och ||[u'|| ] vixer med tiden.

b) Visa att [|[u/|| = 0, d& ¢t — oc.
c) Ge en fysikalisk tolkning av a) och b).

2. For en given funktion f, betrakta Laplace ekvationen

{—Au:f, i Q={(z,y):0<z<1,0<y<1},
u =0, pa 0f,

a) Visa att || D?u|| = ||Aul|, dvs specielt || D?u|| < [|f||, dér (D?u)? = u2, + 2u2, + uZ,.
b) Visa att samma resultat giller om 2% = 0 pd randen (istéllet for u = 0).
c) Visa i fallet med randvillkoret u = 0 att ||u|| < Cq||Vull
(Poincare’s olikhet).
Ledning: Tag en funktion ¢ sddan att A¢ =1 och utga ifran [, u>A¢ dzdy.

3. a) Formulera cG1 metoden for problemet

{ (a(z)d/(z)) =0, 0<z<1,
a(0)u'(0) = ug, u(l)=0,

och ange en a posteriori felluppskattning.

b) Berdkna den approximativa lsningen i a) da ug = 3 och a(z) = 1/4 for z < 1/2 och a(z) = 1/2
for © > 1/2, vid en likformig indelning av berdkningsomradet i 4 delintervall.

c) Visa utgaende fran a posteriori uppskattningen att, i detta speciella fall, den berdknade FE
losningen sammanfaller med den exakta 16sningen dvs felet=0.

4. a) Beskriv ¢cG1-cG1 for vagekvationen

i —u"” =0, 0<z<1, t>0,
u(0,t) =0, u/(1,t) = g(t), t >0,
U(.’B, 0) = UO(‘T)’ u(x,O) = UO(‘T), 0<z <1,

och ange resulterande ekvationssystemet i kompakt form.
b) Antag g = 0, visa att ¢cG1-cG1 metoden konserverar energin.

5. Betrakta problemet
—div(eVu+ fu) = f,1Q, u =0, pa 0Q,



2

dar 2 ar ett begrinsat polygonomrade, ¢ > 0 konstant § = (81(z), B2(z)), och f = f(z). Ange
villkor (utgaende fran Lax-Milgrams sats) under vilka det givna problemet har en entydigt bestamd

16sning, samt ange en stabilitetsuppskattning for v i termer av ||f||z, ), € och diam(Q2), under
dessa villkor.
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