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� w = v � u � 0�� w �� 
� ������ ���"
� �� ���

w ⊕ u = (v ⊕ (−u)) ⊕ u
(4)
= v ⊕ ((−u) ⊕ u)

(6)
= v ⊕ �

(5)
= v.

1 ��	�� �	�� �� w 	
� 
�	� �������� ������
�� �) ���� ��� w∗ �� ������� � ����
�2

w∗ ⊕ u = v
(1.1)⇒ (w∗ ⊕ u) + (−u) = v ⊕ (−u) (4)⇒

w∗ + ⊕(u⊕ (−u)) = v ⊕ (−u) (6)⇒ w∗ ⊕ � = v ⊕ (−u) (5)⇒
w∗ = v ⊕ (−u) = w.

3��"��	
 �������� ���
��
�
� �� ����
������� ����� �� ������2· �
� �		������� ���
�
� −u� 	
���
��	 � �4�� �� 
��)	��� �
���	�· 0 � u = �� 	�� ������ � ����
��
	
� �� 	
� �

��� ���
� ( ��� ������ � ���
��
	
� ��
�����
����� � V �· α� � = � ������
������ ∀α ∈ R�· −u = (−1) � u�

3�� �#�����	���
�
� �#�� �
� �� 
�� 
!
��
� � 
� ����	 �� ���
 �� 
�� ���"��� �#��
3�
� 
!
��
� ��� ����	 �����������



��� ������	
 �

������� ��	� ������� V = Rn×n ��� 	�
��	����	�� A⊕ B = A+B ������ ���	�����
������� ��� α� A = Aα, α ∈ R �	 ���� ��� �����	� 	��� ��� 	��
�	 ��� ����� �� 	�
��	����
��� ���� �����	� ��	 
���	��� �� �� ����	 ���
(α+β)�A = Aα+β = AαAβ ����� α�A⊕β�A = Aα +Aβ�  !��	��� !�	 ���"� α = β = 1
��� A = I ��� �����	 ��� AαAβ �= Aα + Aβ �# �����	 ���� �� ����	����� �

��� ������	



������ ��	�  �� �������� M ���� ��� �����	� 	�� V �	 �� ��������M �� V �#��� ���
M ������ �	 ��� �����	� 	�� ����$� ����� �$�	������	�

 !��	��� 	�
������	�� %� & '(� � ��������� '�' �����	 � ���� V �����	 �� ��
�# � ��
�������� M ����	 !�	���������� ��� � ∈ M � ��	!�	 )�����	 ��� )�	� ��	���	� '� ���
*� !�	M !�	 ��� ���� ��� M �	 ��� ����		�� �� V + ���� ��� �
��� ��	���	� ��� M �	 ������
����	 �������� ��� �����$��
����� ��� ���� ,� !�	����	�	 ����� ��� �� �����

���� ���� �� 	
����� �������� M �� � �	���� ��� V �� � �������� �� V �� �
�

����� �� M ��� ������������

u, v ∈M ⇒ u⊕ v ∈M,

u ∈M, α ∈ R ⇒ α� u ∈M,
'�*�

������ ���	������ ����������

u, v ∈M, α, β ∈ R ⇒ α� u⊕ β � v ∈M.

���������� -�� ��� u1 ∈M M �	 ��
������ ��� α = 0 � '�*� �# !#� ��� 0�u1 = � ∈M �
��	��� �����	 �� !�	 M + �� '�*� �����	� .# ����� ���� ��� u1 ∈ M ��� α = −1 ∈ R
�����	 ��� −u1 = (−1) � u1 ∈M + �# /� �����	�

������� ���� 0 ��� #�
#�����+ �	�������������� 	�����+ ��	 �� ��� ������� ��������	�	
$��
��	 ��� �	����
��	�	+ �	 !������� ���������	 ����		���

�� 1	���+ ��� ��� ����� ��	� ���� ������� �	 �+ �	 ����		�� �� ��������� (�

)� 2��� �����	 ����� �	��� �	 ����		�� �� ��������� '�

M

O u
αu

�� .��� ����� �	��� �	 ����		�� �� ��������� *�



� � ������� �	
� ������	


M
O

u
v αu

βv αu+βv

���� � ���	
����� ��������� ��� 	�� �� ����� ���� � ������� ��� �����
��� ��� �
�������	 ��	 �������� ��	 
� ������ 	�� � ���� ����	 ������

��� ���� ����	���������� ��		�� �

������� ��	� �� V ���� �� ����
�� ��		� �� ���� ������ n × n 	������ ���� !"�	���
#�# ����$ ��� �� M ���� ��� ���	
��� ��	 %���� �� ���� ����������	 n× n 	������ ���
	������ A ∈ Rn×n ������ � AT = A� &� 
� M � �������	 �� V $ ' �	 A ��� B 
�
�'		������$ �� 
� ����� A+B �'		����� ' (A+B)T = AT +BT = A+B$ ��� αA 
�
�'		����� �	 α 
� � ����� �� ' (αA)T = αAT = αA� �

������� ��
� ( ���
	��������� 	��� 	�� ��� ���� 
����������$ ���� ����� �������	
�� F (I) ��� !"�	��� #�# ����� )���� �"�	���*

C[a, b] = 	
����� �� ���� ��������� ��	 
� ������������ �� [a, b].

Ck(a, b) = 	
����� �� ���� ��������� ��	 
� k ������ �����������

�������%��� � (a, b).

C∞(a, b) = 	
����� �� ���� ��������� ��	 ��� ������������ ��������

�� ���� ��������� � (a, b).

P = 	
����� �� ���� ���'��	�

Pn = 	
����� �� ���� ���'��	 �� ���� ���� n.

L2(a, b) = 	
����� �� ���� ������
��� ��������� f ������ � f 2 
� �������%��

�� (a, b)� �+������� L ��		�� ���� ��	�� ��%����� ��� ����

��%������������%��� �����������

,�� � ���� � �� 	
��� �� ��������� 
� � ����
� ��	 �
���� �� � �������� �
f ⊕ g ��� α� f ������ 	
����� �� ���� f ��� g ��� ��� -
����� C[a, b] %��� � ����
�
��	$ �
���� � f ⊕ g ��� α � f 
� ������������$ �	 f ��� g 
� ������������� ,�� Ck

��� C∞ ���
��� ����� � f ⊕ g ��� α � f 
� �������%��� �� ���� f ��� g 
� ��� ,��
� ���� � L2(a, b) 
� ���� ����� ������� ���
���� �� ��� ����� 	�� �'��� ��������
αβ ≤ 1

2
(α2 + β2) ��� ���'������ ������ �� α ��� β� &���� ������ �� � α2 + β2 − 2αβ =

(α − β)2 ≥ 0� .� ��� ����� (α + β)2 = α2 + β2 + 2αβ ≤ 2(α2 + β2)� /	 f ��� g ������
L2(a, b)$ �� 
� [f(x)+ g(x)]2 ≤ 2f 2(x)+ 2g2(x)$ ����� 	����� � f ⊕ g ������ L2(a, b)� 0
α� f ������ L2(a, b)$ �	 f ��� ��$ ����� �	����%��� �



��� ������	
 �

������� ��	� ��� V ���� �	� 
����� ����	� C[0, 1] ��	 ��	��	
 ����� ����

M = {f ∈ V : f(0) = f(1) = 0}.
�� �� M 	�� ���	���� �� V � �� �� f �� g ��

 !� M �� α �� 	�� ��
� �� �� f ⊕ g
"������	�
�# �� �����$	���

(f ⊕ g)(0) = f(0) + g(0) = 0 + 0 = 0, (f ⊕ g)(1) = f(1) + g(1) = 0,

�� α� f �� "������	�
�# �� �����$	���

(α� f)(0) = αf(0) = α0 = 0, (α� f)(1) = αf(1) = α0 = 0. �

% 	�	��
	� ���� �!��	 �	� ��# �� ��� �� &��"����	� �� 	� �����'	
� �	� �����
�#���� #�

	�
����������	 &!� &��"����	� �� (	�� �����'
	��

)&�� �� �	� ���	�'���  �� ��	������	��� ⊕ �� � �"� �	$��	��� �� �� "���	� �� ���
��	�
��� ���#���� �� �������&������# ���	 "�� �"	� �	� #�

	� ��	�� � "������	 	�	��	

��� �	� 	#	��
�#	� �"�

	 ��� ⊕ �	

�� &��"����	��� �	� �� �"���	�  	
� 	�"	
� +� *����	
�"���	� �� αu ��� �	� &���	

� �� α� u�

������� ��
� ��� 	�	��	
 �� 	�� ��������	����'
	� &!� �����	

� ��+	�	����
	"������	�
��, -!� 	� #��	� "������	�
�# &��"���� f � '	���� 	� &��"���� u ����� ���⎧⎨

⎩
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= f(x, y) &!� x2 + y2 < 1,

u(x, y) = 0 &!� x2 + y2 = 1.

�	� �� �����
�#� ��� "���� ��� u �� "������	�
�# &!� x2 + y2 ≤ 1 ��  �� "������	�
�#�
�����	

� �	������� �� ����� ������#	� &!� x2 + y2 < 1� ��� V '	�	�"�� ���#�	� �� �

�
&��"����	� u(x, y)� ���  �� �	��� 	#	��"��	� �� �����$	��� ������

"��	� u(x, y) = 0 &!�
x2 + y2 = 1� *��� ��� V �� 	�� 
����� ����

������� ��� u �� v ��

 !�� V �� ���� w = αu+ βv� �� #�

	� ��� w �� "������	�
�# &!�
x2 + y2 ≤ 1 ��  �� "������	�
�#� ������	������� &!� x2 + y2 < 1 �	&�	���� �	��� #�

	� &!�
u �� v�� *����	 ��

w(x, y) = αu(x, y) + βv(x, y) = 0 &!� x2 + y2 = 1.

.

��� ��

 !� ��"�� w ���#�	� V � ��
"	� ����� ��� V �� 	�� 
����� ���� �

������� ���� ��� V ���� ���#�	� �� �

� �		

� "������	�
�#� &��"����	� f �	$��	���	
�� [0,∞) ������ ���

∫∞
0
f 2(x)e−xdx <∞� *��� ��� V �� 	�� ���	���� �� C[0,∞)�

������� *� ����	 ���� ��� ���#�	� V �� �
��	� ���	� �������� �� ��
���
�"����� �	�
�"�
�� �&� ���"������	� �� L2(a, b) � ��	��	
 ����� .���# ��� f �� g ��

 !� V � *� ��

 ����



� � ������� �	
� ������	


���
∫∞
0

[f(x)+g(x)]2e−xdx �� ���	
��
��� � ��	���
� �����
�
� (α+β)2 ≤ 2(α2 +β2) ����
��
��
� ��� ��� ���∫ ∞

0

[f(x) + g(x)]2e−xdx ≤ 2

∫ ∞

0

[f 2(x) + g2(x)]e−xdx =

= 2

∫ ∞

0

f 2(x)e−xdx+ 2

∫ ∞

0

g2(x)e−xdx <∞.

������ ����
� ��� f + g ∈ V � � ��� �����∫ ∞

0

[αf(x)]2e−xdx = α2

∫ ∞

0

f 2(x)e−xdx <∞,

	����� αf ∈ V � ������ �� V 
�� ���
����� �

���
���	
�  ������ � �
��
�  ������� ��� �� !����� ���� ���
�  ����
 " ��� ������ ��� �
�
�����
 �#���� �������� ��� $����% ����
� $��� ������ ����% � �������
� ���
 �� ������� ��� ����
!��� ������ ��� ��� �
��� ������ & �
� ���������
 ����
� ��	���
� ��� ���� ���
���	
�
 �'� � ���
���� 
� ����#����� ��� ����
 �� 
� ����������� $������
�����(#������% �	 
� ����

�
��� ����� $�
 )��%" �� ��� 	� �������
 �
)������*

U

O

u0+u

u
M u0

��������� �	
	 �� �
������ M ���� V ������ ���" �� �
� )��� 
� 	
���� u0 ∈ V ��� 
��
���
���� U �	 V �� ���

M = u0 ⊕ U = {u0 ⊕ u : u ∈ U}.

��� ������	
 ��
 ����� �� �� 
���� ��������

+�� �����
� v1, v2, ... , vp 	��� 	
����
� � �
� ������� ����
� V ��� !
������ �����
� �	
���� ������	
������
��� �	 �
��� 	
����
� �	� 	
����
� �� ����
� $��� ����� �	�� �������
	� ����,��
�����
���%
α1v1 + α2v2 + ... + αpvp" ��� αj ∈ R, j = 1, ... , p�
-
��� ����� �	 ���������!�������
�" H " �� 
�� ���
���� ���� V ��� !
�
�����
H = Span{v1, v2, ... , vp} 
��
� H = Span{vj}p

j=1� � ���
� ��� ���
�����
� ������ �	
�
 ����
��� 	
����
����
��
��
�	�� 	
� 	� ��� �	� 	
����
� � R3" ��� ���
 �� ������
���" �����
� ��� 
�� ���
����
$
�� ����% �	 ���
����� .�



��� �����	
����� ���
�	 � ��	���� 	
� 	����
 �

��� �����	
����� ���
�	 � ��	���� 	
� 	����


��� �����	
������ ����� ��� 	���
�� �������������� Ax = b� �
� A ∈ Rm×n, x ∈ Rn ��
b ∈ Rm ��� ����� ������ ��� �� �������� 
��� � ��	����� �����

���� ���� ����� ��� xp �� �� 	
����� ��		 Ax = b �� �������	��	
������� �� �� �		�����
	
������� ��		 Ax = b

x = xp + xh,

��� xh �� �		����� 	
������� ��		 ��� �������� ����������������� Ax = ��

��� ������� �� 	���
�� �������������� ���	�� ��� ������		� 	���
�� �������� �� ������ �		 

�	
����� ���� !�� A ∈ Rm×n 
��		������ ��� A 
� �
�����

N(A) = {x ∈ Rn : Ax = �},

��� �		� 	�������� ��		 ��� ������ ���������������� Ax = � 
����������� ��� A 
� �
�����

V (A) = {y ∈ Rm : ��� "��� ��� x ∈ Rn �� ��� Ax = y} = {Ax : x ∈ Rn},

��� V (A) 
� �
����� �� �		� y ��� ��	�� ���������������� Ax = y 
� 	������ 

#�� N(A) 
� ��� �������� ��		 Rn ����� ���� ������������ $% &' � (��� % % �� ���
V (A) 
� �������� ��		 Rm ����� ���	��� ���� ��� V (A) = Span{a1, a2 , ... , an} �
�
aj , j = 1, ... , n 
� �	������ � A #� ����� ��	������ ��		�� 
��� V (A) ��� ��	���������
��		 A 

)� ����� �
�� ��"������ ��������� ��� A� ��� ����������� Row(A)� �� ��� �������� ��
Rn �� ��
��� �� ������� � A *�������	���� 
� ��������� ��		 A 	��� ��� �	��������
��		 AT  

#� ���� % & ������� ��� 	��������
����� ��		 �������� Ax = b 
� xp +N(A)� �� �+� �
���
�		���� ��	��� ��"����� % , 

- .#/!#0 ��� ��� �� �����	 ��� ��� �	�������� ��		 A ���� ������� ������
�� �� �����	 ��� ��� �		������ ��		 A ���� ������� ��		�� 

��� 
� �� ��� �	��� ��� ������ ��� ��� ��� ������ ���
������� 1������ ������ �����1 ��
	��� �
�� )������� b = Ax� �
� A ��� �	������� aij � ��� ������� �� 1����� � A ������
x1 ��� 
$%' bi =

∑
j aijxj �

�		�� ��
$&' b =

∑
j xjaj �



�� � ������� �	
� ������	


��� aj , i = 1, ... , n �� ����		
�	� � A ��� b �
���	�� ��� 
	 ��	��������	����	 �� A��
����		
��

�� �
� ��� �����
����	����	 ������
������	� ����
� �� 
�
�
	���� �����������	���  
���
�
	 !�	�
��� 
!�
���� �������
� !"����� �!"��	���� ��� �
��� 
�
�
	���� �����
�����	
�
�
���
� ���	�� ��� "�	�	��

#����������� ��	 ��	 �$��� ��!"�� ��������	�
 ����		��
�����	
�� �� �"� 
	 !���
�� �
%�
	����	�

��������� �	
	 &�� A ���� 
	 ������� '	 �
�
�
	���� 
���		��������	 �� 
	 ���	�!�����
���	 �� A �� 	���	 �� !"���	�
 ��
 ���
��

��� (�� ���� ��� ����		
� ���� ������

���� (�� ��������$
�� 
	 ����		 �
� 
�� ��� c �= 0�

����� (�� ���
�� 
	 ������
� �� 
	 ����		 ���� 
	 �		�	 ����		�

'!�
���� ����		��
�����	
� �� A ��������� �����
�����	
� �� AT �� ����
� ���
	������
	
�$��� ��� ����		����
� �����
����
�� !"����� �!"��	���� ��� 
�
�
	���� ����		��
������
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⎞
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	�	
� �������������� �� Ax = � �� 	�����	�

�	� A′x = �� �� �
�		��	
 �� A′ ������� �

 x3 ��� x5 ��� ������ ��� �����	
���� ���	�
	�
x1, x2 ��� x4 ���� �	�
����� ��� ��� �������	�⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = s+ 3t
x2 = −s− t
x3 = s
x4 = 0
x5 = t

	��	� � �	
������ x = su1 + tu2� ���

u1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1
−1

1
0
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , u2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

3
−1

0
0
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

��� �	� �

 u1 ��� u2 �� ������
 ��	��	��	� 
� �� su1 + tu2 = � = x� �� �	� 
�	��	 ���
�	�
	 	��
���	��� ���	
 s = x3 = 0, t = x5 = 0� ���
�� �� u1 ��� u2 	� ��� ��� N(A)�

 �! V (A) �� �	�
����� �	��� �
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A =
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⎜⎜⎝

1 3 2 −1 0
0 1 1 2 1

−1 2 3 0 5
2 1 −1 −3 −5

⎞
⎟⎟⎠ KE∼

⎛
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1 0 0 0 0
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−1 5 5 −1 5
2 −5 −5 −1 −5

⎞
⎟⎟⎠

−3

−2

1
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−2
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� � �

KE∼

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

−1 5 0 −11 0
2 −5 0 9 0

⎞
⎟⎟⎠ = Ã.
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v1 =

⎛
⎜⎜⎝

1
0

−1
2

⎞
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	 ��� U ��� V 	
�
 ���
 �����
 ���� �� 
	������� ���������� ��
�����
�
����� ���� U �� V �

� ������� ��

F (u⊕ v) = F (u) ⊕ F (v) � � 

 u, v ∈ U

���
F (α� u) = α� F (u) � � 

 α ∈ R, u ∈ U,

��� ��	�	
���� �� 	� �	�� ���!!
� ������!��
������
�

F (αu+ βv) = αF (u) + βF (v) � � 

 α, β ∈ R, u, v ∈ U. ���"�

#� U = V ����� �
� 
�� F �� �� ����� 
	������� !� V �

$���� �!!��!
� 
�	������� 
	 ���"� %���� �
� 
��

F
( k∑

i=1

αiui) =
k∑

i=1

αiF (ui) ���&�

� � ����'����
 αi ∈ R, ui ∈ U, k ≥ 1� (��
�� ��� α = 0 � ��%�������� 
�� F (�) = ��

������ �	��	 )!����� � �� ���� ����� ����� � R2� * %����� �������
� �!����� � x1�

+���

x1

x2

e1

e2 αx
y

x

x+y

F(x)
F(αx) = αF(x)

F(y)

F(x+y) = F(x) + F(y)

������ �	��	 U = V = ��� !
� ��� �� #,��
� e1, e2� F (x) = ���
���� 
	 	������ x
	����� θ � !�����	 ��� ����
������� �������
� � %������

x1

x2

e1

e2 αx
y

x

x+yF(x)

F(αx) = αF(x)

F(y)

F(x+y) = F(x) + F(y)

θ
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������� ���	� U = Rn, V = Rm�

F (x) = Ax, x ∈ Rn,

��� A �� �� m×n	
����� ���������� ������ ����� �� ������  
������������� 
�� y ∈ Rn�

F (αx+ βy) = A(αx+ βy) = αAx+ βAy = αF (x) + βF (y). �

������� ���
� ��� U = C1[0, 1] = 
������ �� ���� ����������� ���������� ���������
�� [0, 1], V = C[0, 1]�

F (f) = Df = f ′.

 �� ������ ���������� �� ������������� ��� ��������

F (αf + βg) = D(αf + βg) = αf ′ + βg′ = αF (f) + βF (g).

��� ��� P (t) = tn + an−1t
n−1 + · · ·+ a1t+ a0 ���� ��� ���!��
� "� ��

F (f) = P (D)f = (Dn + an−1D
n−1 + · · ·+ a1D + a0)f

= f (n) + an−1f
(n−1) + · · ·+ a1f

′ + a0f

�� ����� �������� ���� U = Cn(−∞,∞) = 
������ �� ���� n ������ �����������
���������� ��������� �� (−∞,∞) ��� V = C(−∞,∞)� "���� ���� ��
  ���� �

������� ����� ��� U = V = C[a, b]� #�� f ∈ C[a, b] ��$����� F1(f) = g1 �%& F2(f) = g2�
��� ����������� g1 �%& g2  C[a, b] ��� ��

g1(x) =

∫ x

a

f(t)dt, g2(x) =

∫ b

a

(x− t)2f(t)dt, x ∈ [a, b].

'�� ���$��� ��� F1 �%& F2 �� ������ ��
��� ��
 ������

(� �������� ��
 ���� ����� �%& ������������  ()�
��� ����� ������� �� ������� ��
�� ������� ������ ������ �� ���������

��� U = C[a, b], V = R, F (f) =

∫ b

a

f(x)dx.

(� �������� ��
 ���� ������ ������� �� ������� �� ��� ��� ������ ������ �� ��	
���	���

 ��� ������� 
�� ��$�������� �� ������
 �%& �������
 ��� 
������� "�$���� ��*� ���
� 
���������� ��$������ ��� �����������

�������� ���� ��� F ���� �� ����� �������� ���� ��� ������ ��
 U ��� ��� ������ ��

V � ��������� ��� F ��

N(F ) = {u ∈ U : F (u) = �},
�%& ����������� ��� F ��

V (F ) = {v ∈ V : v = F (u) ��� ����� u ∈ U} = {F (u) : u ∈ U};
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������ �	
 � ��� ��� ����� 
�� � N(F ) 	�� V (F ) �� �������
 ��� U ��������� V � �

U = Rn� V = Rm 	�� F (x) = Ax� 
�� A ∈ Rm×n� �� �� N(F ) = N(A) 	�� V (F ) = V (A)�
� ���
��� ���� �� N(F ) = 	�� 	 	�� V (F ) = R2� � ���
��� ���! "�# �� N(F ) = 
�� ���
�� �	����� $����	��� 	�� V (F ) = V �

�� �����	�
F (u) = v, "��%#

��� v ∈ V ��  ��� 	�� u ∈ U �&�� ������ �� ������ ��	
����� '� v =  ������ �����	���
"��%# �������� ������ ���������� (��	���� �� F ��� "��%# ���� � ���)�� �����	���*�+
�
� �� ��,������������	�� � �*��
 �� ��,������������	���� �� ��,����������	�� ��
��� ��������	�� 	��� -���	  
�� ��� ���  ����� $&�)���� ���.

���� ���� ���
� 
�� up �� �� ���� ������� ���� "��%# ��� �
����������������� �� �� u ∈ U
�� ������� ���� "��%# �� ��� ���
�� �� u �� 
	 ������

u = up + uh, ��� uh ∈ N(F ). "��/#

�	
��� '� F (up) = v�  ����� $&�)���� ������������.

F (u) = v = F (up) ⇔ F (u− up) = F (u) − F (up) = 0 ⇔
u− up ∈ N(F ),

����� ����� "��/#� �

�������� ����  ��� ��! �� �&���� �
�� ��� ��� "��%# ��� �0�� 
�� ��� up+N(F )1
�� '�2���	� ��!� � ��� ��

����� ��� ��
����� � �� ��3������ �	
 �� �� $	�
��
v0 + F (u)� ��� v0 ∈ V �� �	���� 	�� F �� ���)��� 3����� ������ �� 
�� 
	���������

4� �	

�� � ����	

� ��� ���)��� ��3������ �� � ������ !� �������� �	

�� �� � ��
�� �� ������� 	�	 	���� ��3������ �� ��
 �� �� ��� 
�� ��� 3������� ���)��� ��3������ ��

�� �)��� �� 
�������

��� �����	
 ��	���� �����	
 �	���� ��� ��� ��������

(� ������ �	
 �� ���	������� � ��� ����� �&�� 
�� �� � �� 	� $	�
 � ��
3��� 
��
 �	
������ ���	���� �� �� ���� �� " �	
������# ���	��� ���)�� 	3��	���� 	
 �� ���
��  �� � � 	�� ��

� ����� �� ����� �������� ���	��� ��� �������� �	
 �� 3�� �
��

�� 	�� ��� ����� �	
 3���� ��� 3� ���� �	
 �	
�	����� "�� �� ���	�# 	��
�		������� "$&� �� ����#� 5	�������� ���  &��� � �  	�*����  ���	���
 "�� ����� 
��
����	�#� '�
����	��� �� �� ���� ���	��� �	
 �� �� � �� 3��� � ������ ������
� ��� ����� �� � ���)� 3�� ���������� ���� 
�� � ���	���� ����� ��� ������� 6&�
� �	

� $��
 ��� �� 3��&��� �� �� ���  ������  ���� ������ (	������ V 3�������
 ��	
 ����� � ����� ���)�� ��
 "
�� �����  ����� 	���� $&� �	
����� ���)��� ��
#�



��� �����	
 ��	���� �����	
 �	���� ��� ��� �������� ��

��������� �	
	 ��� u1, . . . , un ���� �	
���	� � V  �� ��������	
������� �� u1, . . . , un ��
	� �	
��� �� ����	�

λ1u1 + λ2u2 + · · ·+ λnun

��� ����� �
����	� λ1, . . . , λn

�� ��� �	��� �	�� � ������� �� ��� �����	� �� ���� ������
����������	� �� u1, . . . , un �����
	�� ���	���� �� V ��� ��� �	��� ���	���� �	�	�
��� Span{u1, . . . , un}
��������� �	�	 �� ����������� �	
���	� u1, . . . , un � V ���� �����  	��	� ��������! V ��
����	 	�	�	�� � V �� 	� ������
���������� �� u1, . . . , un" ��� V = Span{u1, . . . , un}
������ �	��	 Rn ������ �� �	
���	���

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 1),

�# 	�� ����#�
���� x ∈ Rn 
�� �
�����

x = (x1, x2, . . . , xn) = x1e1 + x2e2 + · · · + xnen. �

��������� �	��	 �� ����������� �	
���	� u1, . . . , un � V ���� ���� ������� 
������� ��
�����	
���� 
�� �
����� ��� 	� ��
	$������� ������
���������� �� u1, . . . , un" ��� �� 	��
������� �� ����	�

λ1u1 + λ2u2 + · · ·+ λnun = �  �%!

�� ������� �	� ����� λi �= 0 &� � ����� ����� �	������	�  �%! 	����� �� ������ ��
λ1 = λ2 = · · · = λn = 0" �� ���� u1, . . . , un ���� ������� �
�������

������ �	��	 �	
���	��� e1, . . . , en � Rn  �	 �'	��	� ���! �� ������� ��	��	��	" �# ��

� = λ1e1 + · · ·+ λnen = (λ1, . . . , λn),

�� �� ���� λi = 0 �

(������	 �	��� �� �	
��� ��� �	� ��� ����	��� �	��	����
� �	
���	� ��� �	
���	� � Rn"
�	� ����	� ������ �	�	�	��� ��� ������� ���)

����� �	�	 ���������� u1, . . . , un �� ������� 
������� �	 ��� ����� �	 ����� �� ��	

��� ����� �	 �� ��������	
������� �� �� �������

�����	 *���� ��� u1, . . . , un �� ������� �	��	��	 �� ���  �%! ����	� �	� ����� 
�	+��	��"
��� λi" �
��� ���� ���� ,� 
�� �� �����	�� �	� λi ��� ���� �� ui ��� 	� ������
����������
�� �	 ������ �	
���	���)

ui = −λ1

λi

u1 − · · · − λi−1

λi

ui−1 − λi+1

λi

ui+1 − · · · − λn

λi

un.
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������	 
� ���
� � ����
����	 ��� ui	 �� �� �������
������
� � �� �����	 �� ��

ui = α1u1 + · · ·+ αi−1ui−1 + αi+1ui+1 + · · ·+ αnun

��� ���� �� α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn� ������������ � ui ���� ���������� ��� ��� �����
� �
���� ���� ��� �������
�� ���
� �
�!"���� �� ����� ���� �
�� ��������� λi = −1 �

�

����� ���� ����� ��� u1, . . . , um �� �	�
��� ������ ������ 	 V � �� v ∈ V 	�� �	�����

��������� U = Span{u1, . . . , um}� �� �� u1, . . . , um, v �	�
��� �������

��	
�� #���
α1u1 + · · · + αmum + βv = �. ���$ 

�� β �= 0	 �� v ������ �
� �� �������
������
� � u1, . . . , um	 ������ ������� �
� ��
v /∈ U � #����� �� β = 0	 
"�

α1u1 + · · · + αmum = �.

%� u1, . . . , um �� ������� 
���
����	 �� ����� �� � α1 = · · · = αm = 0� %� �� �� �
�!"�&
����� � ���$ �
��	 
"� u1, . . . , um, v �� ������� 
���
����� �

���
�
�� ����� '� ())�������� ����
��� u1, . . . , un � V ���� �� �� ��� ��� V 
� ���&
�
���� �� ������� 
���
���� 
"� �)����� V �

���
�
�� ����� '�� ������� �(� V ���� � �	���	��� n	 ������� dimV = n	 
� n �� ���
�*��� ����� ������� 
���
���� ����
��� � V � �� ����� ����� n +���	 ���� 
� ��
�� +�� ���������� � V ��������� � �
���"����� ���� ������� 
���
���� ����
���	
���� V �� �����	��	���	������

�������
��� %�� ������ �(���� {�} ���������� ��� ������� 
���
���� ����
���	 �����
�������
��� �� 0�

���� ���� ����� ��� V ��� �	���	��� n > 0� �� ���� �	��� � ��������	�� �� n �	�
���

������ ������ �� V � ���
 ����� ��������	�� �� � ��� ��� V �

��	
�� ,�� u1, . . . , un �� �� �
���"���� ())�������� � n ������� 
���
���� ����
��� (�
V � '*�������� � ����� �� ���� ())�������� ������ ���� %�+����
� ���-� ,�� v ∈ V ��
�
���"������ �� v ���� ������� Span{u1, . . . , un}	 �� ��� ,��� ��- �� u1, . . . , un, v ��
������� 
���
����� .�� ���� ������� �
� �*��������� � n � %�+����
� ���-� #����� ��
v �� �������
������
� � u1, . . . , un� %� v ∈ V �� �
���"�����	 ���� ���� �� u1, . . . , un

�)����� V 
"� ����� �� �� �� ��� V � �

/� �� �( ���� �� ���� ������� �(� � ������ �������
� �� ���
� ��� /� ����� �����
�� �� ���� ��� ��� �(� V �� ��� ���� �������� %� ������� �� ������� ���(���	 �
�
�� "������ � ����� ��� �����))�� �� 
"� �������
��



��� �����	
 ��	���� �����	
 �	���� ��� ��� �������� ��

���� ���� ����� ��� V �����	
 �� �	��
	
�� u1, . . . , un� �� �
 ��
�	 ����������� �� �	


�� n �	��
	
 � V �����
� �	
	��	�

�	
��� ��� v1, . . . , vp ���� p �	
���	� � V  ��� p > n� ���	���� u1, . . . , un �����	� V 
��
��� �
����

vi = a1iu1 + · · ·+ aniun =
n∑

j=1

ajiuj, i = 1, . . . , p,

��� ����� 
�	���	��	� aji� �	���
�� 	
������	�

x1v1 + · · ·+ xpvp = �, �����

��� 
�� �
�����
p∑

i=1

xi

( n∑
j=1

ajiuj

)
= �,

	��	�
n∑

j=1

( p∑
i=1

ajixi

)
uj = �. ������

�
������	� ������ �� ����	� ����� �� �����!	��� ��� ���"	 ��� �� x1, . . . , xp ������ ���

p∑
i=1

ajixi = 0 ��� j = 1, . . . , n. ������

#	� ������ �� 	��  ���$	�� 	
��������%��	� �	� n 	
������	� �� p �&	
���� ��� p > n�
����$� '��� ���  �� ������ 	� ��
	(������� ������$ ���� �	� !��� ��� x1, . . . , xp 	" ���� ����
�� ��� ����� �����!	���� )	��� &	�%�	� ��� v1, . . . , vp �� ���"��� &	��	��	� �

���� ���� ����� ��� V �
 ���������	����	���� �� ��
 ���� ���	
 ��
 V ���� ����� 	�	�	���

�� �	��� ����� �
 ���� �	� ���	����	� ��
 V �

�	
��� *���� �� dimV = 0� +� dimV = n > 0 �� !��� 	���$� '��� ��, ��$�� &�� �	�
n 	�	�	��� �	���
�� �� 	� ����� &�� ����
	� ���  	���� �� ����$ ��� �	� &	���� �� m
�	
���	�� ���	���� n �� �	� ������� ����� ���"��� �&	��	��	 �	
���	� ��� 
�� ���	
����
� V  �� 	��	���� ��  �� m ���"��� �&	��	��	 �	
���	� � �	� ����� &��	� �� ����	 m ≤ n�
)	��� m �	
���	� �����	� ��
�� V  �� �
-��	 ��  � n > m �� �
-��	 '��� ��. $	 ��� �	
n �	
���	��� � �	� ������ &��	� ���	 ���"��� &	��	��	 ���
	� �� ������$�� /����� �� m = n
���� ���� &��	� ��� V  �� n 	�	�	��� �

�	��	� ����� ��� Rn  �� ���	�����	� n �% 	���$� �0	���	� ���. �� ���1  �� Rn 	�
&�� &	���	��	 �� n 	�	�	�� �����$	� {ei}n

i=1�

�&� Cn �	� 
����	0� �
����	�  �� �� ����� ���� ���	�����	� n �% e1, . . . , en �� 	� &��
��
�� ��� Cn� )	� &��� ���
 ������-��� �� �� &	���
��� �		��� �
����	�� )	� 
����	0� ���	�
x + iy 
�� ��	���!	��� �	� �-�
�	� (x, y) � R2 ��	� 
����	0� ����	�� ������ dimC = 2



�� � ������� �	
� ������	


��� dimCn = 2n ��� 	��

� ��
�	�	� � ��� ����	� ��

�� �	 ����	�	�� e1, ie1, . . . , en, ien ��
����

��� ������ Pn� ��
���� �� �	�� ≤ n� ��	 ��������� n + 1 �� ����	�	�� ���
�������
p1 = 1, p2 = t, ..., pn+1 = tn �	 
����	� ���	����� ��� ������	 	����� ��� �� �	 �� ���
��� n + 1 ����	�	�

��� ������ C[a, b] �	 ����
������������

�� �� �� ��  ��� ������
��� �!��� 
����	�
���	����� ��������	 � 	������ "#����
��� �	 ��������	�� 1, t, . . . , tn �������	
��� ���

����	� ���	����� �$	 ��	�� n� �� ��� ��
���� ��� ���� �	 ��

��
������ ��	 ��	� ���
���
�!��� ��

���

��� �

%� ���
���	 ����� ������� ��� �!�	� ������� �����	 	$	���� ��� ��� ���������� "� �������&
���� ����	�	� ��� ������	 V � �� ������ �� ��

 �� ��� �$	 V � ��� �� ����������� 
����	�
���	����� ����	�	 �� �������� ��

 �� ��� �$	 V � '���� �	 �����$	��� � ��� ��! �$
�����
�����	���

���� ���� ����� ��� V ������ �	 u1, . . . , un
 �� ����� ��� m �� ��� �������� �������

������� ��������� 	������� ����� u1, . . . , un� ����� �	������� ����������� �	 	��������� ���

	� ���� ��� u1, . . . , um �� ������� ���������� �� ������ ��� u1, . . . , um �� �� ��� ��� V 
 �� ���
dimV = m�

�	
��� (� m = n �	 ���� 
�	� �! ����� m < n� )!� U = Span{u1, . . . , um}� '! �	 �

��!
u1, . . . , um �� ��� �$	 U � *���� m < k ≤ n� '! �$
��	 �� )���� ��+ ��� uk ∈ U �� ����� ��


��	� u1, . . . , um, uk 
����	� ���	������ ��
�� ��

� ��	��� ��� ��#���
������ �� m�� *

��!
��

�	 ��� �

� ����	�	�� u1, . . . , un� ��� ��	��� �

� 
����	�����������	 �� ���� ��

�$	
U � ,�� ���	� �	� ��

�	 ��� ��	�� ����	 � V ��

�$	 U � ��	�$	 U = V � �

���� ���� ����� ��� dimV = n > 0 �� ����� ��� u1, . . . , um ��� m < n �� �������
��������� 	������� � V � �� ��� ��� ���� 	������� um+1, . . . , un �� ��� u1, . . . , un �� �� ���

��� V �

�	
��� )!� Um = Span{u1, . . . , um}� '! �	 dimUm = m < n� ��� �� ��  ��� �� ����	
um+1 ∈ V �!��� ��� um+1 /∈ Um� "�
��� )���� ��+ �	 u1, . . . , um, um+1 
����	� ���	������
(� m+ 1 < n ���	���� ����� 	��������� ��

� �� ��	 ������ n 
����	� ���	����� ����	�	
u1, . . . , un� "�
��� -��� ��. ���$	 ����� �� ��� �$	 V � �

���� ��� ����� ��� V �� ������������������� ��� dim V > 0 �� ��� U �� ��� ��������

�	 V � �� �� dimU ≤ dim V �  � dimU = dimV 
 �� �� U = V �

�	
��� )!� n = dimV � /
�	 �� n 
����	� ���	����� ����	�	 � U ������	 0�	 �� n 
����	�
���	����� ����	�	 � V � ��
�� �	 ��$�
���� *

��! �	 dimU ≤ n ��
��� '� ������ ���+� (�
dimU = n �!  ��� �� ��� �$	 U ����!���� �� n ����	�	� ,�� ����� ����	�	 �!��� �!
���! ���$	� �� ��� �$	 V ��
��� -��� ��.� '! �!� ��� U = V � �



��� �����	
����� ���� ��� 	���
�� ������������� ��

��� �����	
����� ���� ��� 	���
�� �������������

� ������	 �
� ������� �� ����� ��� ��		����� N(A) ��� ���������� V (A) �		 ��
�����
 �� ���� � dimN(A) + dimV (A) = 2 + 3 = 5 = ���	� ��	����� � A
 ��� ��
����� �		��		���� ��� �� ���������� �� ��	����� ��� ��� �� �� �� ����������� � ���
	������ �	������


���� ���� !���������������"� ��� A ���� �� m× n	
����� �� ������ ���

dimN(A) + dimV (A) = n.

�	
��� #��� dimN(A) = p ��� 0 < p < n ��� 	$ e1, . . . , ep ���� �� ��� ��� N(A) ⊆ Rn

��	�� %�� �
& ��� �� '��� ������� ep+1, . . . , en �$ � e1, . . . , en �	�� �� ��� ��� Rn
 �����
x ∈ Rn ��� ������� �$ ������

x = λ1e1 + · · ·+ λnen,

��� �� �$�

Ax = λ1Ae1 + · · ·+ λpAep + λp+1Aep+1 + · · ·+ λnAen =

= λp+1Aep+1 + · · ·+ λnAen,

( Aei = 0 ������� ei ∈ N(A) ��� i = 1, . . . , p
 #		�$ ������ V (A) �� ���������
Aep+1, . . . , Aen
 )$ ��� ���� � �� �� 	����� ���������
 #���

αp+1Aep+1 + · · · + αnAen = �,

��� �� y = αp+1ep+1 + · · · + αnen
 �$ �� Ay = � ���
 y ∈ N(A) ��� y ��� ������� �$
������

y = α1e1 + · · ·+ αpep.

*�� �$ ��
α1e1 + · · · + αpep − αp+1ep+1 − · · · − αnen = �,

��� �$ e1, . . . , en �� 	����� ��������� �$ �� αi = 0 ��� �		� i
 %�����		 �� αp+1 = · · · =
αn = 0 ��	�� ����� � Aep+1, . . . , Aen �� 	����� ���������
 ������ �� ����� ������� ��
��� ��� V (A) ��� �� ��	��� � dimV (A) = n − p ���
 dimV (A) + dimN(A) = n
 *��
�� 	� ����'����� �� �����$���� ���������� ��� ��� � ��� ��		�� ���� � ��		�� p = 0
��� p = n ������ ����� �� ��		������ �������
 �

)$ ������������ ��� A ���� 	��� ��� ����������� ��� ���������� �		A ��� 	$ ���������
��� A ���� 	��� ��� ����������� ��� �������� �		 A
 *�� ���	� �� ��������������� ���
�� �� ������ � ��	��������� ��� ��������� ��� �� ����� �� 	���


���� ���� !+��������"� ��� �� ���������� m × n	
����� A ������ ��� ������������ ���

��������� �� ����



�� � ������� �	
� ������	


������ ����� �� �	
�� � �
������� ������������ ���� ��� ��

������� ������
�����
����� �� A ����������� ��

 �� ����� � ������

j1 j2 j3 jr−1 jr

A′ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 ∗ ∗ 0 . . . 0 0 ∗
0 1 ∗ ∗ 0 . . . 0 0 ∗
0 0 0 0 1 . . . 0 0 ∗

−− −− −− −− −− −− −− −− −−
0 0 . . . 0 1 0 ∗
0 0 . . . 0 0 1 ∗
0 0 . . . 0 0 0 0

−− −− −− −− −− −− −− −− −−
0 0 . . . 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭
r

}
m− r

������

︸ ︷︷ ︸
n

�	�� ��
��� ������ j1 �� ���� ��� ��
 ��
����� ���� ���� � ���
 ��

�� �� �!�����

��
�� A �� ��

�������" � �� ��� 

� ��� �����" �#$ ����� ��
��� ������ jr �� ���� ���
��
 ��
�����" ��� ��
��� ��� m − r ��

��� % ���������� Ax = � �#$ A′x = � ��
�����
���" � ��

�� �� N(A) = N(A′)� &������� �������� ����� � �� ������� �	�
A �#$ A′ 
��� '� ��� ��������������� �� ������ ��

�� �	� ��
������" �(

dim V (A′) = n− dimN(A′) = n− dimN(A) = dimV (A).

)������ �	� A′ �� r" �( ��� �� �������� �� �� r �	��� ����� � A′ �� 
������ ���������
����� ���#��

� � �
������� ������ j1, j2, . . . , jr � ������� *��� �� ��
�������� �	�
A′ 
�� ��� r" �( ��
������ ������ j1, j2, . . . , jr �� 
������ ��������� �#$ 	���� ��
���
��� �� 
����������������� � ����� +� ��� ��� ��� �	
��� �� �� � �� ������� �#$
��
�������� �	� A �� 
�� ��� r� �

���	�
��	 ���� %�� �������� ������ � ����� �#$ ��
������ �

� ��������
���� �#$ ����#��� rangA�

�	����	�	�� ,������ � -�� ���� ���� �� ����� �	� A ��� dimV (A) �#�� �� ��������
��� ��
�� ������
����� ����� ��

����� ������
�������� ��� 
	����� � ���������
�(������ Ax = �� %�� �� � �#�� �
�� �� dimN(A) �� ������� � ��� ����
�� ���

	����� � ���� $������ �(�����

��
��	�
��
 ����� ��� ��
� ����� .� �� ����� -�� ���� ��� ������ ��� �� ��$	�
 ����� ���������������� -�� �	��� ��������� �� ��

Ax = � ⇔ A′x = �,

��� A′ �� ������� ������� /� aj �� ��
������ � A �#$ a′j �� ��
������ � A′ � �� ����
������

x1a1 + · · ·+ xnan = � ⇔ x1a
′
1 + · · ·+ xna

′
n = �.



��� �����	
����� ���� ��� 	���
�� ������������� ��

������ �	
���� ������ ������� �	���� ������	��� 
� 	�	�	����� �����	�����	�� �	���
�	���	� ��� �� 
��� �
 ������	���  A′ �� ������ ��	��	��	� �� ����	� �	������ ���
����
�����	 ������	�  A ���� ��
��� � ��� �� 	� 
�� ������ a′j0 �� 	� ��������������
�
 
��� ����� a′j� �� ����	� �	������ ��� ����
�����	 ������	�  A ���� ��
��� � !��
���"� �������	��� 
 ��� ������	��� �"��	� j1, j2, . . . , jr  A′ �� ������ ��	��	��	 ��� ���
�
��� ������	� �� ��������������	� �
 �	���� �� ����	� ����� ��� ��� ������	���  A�
����	� �� ������	��� �"��	� j1, . . . , jr  A 	� ��� ��� V (A)� �� ��� ����������	� ��� A
�� r� !�� ���"� �� �������	� ��� A ����� ��� �	� r� ��� ����	� ����	�� �

������� ��	 
������� #	� �	���� �
 �
�����	��	 ���	����
� �	
� ��� 
 �	 	� �����
������ ��� �	� �� � $ ��� �����	� "������� �����	�����	���  �� %�	�	� ��� ��� �	������
V (A) ��
�� ��� N(A)� $ �	� ��� ��� �	� ���������	���	 �����	� A′  �� ����	� ��� �������
����� ��� �����	 ������	��� "���� 	� ��� ��� V (A′)� ������ �� �	���� �
�����	��	 �	
� 
������� ����� ��� �����	 ������	���  A 	� ��� ��� V (A)� �

���� ����� ��� A ���� �� n × n	
����� �� ������ ��� rangA = n �
 ��� ������ �


detA �= 0

������ ����� ��� A ���������	��� ��� �������	������	� ����� ��	� m = n �	��� 	�
����� �
 	�	�	����� �����	�����	�� $� 	� 	������ �����	����� �"�����	��� �����	��
�	�	������ �	� 	�� ��� ���� ���� ����� �� ��� detA = c detA′� ��� c �= 0� &� r = rangA =
n = m� �� ����	 �
��	�	�	��	� �  A′ ���� "�	��	� �"
"��������	� ��	 �����  � �� ���
detA′ = 1 �	��	���� A′ �� "���� �����"��� � ������ �� detA �= 0� &� � ����� ���� r < n�
�� �� ���� 	�� �������	�	�	��  A′ ����� ������ �� detA′ = 0 ��� detA = 0� �

#	� ����� �
 ��	���������	�� !��� ���'� ��� 
 �" �	 	� ����� ������������� �
 �	���
��� ������ 	�
���������	��

���� ����� ��� A ���� �� m× n	
����� ���� r = rangA

�� ��������������
�� Ax = b �� ������� �
 ��� ������ �
 b ������� ��� r	��
����������

�������

�� V (A) �� Rm ��������� �� Ax = b ������� ��� ���� b ∈ Rm �
 ��� ������ �


r = m

�� ����� ��� �����
�� Ax = b �� ������� ��������
������ �� �� (n − r)	����
�����

��������� �� ��������� �������� �����
� �
 ��� ������ �
 r = n

������ �� �	� ������ �����	��	� ����	� ��	�� �
 �	(����	� �
 V (A) ��� �
 ��� dimV (A)
= r� )�� �	� ����� �����	��	� "�������� ��� ����� ��� Rm �� �	� 	��� m%��	����	���
"��	��"��	� �
 Rm �!��� ��* �

�� +�����������	� �	���
�  !��� ���� #����	� �
 ���� �������� xh ��� �	� �����	��
	�
���������	�	� Ax =  �� ������� ��	� ����� �� �����"��	� N(A)� ,���� !��� ���' ��
dimN(A) = n − dimV (A) = n − r� ������ ���� n − r �����	����  �������� ������	�
xh� !�	�������	� ����	� �
 ��� { } �� �	� 	��� 0%��	����	��� "��	��"��	� �
 Rn� �



�� � ������� �	
� ������	


���� ����� ��� A ���� �� n× n	
����� �� �� �������� ������� ������������

��� Ax = � ��� ������ ��������� x = �
���� Ax = b �� ������ ��� ���� b ∈ Rn

����� Ax = b �� �������� ������ ��� ���� b ∈ Rn

���� rangA = n
��� ���������� � A �� ������� ���������

���� A �� �����������

����� detA �= 0

�	
��� ��	
 ��� ��
�� �		 ���� ���� ��� ����� ��� ��� �� �� ���������	 ��� �		 rangA = n
������� ��� ��� ���� ��� ��� ����� ��� ��� ��� ��� �������

�� ���������� � A �� a1, . . . , an 
� ������ �		

Ax = x1a1 + · · · + xnan.

 ���� ������� �		 ���� ��� ��� ��� �������

Ax = � ⇒ x = �.

!��	
� ������ �		 ��� ⇔ ����

���� ⇔ ����� ���"�� �� ��	
 ����

��#	����� ��� �� �		 ���� ⇔ ������ �����	 ��
���
 � ��	
 �����

$����� �� ��
�	 �		 ��� % ����� �� ���������	�� �

���
���	 ��	� ������
 ��&����	����� ��� ⇒ ����� � ��	
 ���'� �����	 ��� ��� ����#����
 &�
���"���� 
�		(

��������� ��� A ���� �� n× n	
����� 
�� detA = 0 �� ��� ��������������
�� Ax = �
����	�������� ���������

)� ��
�#	�� ��		� ��
��		 ��� �		 �*��&�� 
�� ��������� ��	#���� �����&& ��� �� �����
��	��
�

��	��	� ����� )� ��
	����� ��
�� ��� N(A), V (A), Row(A) 
��	 ������ ��� ��	��
��

A =

⎛
⎜⎜⎝

1 1 1
2 6 0
0 −4 2
3 7 1

⎞
⎟⎟⎠�

+�����#�	��� ��� A′ =

⎛
⎜⎜⎝

1 1 1
0 4 −2
0 0 0
0 0 0

⎞
⎟⎟⎠�



��� ������	
��� �� �
����� ��

�� ��� �		 Row(A) = Row(A′) = Span{(1 1 1), (0 4 − 2)}

���	�������� �� ������ � �� �
 �	�������� ������ � A ������� ���������	�

���
 V (A) = Span{

⎛
⎜⎜⎝

1
2
0
3

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝

1
6

−4
7

⎞
⎟⎟⎠}


��� ��������	 ����� �� ������ ���	���	 Ax = � ⇔ A′x = �� �� ��� ������	���

��������� x = t

⎛
⎝ −3/2

1/2
1

⎞
⎠ ���
 N(A) = Span{

⎛
⎝ −3

1
2

⎞
⎠}


 ����	 ��!��	���� �� rangA = dimV (A) = 2

�� �	���� ���" �		 dimV (A) + dimN(A) = 3� �� �����������	��� �����
 �

��� ������	
��� �� �
�����

#"	 e = {e1, e2, . . . , en} ���� �� $�� %�� �		 ���&��	 ��� V '$������� �		 ���	������ ���
�����%��&� �� �����	���(
 ���&� ���	� u ∈ V ��� �" ������� �" %����

u = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen '�
��(

%�� ����� 	�� x1, . . . , xn� �%	���� e1, . . . , en ������� V 
 )���� %����	������� �� ��	����� 	�
�

u = x1e1 + · · ·+ xnen = x′1e1 + · · ·+ x′nen,

�" %"� ��

(x1 − x′1)e1 + · · ·+ (xn − x′n)en = �,

���%�� xi − x′i = 0 %�� i = 1, . . . , n� �%	���� e1, . . . , en �� ���&��	 $������
 *��	�" !��� ��
��	���� �	��������	 ������ ������	 � V �� ������	 � Rn ����� �� '�
��(+

u ↔ x = (x1, x2, . . . , xn).

)���� �	��������	 $������ ����	�� �� ���	������	����� ������� ���
 � u↔ x, v ↔ y�
��� y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn� �� α ∈ R� �" ������ �		

u+ v ↔ x+ y,

αu ↔ αx.



�� � ������� �	
� ������	


����� ��	
�� �� ���

u+ v =

n∑
i=1

xiei +

n∑
i=1

yiei =

n∑
i=1

(xi + yi)ei ↔ (x1 + y1, . . . , xn + yn) =

= (x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = x+ y,

αu = α

n∑
i=1

xiei =

n∑
i=1

αxiei ↔ (αx1, . . . , αxn) = α(x1, . . . , xn) = αx.

����� �������� ����� ��		 �������	��� 	��
���������������� �� ��� �� uj ↔ xj ��� αj ∈ R
��� j = 1, . . . , k� �� ��		�� ���

α1u1 + · · · + αkuk ↔ α1x1 + · · · + αkxk.

����������	 �� ����� ��	����� ������� ��� ��� ����	 �������� u1, . . . , uk � V 	��
���
��������� �� ��� ������ �� ����������� �������� x1, . . . , xk � Rn �� 	��
��� ����������


������� �	��	 ��	�� x1, . . . , xn �  !�!"# ��		�� ���������	��� ��� ������� u � ����� e�
��� ������� x ��� �� ��		� ��� u$� ���������
	�����

%� 	���� ���������������� ���� �� ��	���������� ��� �� ����� ������� ���⎛
⎝ |
u
|

⎞
⎠

e

,

�		�� � ���&������ ���� ��� [u]e� �� ��� ����������� �������

[α1u1 + · · ·+ αkuk]e = α1[u1]e + · · ·+ αk[uk]e.  !�!�#

'� ����� ������� �� ������ ������� ����� �������������� (�� e = {e1, . . . , en} ��� e′ =
{e′1, . . . , e′n} ���� ��� ����� ��� ��� �������� V � (�� �� ������ u ∈ V �� �������������
x = (x1, . . . , xn) ��� x′ = (x′1, . . . , x

′
n) � ������� e ���&� e′� )������� u =

∑n
j=1 x

′
je

′
j ���

 !�!�#

x = [u]e =

n∑
j=1

x′j [e
′
j ]e =

(
[e′1]e, . . . , [e

′
n]e
)⎛⎜⎝x

′
1
���
x′n

⎞
⎟⎠ = Tx′,

���

T =
(
[e′1]e, . . . , [e

′
n]e
)

=

⎛
⎝ | |
e′1 . . . e′n
| |

⎞
⎠

e

.  !�!*#

��� ����� ����������� ��������� ��� ��	������� � �������� T �� ������������������� ���
e′1, . . . , e

′
n � ����� e� %� ��		�� T ��� �������������������	� �������� ��� ��������� ����+

������ ���� ����������� � �� ��� e′ ��		 �� ����� ��� e� '� T = (tij) �� �� e′j =
∑n

i=1 tijei�



��� ������	
��� �� �
����� ��

������	
 e′1, . . . , e
′
n �� ������ 	���	����  V � �� �� �	�	������  T ������ 	���	����  Rn

��� ��
�������� 	����� ����� ���� ���� ������������ 
����� ��� 	�� ���� �� �� T ���� 
������� ! ��� ������

x = Tx′, x′ = T−1x, ����"�

���

T−1 =

⎛
⎝ | |
e1 . . . en

| |

⎞
⎠

e′

.

#����� ��� ��� ���� ���$���� ��� �%��&���� 
����� ���� ����� ������	�
��	��� ���� 	�� ��
�������� � ���������� Te←e′ 	�� ��� �%���� ��� Te′←e = T−1

e←e′
� '���&����	�
����� ��� ��(

x = Te←e′x
′, x′ = Te′←ex = T−1

e←e′
x. ����)�

#����� ��� � ��$��	��� ��� V �� ��� $�����$
 �� ���	� ������ �$
 U � 	�� ��� ����	�����
ei 	�� e′j �� ���� 
�� �		�������  ���	� ����������� f �%� U � *� ��� ������

[e′j ]f =
n∑

i=1

tij[ei]f =
(
[e1]f , . . . , [en]f

)⎛⎜⎝t1j
���
tnj

⎞
⎟⎠ =

(
[e1]f , . . . , [en]f

)
[e′j ]e, j = 1, . . . , n,

���� ⎛
⎝ | |
e′1 . . . e′n
| |

⎞
⎠

f

=

⎛
⎝ | |
e1 . . . en

| |

⎞
⎠

f

T. ����+�

�,������ ��� � �� U = V 	�� �� f = e ����� f = e′� ����� ��� ������� ����)��

������� ���	� -�� e1 = (3, 0,−1)� e2 = (1,−1,−1) 	�� e′1 = (2, 1, 0)� e′2 = (0, 3, 2)� *�
�� e = {e1, e2} 	�� e′ = {e′1, e′2} ��� ����� �%� $�����$

�� �,������ x− 2y + 3z = 0  R3�
�.	���	����� ��� ����	������ �		������� ����/���� ����� �����	��� 0�� �������������
�%� R3 ��� �� ����+� ⎛

⎝2 0
1 3
0 2

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 3 1

0 −1
−1 −1

⎞
⎠T.

! ��� �� T ���	
 ��� 
$��,����� 
�� �����,	����� ��� 
������ �	
 ���� ���
�%� T �(
3 0 −1
1 −1 −1

)⎛⎝ 3 1
0 −1

−1 −1

⎞
⎠T =

(
3 0 −1
1 −1 −1

)⎛⎝2 0
1 3
0 2

⎞
⎠ ,

(
10 4
4 3

)
T =

(
6 −2
1 −5

)
, T =

1

14

(
3 −4

−4 10

)(
6 −2
1 −5

)
=

(
1 1

−1 −3

)
.

*���� ���&��� ��� e′1 = e1 − e2 	�� e′2 = e1 − 3e2� ����� ���$������ �� ���� ��� �� ����� 
����� ����� �1�
,��� �



�� � ������� �	
� ������	


��� ����� 	
	��	 �� �����������	 �	��	�� ���� ����� ��	���

� ����� ��	
��� �� �� 
��� �������� 	�� ����	��� ������ ��� �	����� 	�� �� ����
���
�� �������	 � ����� ��������

������� ��	
� ������ �������� �������� ���������� ��	� ��� ��
����
�
�

x, ex, xex, e2x

� ��
��� �����
�� �� �� R� �� �� ��� ����!������ �
������ [a, b] (a < b)�

������ �� "
��� ���

c1x+ c2e
x + c3xe

x + c4e
2x = 0 �# ���� x ∈ R. �$�$% 

&������ �$�$% ��� e2x'

c1xe
−2x + c2e

−x + c3xe
−x + c4 = 0 �# ���� x ∈ R.

(�� �� x→ ∞ 	� ��	 c4 = 0� )��� x = 0 � �$�$% '

c2 + c4 = c2 = 0.

&������ �$�$% ��� xex ���� ��
!���� c2 = c4 = 0 '

c1e
−x + c3 = 0 �# ���� x ∈ R.

(�� x→ ∞ 	� ��	 c3 = 0� ��� ����	� � ���	� c1 = 0� &���� � ���� ci = 0� ��� ��
����
�
�
� ��
��� �����
���

�� "
��� ���
c1x+ c2e

x + c3xe
x + c4e

2x = 0 �# ���� x ∈ [a, b]. �$��* 

&�
 �� ��
��
 ��
 �� ����
 ���� x → ∞ ���� 	���� x = 0 �� �����
��� � ���
 �� ��	��
�	�
�� �

���
��� +�� 	��� � ��� ������ ���
������
 �$��* �� ��
��� ������ ��

c1 + c2e
x + c3(x+ 1)ex + 2c4e

2x = 0

c2e
x + c3(x+ 2)ex + 4c4e

2x = 0

c2e
x + c3(x+ 3)ex + 8c4e

2x = 0

�# ���� x ∈ [a, b]� ,# ���� -�� x ∈ [a, b] ��	 �#���
�� �������
		!	��� ����� ����	��
 ���
ex � �� �����
�� c1, c2, c3, c4'⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
xe−xc1 + c2 + xc3 + exc4 = 0

e−xc1 + c2 + (x+ 1)c3 + 2exc4 = 0
c2 + (x+ 2)c3 + 4exc4 = 0
c2 + (x+ 3)c3 + 8exc4 = 0



��� ����� 	
	��	 �� �����������	 �	��	�� ���� ����� ��	��� ��

������	���
������� �
∣∣∣∣∣∣∣∣
xe−x 1 x ex

e−x 1 x+ 1 2ex

0 1 x+ 2 4ex

0 1 x+ 3 8ex

∣∣∣∣∣∣∣∣ ��

�

�

�

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
xe−x 0 −2 −3ex

e−x 0 −1 −2ex

0 1 x+ 2 4ex

0 0 1 4ex

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣
xe−x −2 −3ex

e−x −1 −2ex

0 1 4ex

∣∣∣∣∣∣ 1 2

�

�

= −
∣∣∣∣∣∣
xe−x 0 5ex

e−x 0 2ex

0 1 4ex

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣xe−x 5ex

e−x 2ex

∣∣∣∣ = 2x− 5.

�� �� ��
 ���� �� ���� x �= 5
2
� �� ���
 ����� 	���
������� �= 0� ��� �������� �
 	��

����	�� ��������� c1 = c2 = c3 = c4 = 0� ���� ����	�
 �� � �!�����
� �
 �����
�
���
���	�� �

������� ��	�� 
��������� ��� �������� "��
!� �����	� ��� ���
 ��
 
 ���� P3

#
 ���� � $������ � ����� �
	 %&' b = {1, t−1, t2−t, t3}, c = {1, t+1, t2−1, t3+t}�
(� �!
�� ������� !��
	����
� ��
 p = t3 − t+ 1 � ���� b

�� ����	 !��
	����
����
����� ��
 �� ������� !��
	����
� ��
 p � ���� c

�� ������� !��
	����
� � b����� ��
 $�������� q� ��� � c����� �
 !��
	����
�

[q]c =

⎛
⎜⎜⎝

1
2

−1
1

⎞
⎟⎟⎠

��������

��' (� ��
 �� p = −1(t− 1) + 1(t3) = −1b2 + b4 	��� [q]b =

⎛
⎜⎜⎝

0
−1

0
1

⎞
⎟⎟⎠�

��' ) 	��� �*��$�� �
 	�� ���� �� 	�
�!�  ��
��! b����� � c�!��
	����
� ���*� b2 = t−1 =

−2+(t+1) = −2c1+c2� ���� ��
 �
����
��������
���� Tc←b =

⎛
⎜⎜⎝

1 −2 2 1
0 1 −1 −1
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠�

+��
	�������� ���
 ����� [p]c = Tc←b[p]b =

⎛
⎜⎜⎝

1 −2 2 1
0 1 −1 −1
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎝

0
−1

0
1

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

3
−2

0
1

⎞
⎟⎟⎠�

��� !���
��� !� �� �!
��' 3 − 2(t+ 1) + t3 + t = t3 − t+ 1�
) �������� �
 	�� ���� �� ���� �� ���� �
����
��������
���� 	�
�!�� �� !� �� �� ��
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�� ������	�
��� �� � �������� ������� � ����� ������ ������ �� ����� �� ������	�
����

��	 P3 �� e = {1, t, t2, t3}� ��� ����� ���� Te←b =

⎛
⎜⎜⎝

1 −1 0 0
0 1 −1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ 	
� Te←c =

⎛
⎜⎜⎝

1 1 −1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠� 	
� ����� ������ ���� �� Tc←b = T−1

e←c
Te←b� � ������ ��� 	����	�

\ ���
������� � � �!������� ���!���	�� ���� �� !� ������ ����!� Tc←b = Te←c\Te←b�

��" #���� ����$����	���� �%���� [q]c = Tc←b[q]b ⇔

⎛
⎜⎜⎝

1 −2 2 1
0 1 −1 −1
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ [q]b =

⎛
⎜⎜⎝

1
2

−1
1

⎞
⎟⎟⎠�

� ��� �! ��!���	��$������ ��� [q]b =

⎛
⎜⎜⎝

6
2

−1
1

⎞
⎟⎟⎠�

������� 	
��
 ��������� ��������������������� ��� xi, i = 0, . . . , n� !��� n+1 	����
&'����� 	
� ��� ci, i = 0, . . . , n� !��� ��!� ���� (��� ��� ��� )� �*��� ��� &	�$	� p �!
���� � ��� n ����� ���

p(xi) = ci, i = 0, . . . , n.

������� +%��

pi(x) =
(x− x0) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
, i = 0, . . . , n.

�� �%���� ��� pi ∈ Pn� 	
�

pi(xj) =

{
0 � � i �= j,
1 � � i = j.

���,��

-	�$	�� pi %� ��.%�� 	���	���� �$ ���� ���

n∑
j=0

λjpj(x) = 0 � � ���� x.

�� ��� �&�
����� � � x = xi ���� �.%�& �! ���,��� ���

n∑
j=0

λjpj(xi) = λi = 0, i = 0, . . . , n,



��� ����� 	
	��	 �� �����������	 �	��	�� ���� ����� ��	��� ��

������ 	���
�� �
�������� �����
�� Pn �� (n + 1)������
�������� 
� ����� ����
� �� n + 1
��������� pj �� 	�
 ��� Pn� �� ������ ��� �� �!�
� ���

p(x) =

n∑
j=0

cjpj(x)

��"���� p(xi) = ci ��� i = 0, . . . , n� #��"����� p �� ���"���� 	�
����� �" ����� ��� q ∈ Pn

�� 
����� ��� q(xi) = ci ��� i = 0, . . . , n� $� �� q − p ��� ��"��� �� ���� %��
� n ���
n+ 1 ����� ����
������� ����
� �� q − p ������"������ ��
� q = p� �

������� ��	
� ������ �������� �� ����
� ������� �� ��������� n �� �� n × n�
�����
� ��� 
������� ����
 ���� ������ ���� �������� �!% 	��� ������������ ���� �� ����
��� ��� �!% 
���� ���� $���� ��� �����
 ���������
 ��� �
����� ��� ������ �&���� ��

⎛
⎝ 2 9 4

7 5 3
6 1 8

⎞
⎠ ,

�� ����
� ������� �� ������� ' ��� ��� �
����� �(� )� 	���!���� ������� �� ���� ����
��
��������� �� ������� n ��� *��n� +� M ∈ *��n� 
� ����� �� s(M) 	���!��� ��� �
�����
%�
 M � )����� ����� �� 0*��n 	���!��� ������� �� ���� M ∈ *��n ��� s(M) = 0� +�
M1 �!% M2 ����%�� *��n� 
� �� ��� �"����� ��� M1 + M2 �!�
� �� �� ����
� ������� ���
s(M1+M2) = s(M1)+s(M2)� )����� ������ ��� αM1 ∈ *��n ��� s(αM1) = αs(M1)� ����
�
�� *��n ��� �������� �� Rn×n� �!% ������ �� 0*��n ��� �������� �� *��n� ,������ ��
��� 	�
����� �����
����� �� *��n� )� ����� ��� n ≥ 3�

����� M ∈ *��n ��� s(M) = m� -�� E ���� n × n������
�� ��� ����� � ���� ���
���
$� ������ ��� E ∈ *��n ��� s(E) = n� ����
� �� M − m

n
E �� ����
� ������� ���

��� �
���� s(M − m
n
E) = s(M) − m

n
s(E) = m− m

n
n = 0� ��
� M − m

n
E ∈ 0*��n� �����

��� dim 0*��n = q� �!% ��� M1,M2, . . . ,Mq ���� �� 	�
 ��� 0*��n� $� ��� ����
� M − m
n
E


�����
 
�� α1M1+ · · ·+αqMq ��� ��

� ��� α1, . . . , αq� �!% �� ��� M = α1ME + · · ·+αqMq +
m
n
E� ����
� 
���
 *��n �� M1, . . . ,Mq, E� $�

� �����
�� �� ��� ��� �	�������� �" �����

��� β1M1 + · · ·+βqMq +γE = 0� $� �� β1s(M1)+ · · ·+βqs(Mq)+γs(E) = γn = s(0) = 0�
�" s(Mi) = 0 ��� i = 1, . . . , q� ����
� �� γ = 0 �!% β1M1 + · · · + βqMq = 0� ������
β1 = · · · = βq = 0� �����
�� M1, . . . ,Mq �� ��� ��� �	�������� .�� �������� �� M1, . . . ,Mq, E
�� 	�
 ��� *��n� �!% ��� *��n = q + 1� $�� ������ �� ��� 	�
����� q�



�� � ������� �	
� ������	


����� ��� A = (aij) ∈ 0���n	 
��� ������� ��� ���������������� �� ��

n∑
j=1

aij = 0, i = 1, . . . , n,

n∑
i=1

aij = 0, j = 1, . . . , n,

n∑
i=1

aii = 0,

n∑
i=1

ai,n+1−i = 0.

���� A�� ������� � �� ������ X�

X = (a11, . . . , a1n, a21, . . . , a2n, . . . , an1, . . . , ann)T .

�� ������ A � 0���n �� ��� ������ ��

BX = 0,

��� B �� (2n+ 2) × n2���������

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 . . . 1 0 0 . . . 0 . . . 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0 1 1 . . . 1 . . . 0 0 . . . 0
			
			
	 	 	

			
			
			
	 	 	

			
	 	 	

			
			
	 	 	

			

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 . . . 1 1 . . . 1
1 0 . . . 0 1 0 . . . 0 . . . 1 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 1 . . . 0 . . . 0 1 . . . 0
			
	 	 	

			
			
	 	 	

			
	 	 	

			
	 	 	

			

0 . . . 1 0 0 . . . 1 0 . . . 0 . . . 1 0
0 0 . . . 1 0 0 . . . 1 . . . 0 0 . . . 1
1 0 . . . 0 0 1 . . . 0 . . . 0 0 . . . 1
0 0 . . . 1 0 . . . 1 0 . . . 1 0 . . . 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

��� ������ ������ ��� dim 0���n = dimN(B)	 ��� r1, r2, . . . , r2n+2 ���� ������� � B	 ���

��� ���

r2n = r1 + r2 + · · ·+ rn − rn+1 − · · · − r2n−1.

��� ��� ������ ��� 2n ��� ���� ��� ��  ����� ������� �� ���!��� �"�������	 ����� ���

λ1r1 + · · · + λ2n−1r2n−1 + λ2n+1r2n+1 + λ2n+2r2n+2 = �.

#���� ��� "������� $����������� ������ 2n ��� n + 1 ��� ��� ��� λ2 = 0 ��� λn+1 = 0
��� $� ����� ���� %�� ��� λ3 = 0, . . . , λn−1 = 0	 &����������� ������ 1, 2 ��� n + 2 ���



���� ������	
������� ��

�� ����	
����� ⎧⎨
⎩

λ1 + λ2n+1 = 0,
λ1 + λn+2 = 0,
λn+2 + λ2n+1 = 0,

���� λ1 = λn+2 = λ2n+1 = 0� ����	� ��� �
��	 �		 ���� ��
�� �����
��	� ��
 �� � �����	
n = 3 ���	� ��		� ��������� ���
���� ����	� ��� ����	�	�	 ��
 ��	 ������ �
  �
�� �
��	 �		 ��� B = 2n+ 1� !��
�	 �
����
�����	��� ��
 q = dim 0"��n = dimN(B) =
n2 − (2n + 1)� #��	�
��� �� �
 �		 �
� "��n = q + 1 = n2 − 2n� �

���� ������	
�������

�� �$ %� �&��'�� '� 	�� �����	
��� ��	
�� A �� B �� ����� 	(' ������ �		 AB �= BA�
�$ )�	�� �		 �� �����	
��� ��	
���� A �� B �''�(��� ����	
���� A2 + AB = I� �
��
�		 AB = BA�

�� *�	 V ��� ������� �� ���� '��
	
�� ����� 	�� ������ ��� �'��	
�����

a⊕ b = ab

α� a = aα

�
�� �		 V ��� ����� �'��	
��� � �		 ���	����

�� *�	 V ��� ������� R2 ������ ��� �'��	
�����

(x1, x2) ⊕ (y1, y2) = (x1 + y1 + 1, x2 + y2 + 1)

α� (x1, x2) = (α + αx1 − 1, α + αx2 − 1).

�
�� �		 V ��� ����� �'��	
��� � �		 ���	���� ��� ��
 ����������	�	+

�� *�	 V ��� ���	� ������	�� 
 xy,'����	 ���� V = {
(
x
y

)
: x ≥ 0, y ≥ 0} ���

�'��	
����� u ⊕ v = u + v -����
� ���
	
�� 
 R2) �� c � v = cv -����
� ���	
'�
��	
��
��� ����� 
 R2$ �� ���� v, u ∈ V �� c ∈ R�
�$ .� u �� v � ���	�� 
 V � ����� ��	 �� �		 u⊕ v � �� ���	� 
 V +
�$ .� u � �� ���	� 
 V � ����� ��	 �� �		 c� u � �� ���	� 
 V �� ���� c 
 R+
�$ / V �		 �
�0�	 �� -���	���$+

�� *�	 V ��� ��
���� �� ���	� �� 	��0� ������	�� 
 xy,'����	 ����

V = {
(
x
y

)
: xy ≥ 0} ��� �'��	
����� u ⊕ v = u + v -����
� ���
	
�� 
 R2) �� 

c� v = cv -����
� ���	
'�
��	
�� ��� ����� 
 R2$ �� ���� v, u ∈ V �� c ∈ R�
�$ .� u �� v � ���	�� 
 V � ����� ��	 �� �		 u⊕ v � �� ���	� 
 V +
�$ .� u � �� ���	� 
 V � ����� ��	 �� �		 c� u � �� ���	� 
 V �� ���� c 
 R+
�$ / V �		 �
�0�	 �� -���	���$+



�� � ������� �	
� ������	


�� ������	
�� 
� �
�
����� ��	� �� ���	���
��� ��� 
� ����
 � R2� �� ���
 ��� �
��
������ ���
 �� ��	�
� 	��
� �������� ������� �������� � R2��

�� ��� M ���� ����
� �	���
� �� 
��
�������� � xy�����
� ����

M = {
(
x
y

)
: x2 + y2 ≤ 1}� ���� ��� M ���
 �� 
�� 	��
��	 ���� R2�

�� ����� ��  !�����
 �
�����
� �� Pn ����"�� p(t) �� ���� ≤ n� �� 	��
��	#
�� p(t) = at2 
� a ∈ R
$� p(t) = a+ t2 
� a ∈ R
%� p(0) = 0
�� 2p(0) = p(1)

� p(t) ≥ 0 �� 0 ≤ t ≤ 1
 � p(t) = p(1 − t)  !� ���� t�
�� ��
&%�
��
��� �� �
�����

�� ����� ��  !�����
 �
�����
� �� R4 �� 	��
��	# ����� �� 	�������#
�� {x ∈ R4 : 3x1 − 2x2 + x3 − x4 = 0}
$� {x ∈ R4 : 9x1 − 2x2 + x3 + 4x4 = 1}
%� {x ∈ R4 : x = s(2, 3, 4, 5) + t(6, 7, 8, 9), s, t ∈ R}
�� {x ∈ R4 : 2x1 − 3x2 = 0 �%� x1 − x2 − 2x3 − x4 = 1}

� {x ∈ R4 : x = (1, 2, 0, 1) + t(0, 1, 2, 2)}
 � {x ∈ R4 : x1x3 = 0}
�� {x ∈ R4 : x2

1 + x2
2 = 0}

�� {x ∈ R4 : x2
1 + x2

2 = 1}
��� '��!� � M �� 
�� 	��
��	 �� V � ��
�� V = C(R), M = {f ∈ V : f(−x) = f(x)  !� ���� x ∈ R}�
$� V = Rn×n, M = ����
� �� ���� 	���� ������	���� n× n������
��
%� V = C[0, 1], M = {f ∈ V : f(0) = 1}�
�� V = C[0, 1], M = {f ∈ V : f(1) = 0}�

� V = C[a, b], M = {f ∈ V : f(a) = f(b)}
 � V = Rn×n, M = ����
� �� ���� �����
� A ∈ V �� ��	�
��� 
� 
� ���
� �����
B ∈ V � ���� AB = BA�
�� V = Rn×n, M = {A ∈ V : ��A = 0}�
���A = ����
�  !� A =

∑n
i=1 aii��

�� V = R2×4, M = {A ∈ V : FA = O}� ��� F ∈ R3×2 �� 
� �( ������
�� V = C(R), M = {f ∈ V :

∫∞
−∞ f 2(x)e−x2

dx <∞}�

��� )
��� �
 �

���� �	���
��� ����  !�����
 ��
 �"�
����� � R4

2x1 + x2 − x3 − 3x4 = 75

3x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = 50

−4x1 + 3x2 + 2x3 − 4x4 = 25.



���� ������	
������� ��

��� ��� ����	
 �� ��
�� Ax1 +Bx2 +Cx3 +Dx4 +E = 0 ���������� �� ��� ���������
� R4 ��
 ��� ����
 ���������
P0 = (1, 1, 1, 1), P1 = (2, 3, 2, 2), P2 = (4, 5, 4, 6), P3 = (0, 1, 3, 4)

��� �� ���� ��� �
 M 	� ��� 
�������� � Rn ��� x, y 	� ��� ������ ������� � M �� ����������
M ������ ����
 x ��� y� ��� ���� ������� �� ��
�� x+ t(y − x) �	� t ∈ R 
!� ���� ��� �
 M 	� �� ���
	��� �� Rn 
�� ����������"
x, y ∈M, x �= y� 
���� ��� ������ ����
 x ��� y ������ � M �
�� 	� M ��� 
�������� 

��� ���� ��� �
 M1 ��� M2 	� ��� ���� � Rn �� ��
������ #� �� $��� ��� 
�������� ��
��
������ ≤ 5 ��
 ���������� !��� M1 ��� M2 

��� ��� ���� ��� ���������� (1, 0, 1, 4), (2, 2, 0, 0), (3, 1, 0, 2) ��� (4, 1, 1, 6) � R4 	� ����	��
!������� %���� (3, 1, 0, 2) ��
 �� ����	���
!������� �� �� ������ &�� (2, 2, 0, 0) �������
��
 �� ����	���
!������� �� �� ������'

��� (������� ����� �� ������� 
	����� �� �������� ��
 	� ����	�� �!������� 
�� {(1,−7, 2), (0, 5,−2), (1, 1, 1)} � R3

!� {(1, 0, 2,−1), (1, 2,−1, 0), (1, 1, 0,−1)} � R4

�� {(1, 2,−1,−2, 4), (6, 1, 5, 3, 2), (4,−3, 7, 7,−6)} � R5 

��� ���� ��� ���������� (1, 2, 3, 4), (0, 1, 2, 3), (0, 0, 1, 2), (0, 0, 0, 1) !����� �� !�� � R4 ��)
��	
 ������������� �� (1, 1, 1, 1) � ����� !�� 

�	� ����	
 ��
�������� �� �� �������
 � R4 ��
 ��������� �� ����������
�� (1, 1, 1, 1), (4, 2,−2,−3), (3, 1,−3,−4)
!� (1, 0, 2, 1), (0, 2, 2, 4), (1,−1, 1,−1)
�� (1, 2, 1, 2), (2, 1, 2, 1), (1, 2, 2, 1)
�� (1, 2, 4, 3), (2, 1, 5, 0), (1, 1, 3, 1), (4, 2, 10, 0)
�� (1, 1,−2, 3), (3,−2, 4, 1), (4,−1, 0, 3), (−3, 2, 2, 2) 

�
� ��� ���� ��� ���������� (1, 0, 1, 0, 1, 0) ��� (0, 1, 1, 1, 1,−1) ��������� ��

� �������

� R6 ��
 ���������� (4,−5,−1,−5,−1, 5) ��� (−3, 2,−1, 2,−1,−2) 

��� *�� � �+�
���� ����� M ���� 
	����� ������� ��
 ��$������ ����
 �����������
������ ��� a� b ��� c ,���� �
 M 	� ��� ��������
 ��� �
 �� 	� ����� ���� �� 
	���
�������� ��
 ��	���� ��

�� 

��

⎡
⎣ 3a+ b

4
a− 5b

⎤
⎦ !�

⎡
⎣ −a + 1
a− 6b
2b+ a

⎤
⎦ ��

⎡
⎢⎢⎣
a− b
b− c
c− a
b

⎤
⎥⎥⎦ ��

⎡
⎢⎢⎣

4a+ 3b
0

a+ b+ c
c− 2a

⎤
⎥⎥⎦ 

��� ���������� v1, v2, . . . , vk �Rn 	� ����	�� �!������� ��� 	� ��
�������� �� ��� �������

��
 ��������� �� v1 − v2, v2 − v3, . . . , vk−1 − vk, vk − v1'

��� �� ��� 	� ��
�������� �� ��� ����	�� ��

�� Rn×n �� ���� n× n 
�������'



�� � ������� �	
� ������	


�� ��� �	 �
���
�� �� ���		����� �� ������	
��� ���	
��	 
 Rn×n�
�� �
�� ��� �� ����������	
��� ���	
��	�� ��� �� ��� ��������	 AT = −A� �
���	 ���
���		�� 
 Rn×n� ��� �	 �
���
�� �� ����� ���		���

��� �
�� ��� ������� ����
��	 �	 �
��	� ��	����
�� sin 2t, cos 2t, sin2 t, cos2 t
�� ln(t6 + 1), ln(t4 − t2 + 1), ln(t2 + 1)
�� sin(t+ α), sin(t+ β), sin(t+ γ) ��	 ��������
�� α, β, γ ∈ R�

��� �
�� ��� ������� ����
��	 �	 �
��	� ���	����
�� et, et2 , et3

�� sin t, cos t, sin 2t, cos 2t�
�� t, sin t, cos 2t, sin t cos t

��� � � Pn ��	� ��� �
��	� 	����� �� ������ �� �	�� ≤ n� !��� ��� �������
p1, p2, . . . , pn+1 ∈ Pn ��" "�	 ��������� 
 �	
��� ��� pi(0) = 0, i = 1, . . . , n+ 1� �
�� ���

{p1, p2, . . . , pn+1}
�	 �
��	� ��	�����

��� � � U1 ��" U2 ��	� ���		�� 
 ��� �
��	� 	����� V � �
�� ��� U1 ∩U2 ��" U1 +U2 �	
���		�� 
 V � #U1 + U2 = {u+ v : u ∈ U1, v ∈ U2})
��� #$� %����� �
���
��	� �� U1 ∩ U2 ��" U1 + U2 ��	 �� ���		�� U1 ��" U2 
 R4

��� ��&
�	�� ��

�� U1 :

{
x1 − 3x2 + 2x3 = 0
2x1 − 5x2 + 7x3 + x4 = 0

U2 :

{
x1 − 4x2 + x3 + 2x4 = 0
x1 − 5x2 − 2x3 + x4 = 0

�� U1 :

{
x1 − 2x2 + x4 = 0
3x1 − 4x2 − x3 + 2x4 = 0

U2 :

{
2x1 − 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0
x2 + x3 − 2x4 = 0

�� Ui :

{
x1 + x2 + x3 + x4 = 0
x1 + 2x2 − x3 − x4 = 0

U2 :

{
x1 − 3x2 + 2x3 − x4 = 0
x1 + 4x2 + 2x3 + 5x4 = 0

�

��� � � U1 ��	� ��� ���		�� 
 R4 ��� ���	�	�� �� �����	�	� (1, 2, 0, 1), (1, 1, 1, 0) ��"
� � U2 ��	� ��� ���		�� ��� ���	�	�� �� (1, 0, 1, 0), (1, 3, 0, 1)� !�� �
���
��	� ��
U1 + U2 ��" U1 ∩ U2�

�	� � � U1 ��" U2 ��	� ���		�� 
 ��� �
��	� 	����� V � ��� ��� ��� &� � �����	 u
��� �
��"�	 U1 �� 
�� U2 ��" � �����	 v ��� �
��"�	 U2 �� 
�� U1� �
�� ��� U1 ∪ U2


�� �	 ��� ���		�� �
�� V �

�
� � � U1 ��" U2 ��	� ���		�� 
 ��� ���
��
���
����� �����		�� V � !��� �
��	� ���

dimU1 + dimU2 > dimV.

�
�� ��� ��� &� � �����	 u ∈ U1 ∩ U2 ��" u �= 0�

��� !�� � ��� ��	 ���	����� N(A) �
�� ������� ���	
��	



���� ������	
������� ��

�� A =

⎡
⎣ 1 1 3 3

2 0 4 2
3 2 8 7

⎤
⎦ �� A =

⎡
⎣ 1 1 2 −1

1 4 −7 2
2 3 1 −1

⎤
⎦

�� A =

⎡
⎣ 1 2 1 4

2 1 1 3
0 3 1 5

⎤
⎦ �� A =

⎡
⎣ 1 2 3 1 1

2 5 5 4 4
1 2 4 4 2

⎤
⎦�

��� 	
�� �� �������� �������� � ������ �� �
 ��� �� ����������� V (A)�

��� ������ ������ A �� ��� �� ���
� ��
����
� ����� ����������� V (A)�

�� {

⎛
⎜⎜⎝

2s+ 3t
r + s− 2t

4r + s
3r − s− t

⎞
⎟⎟⎠ , r, s, t ∈ R} �� {

⎛
⎜⎜⎝

b− c
2b+ c + d
5c− 4d

d

⎞
⎟⎟⎠ , b, c, d ∈ R}

��� ������ ������ A �� ��� �� ���
� ��
����
� ����� 
��������� N(A)�

�� {
⎛
⎝ t

s
s− t

⎞
⎠ , s, t ∈ R} �� {

⎛
⎜⎜⎝

t
t+ u
−s
s− u

⎞
⎟⎟⎠ , s, t, u ∈ R}

��� ��� ���� 
� dimN(A) ��! dim V (A) �� ��"�
�� ��������

�� A =

⎡
⎢⎢⎣

1 1 3 0
3 0 3 3
5 2 9 3
7 1 9 6

⎤
⎥⎥⎦ �� A =

⎡
⎢⎢⎣

1 1 2 2
−1 0 2 1

2 −1 −8 −5
2 3 2 3

⎤
⎥⎥⎦

�� A =

⎡
⎢⎢⎣

1 1 1
2 6 0
0 −4 2
3 7 1

⎤
⎥⎥⎦ �� A =

⎡
⎢⎢⎣

1 3 0 2 1
2 −1 1 3 2
3 1 0 1 −1
0 1 1 4 4

⎤
⎥⎥⎦ ��

⎡
⎣ 1 1 1 1 1 1

2 4 6 8 10 12
3 5 7 9 11 13

⎤
⎦�

��� #��

A =

⎡
⎣ 1 2 2 3

3 2 2 1
2 1 1 0

⎤
⎦ ��! B =

⎡
⎣ 1 1 2 0

1 2 2 3
2 1 4 −3

⎤
⎦�

�� ��� $
����� �� 
��������
 N(A) ��! N(B) � R4 !�� 
���
 ����
��� �� ��� �= 0�

�� %�� ����������
 V (A) ��! V (B) � R3 
���
 ����
��� �� ��� �= 0&

��� '�� �
������ U � R5 ��
������ �� �� �����
� (1, 2, 1, 2, 1), (1, 3, 1, 1, 2), (2, 1, 4, 3,−3),
(3, 2, 4, 8,−2)� ������ ����
���
�
 �� U ��! �
�� �
 ������ A ����
 ��� U = N(A)�

��� ��� 	
�� ��
��
 �� ��"�
�� ��������



�� � ������� �	
� ������	


��

⎡
⎣ 1 3 5 −2

2 1 5 1
1 2 4 −1

⎤
⎦ ��

⎡
⎢⎢⎣

1 2 3 4
1 −2 3 −4
3 2 9 4
4 −4 12 −8

⎤
⎥⎥⎦ ��

⎡
⎢⎢⎣

1 2 1 0 3
−1 0 −2 1 −2

2 1 −4 0 3
−1 1 0 1 −1

⎤
⎥⎥⎦

��� ��	 A 
�� B ��� ��	��� ��� ����� ��	�� ��� 
�� ��	 C ��� ��	���� ��� ��
�� ���� �
�
��� � A 
�� ���� �
�
��� � B� ���� �		

���C ≤ ���A+ ���B.

��� ��	 A 
�� B ��� ��	��� �� ����� 	��� ���� �		

���(A+B) ≤ ���A+ ���B.

��� ���� ����� �� �������� ����������� T : R2 → R2 �
� � ������ 

T1(x) = (x2
2, x2);

T2(x) = (x1 + x2, x1);

T3(x) = (x1, 1).

��� !� ����� ���������� F : U → V "�� U 
�� V � ������ #�� � �# �� �#��	�
�$ 
��
���� ��� ������ ����������� ������ 
�� �#�	�������� ��� ����� �� ��	 ��		 �
� �
�#����	 �� �#��	�
��� �� ��%���� ���	��

(F1 ⊕ F2)(u) = F1(u) ⊕ F2(u), u ∈ U,

(α� F )(u) = α� F (u), u ∈ U.

���� �		 ������� �� ���� ������ ����������� F : U → V 
���� � �		 �����	 #�� &�	 �
���	��	 �		 �
�	
���� �		 F1 ⊕ F2 
�� α� F �������� ��� �������

��� ��	 M ��� ���	
#���	 �� ���� 2 × 2 ��	���� &�%���� 
���	
� T : M → M
���
�

T (X) =

[
1 1
0 0

]
X +X

[
0 0
1 1

]
.

�� ���� �		 T � ������
�� '��	�� �
��#���	 N(T ) 
�� ���� �������
��

��� '�	��	� ������������ T : R3 → R3$

T (x1, x2, x3) = (x1 − x2 + 2x3, 2x1 + x2,−x1 − 2x2 + 2x3).

�� ���� �		 T � ������



���� ������	
������� ��

�� ���� �		 N(T ) 
� � �
	 ���� ��� ���	
� ���� ����	���
�� ���� �		 �
����
��� V (T ) 
� �		 ��� ��� ���	
� ���� ����	���
�� ���	
� ���� �������� 	��� ������� ��� ��������

���  �!���� ��������� T : P2 → R2 ���� T (p) =

(
p(0)
p(1)

)
�� ���� �		 T 
� � ���
� ���������
�� ���	
� �		 ���"�� p ∈ P2 ��� ��
�� ��������	 N(T )�
�� ������� �
��������	 V (T )�

���  �!���� � ���
� �������� ���� T : P2 → R2 ���� T (p) =

(
p(0)
p(0)

)
�� ���	
� 	�# ���"�� � P2 ��� ��
�� ��������	 N(T )�
�� ������� �
��������	 V (T )�

��� ��	���	� ��������� T : Rn×n ��!����� �� T (A) = A+ AT �
�� ���� �		 T 
� ���
��
�� $#	 B ∈ Rn×n ���� �"���	���� �B = BT �� ���	
� A ∈ Rn×n �#�� �		 T (A) = B�
�� ������� ��������	 N(T )�
�� ���� �		 �
��������	 V (T ) 
� �
��� �� �"���	����� ��	����� � Rn×n�

���  �!���� ��������� T : C[0, 1] → C[0, 1] ���� �		 T (f) 
� �����	�� %��	�� F 	���
f �#�� �		 F (0) = 0� ���� �		 T 
� ���
� ��� ������� ��������	 N(T )�

��� $#	 T : V → W ���� � ���
� ��������� ���� �		 �� {v1, v2, ... , vp} 
� ���
�	
������� � V �# 
� {T (v1), T (v2), ... , T (vp)} ���
�	 ������� � W �
��� $#	 B = {u1, u2, u3} ��� B′ = {v1, v2, v3} ���� ����� � R3 �
�

u1 = (2, 1, 1), u2 = (2,−1, 1), u3 = (1, 2, 1),

v1 = (3, 1,−5), v2 = (1, 1,−3), v3 = (−1, 0, 2).

�� ���	
� &����#����	���� %�# B 	��� B′�
�� $#	 w = (−5, 8,−5)� ���	
� w'� �������	�� � ������ B ��� B′�

�	� $#	 V ���� ���	�������	� �������	 �� f1 = sin x ��� f2 = cosx� $#	 g1 = 2 sin x+cosx
��� g2 = 3 cosx�

�� ���� �		 B′ = {g1, g2} 
� � ��� � V �
�� ���	
� &����#����	������ %�# B′ 	��� B = {f1, f2} ��� %�# B 	��� B′�
�� $#	 h = 2 sin x− 5 cosx� ���	
� h'� �������	�� � ���� B�
�� ���	
� h'� �������	�� � ���� B′ ��� ��
�� �� �� ��� ���
�� ���	
� h'� �������	�� � ���� B′ �����	�

�
� ��	���	� %&����� ��� � R3' B = {
⎛
⎝ 3

−1
4

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 2

0
−5

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 8

−2
7

⎞
⎠}�



�� � ������� �	
� ������	


�� ����	
 ��������
������ ��� B ���� �������������
�� ����	
 ��������
������ ��� ������������ ���� ����� B�

�� ����	
 ����������� �� x =

⎛
⎝ 1

2
1

⎞
⎠ � B�������

��� ������� �
 
	����� {1 + t3, 3 + t − 2t2, −t + 3t2 − t3} 	 ����	� ������� � P3�
��� ���
����� ����� ��� �� P3�

���  ��� ��� p1(t), p2(t), p3(t) 	 �� ��� �� P2 ��
�� p1(t) = (t+ 1)2, p2(t) = (t+ 2)2, p3(t) = (t+ 3)2

�� p1(t) = 1
2
(t− 2)(t− 3), p2(t) = −(t− 1)(t− 3), p3(t) = 1

2
(t− 1)(t− 2)�

!��� ����� ����������� �� "�����
�� t2 � ����� p1, p2, p3 #� �� ���� ��������

��� $�� (x1, x2, x3) ��% (x′1, x
′
2, x

′
3) &�� ����������� �� ��

� &���� � �&� ����� ����

e1, e2, e3 ��% e
′
1, e

′
2, e

′
3 �� ��� ����
���������� ����	� �
 V � ������ x′������������ 
��

%�	�" �& x������������ �

�� e′1 = e1 + e2 + 3e3

e′2 = 2e1 + 3e2 + e3
e′3 = 2e1 + 3e2

�� e′1 = e1 + 2e2 + 3e3
e′2 = e1 + e2 + e3
e′3 = 2e1 + e2 + e3.

��� ����	
 ��
�������� %�� ��� �����
 ���� R3 ��
 ����	
� �& ��� ����� ��% �����
���
����� � &������� 	 �����

��� #'� (� ��� ����� )�
����"�����
�� 	 {1, 2t, −2+4t, −12t+8t3}�  ��� ��� �����
"�����
 ���� ��� � P3 ��
� ����	
 ����������� �� p = 7 − 12t − 8t2 + 12t3 � �����
����

��� #'� ����� �������� 
	��� �& &����� ���� �� ��� ��R5* {

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−9
−7

8
−5

7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

9
4
1
6

−7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

6
7

−8
5

−7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠}�

��� +� 
���� A ∈ R3×8 %� rangA = 3� ����	
 dimN(A), dimRow(A) ��% rangAT �

�	� ,
 A ∈ R7×5- &�� 	 ������ 
������ ��� %�� A� ,
 A ∈ R5×7- &�� 	 ������ 
������
��� %�� A� ,
 A ∈ R6×8- &�� 	 
����� 
������ dimN(A)�

�
�  ��� ��� �
 u ��% v 	 �&� &����� � Rn ��
 ���� 	 ���� �� 	 rang uvT = 1�

��� #'� $�� A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

7 −9 −4 5 3 −3 −7
−4 6 7 −2 −6 −5 5

5 −7 −6 5 −6 2 8
−3 5 8 −1 −7 −4 8

6 −8 −5 4 4 9 3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠� ����	
 
����� C- N ��% M

&�� ������� 	 ��"����&� ��� �� V (A)- N(A) ��% N(AT ) ��
� �� 
���� R &�� ���



���� ���� ��

�� ��� �	� Row(A)
 ���� ��������� S = [RT N ] ��� T = [C M ] ��� �������� ��� S ���
T �� ��������� ��������������


��� ��� ���������� B = {1, cos t, cos2 t, ... , cos6 t} ��� C = {1, cos t, cos 2t, ... , cos 6t} ��
����� � ��� ������� ��

�� ����� 	���� ���������� TB←C �! ����" �� !� �������������� �����!��#
cos 2t = −1 + 2 cos2 t
cos 3t = −3 cos t+ 4 cos3 t
cos 4t = 1 − 8 cos2 t+ 8 cos4 t
cos 5t = 5 cos t− 20 cos3 t+ 16 cos5 t
cos 6t = −1 + 18 cos2 t− 48 cos4 t+ 32 cos6 t

�� $����! TB←C �	� ��� ����� ������� "�������������������� ������ !�� "������� ����%
������

∫
(5 cos3 t− 6 cos4 t+ 5 cos5 t− 12 cos6 t)dt


���� ����

�� (−1,−1)
�� �� ��& �� ���& �� ���
�� �� ���& �� ��& �� ���
�� ��& �� !� ��� �� ������

�� ��& �� ��� �� �� ��!����& ��&��&��&!�&�� ��� �� �� ����"���

�	� �� ���& 	����� ��

��� x = [4, 35,−32, 0) + t(−1, 2,−3, 1), t ∈ R

�
� −x1 + x2 − 2x3 + x4 + 1 = 0

��� (3, 1, 0, 2) = (4, 1, 1, 6)− (1, 0, 1, 4)' ���
��� �� ��� ��
��� (1,−1, 0, 0)
��� �� (& �� (& �� �& !� (& �� �


	� �� ��� & �� ���& ��

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
⎛
⎜⎜⎝

1
0

−1
0

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝

−1
1
0
1

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝

0
−1

1
0

⎞
⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭& !�

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
⎛
⎜⎜⎝

4
0
1

−2

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝

3
0
1
0

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝

0
0
1
1

⎞
⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭&


�� k − 1


� �� n2& �� n(n+1)

2
& �� n(n−1)

2




�� �� !�(U1 ∩ U2) = 1& !�(U1 + U2) = 3
�� !�(U1 ∩ U2) = 0& !�(U1 + U2) = 4
�� !�(U1 ∩ U2) = 1& !�(U1 + U2) = 3

�� !�(U1 + U2) = 3& !�(U1 ∪ U2) = 1
��� �� �
�)
 (−2,−1, 1, 0), (−1,−2, 0, 1)
�� �
�)
 (−5, 3, 1, 0), (2,−1, 0, 1)
�� �
�)
 (1, 1,−3, 1, 0), (1, 0,−5, 1)



�� � ������� �	
� ������	


�� ����� (18,−5,−3, 1, 0) (8,−3,−1, 0, 1)
��� 	� ����� (1, 2, 3), (1, 0, 2)

� ����� (1, 1, 2), (1, 4, 3)
�� ����� (1, 2, 0, 3), (2, 1, 3, 0)
�� ����� (1, 2, 1), (2, 5, 2), (3, 5, 4)

��� 	� A =

⎛
⎜⎜⎝

0 2 3
1 1 −2
4 1 0
3 −1 −1

⎞
⎟⎟⎠� 
� A =

⎛
⎜⎜⎝

1 −1 0
2 1 1
0 5 −4
0 0 1

⎞
⎟⎟⎠

��� 	� A =

⎛
⎝ 1 −1 1

1 −1 1
1 −1 1

⎞
⎠� 
� A =

⎛
⎜⎜⎝

1 −1 −1 −1
1 −1 −1 −1
1 −1 −1 −1
1 −1 −1 −1

⎞
⎟⎟⎠�

��� 	� ��N(A) = 2� ��V (A) = 2

� ��N(A) = 1� ��V (A) = 3
�� ��N(A) = 1� ��V (A) = 2
�� ��N(A) = 2� ��V (A) = 3
�� ��N(A) = 4� ��V (A) = 2
��� 	� N(A) ∩N(B) �= {0}� 
� �	

��� �� � �� ����� A =

( −6 1 2 1 0
0 −1 1 0 1

)
�

��� 	� �� 
� �� �� ��
�	� ���	�� T2�

��� 
� N(T ) =

{[
a 0

−a 0

]
; a ∈ R

}
, dimN(T ) = 1

��� 
� t(−2, 4, 3), t ∈ R� �� x1 − x2 − x3 = 0
�� ��� (3, 2, 1)� (5

3
,−4

3
, 0) + t(−2, 4, 3)

��� (2, 1, 3)� ��	
��� 
� p = t(t− 1)� �� V (T ) = R2

��� 
� p1 = t, p2 = t2� �� V (T ) = {(a, a), a ∈ R�

��� 
� A = 1
2
B� �� N(T ) = {

(
0 b

−b 0

)
}�

��� N(T ) = {0}�

�
� 	�

⎡
⎣ 3 2 5/2

−2 −3 −1/2
5 1 6

⎤
⎦


� [w]B =

⎡
⎣ 9

−9
−5

⎤
⎦

B

, [w]B′ =

⎡
⎣ −7/2

23/2
6

⎤
⎦

B′

�	� 
�

[
2 0
1 3

]
����� 1

6

[
3 0

−1 2

]



���� ���� ��

��

[
2

−5

]
B

�� ��� ��

[
1

−2

]
B′

��� TE←B =

⎛
⎝ 3 2 8

−1 0 −2
4 −5 7

⎞
⎠	 TB←E = 1

8

⎛
⎝ −10 −54 −4

−1 −11 −2
5 23 2

⎞
⎠	 [x]B = 1

8

⎛
⎝ −122

−25
53

⎞
⎠


��� �� �� ������ ��������� ��� ���� ��� �� �� �� ��� �� ��� ��� ������ ������

��� �� ������������� ��� t2 �� (3,−3, 1)
�� ������������� ��� t2 �� (1, 4, 9)

��� ��

⎧⎨
⎩

x′1 = 3x1 − 2x2

x′2 = −9x1 + 6x2 + x3

x′3 = 8x1 − 5x2 − x3

	 ��

⎧⎨
⎩

x′1 = −2x2 + x3

x′2 = −x1 + 5x2 − 3x3

x′3 = x1 − 2x2 + x3

��� ���= 2

�� ������������� ��� p� ��	�	 !	�
"�


��� #�� ��� R5� {

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−9
−7

8
−5

7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

9
4
1
6

−7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

6
7

−8
5

−7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0
1
0
0
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0
0
1
0
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠}


�	� ���N(A) = 5	 ���Row(A) = 3	 ���$AT = 3

�
� "	 "	 !

��� %�&��� ����$� ���������� � '%()%#


��� �� TB←C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 −1 0 1 0 −1
0 1 0 −3 0 5 0
0 0 2 0 −8 0 18
0 0 0 4 0 −20 0
0 0 0 0 8 0 −48
0 0 0 0 0 16 0
0 0 0 0 0 0 32

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠




�� B ������������� (0, 0, 0, 5,−6, 5, 12) ���� �&�� �� C �������������
(−6, 55/8,−69/8, 45/16,−3, 5/16,−3/8) ��� ����$���� ���
−6t+ 55

8
sin t− 69

16
sin 2t+ 15

16
sin 3t− 3

4
sin 4t+ 1

16
sin 5t− 1

16
sin 6t+ C
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� �����	�
�� ������ �������� �� ��
��� ���� ���� ��
���� ������� ��� �
 ��
��� ���������
��� ������ ��� ������� �� ���� �������� ��� ����������� ��� ��� ������ �
��� ���
�����	
� ���� ���� �������
�� �������� �� ��� 
�� �
�����
� �������� ��� ������� � �����
�	 ��� ��
���� ��� �� ��� 	��	���� ������ � ���������� ��������� � ��� ����� �� �� �

����� �������� ��� ��������� �� ��� � ��� ���	
� ��� ��
���� !� ������ 
� ��� �����
� ��������� ������������ �� ��
������� ���� ���� ����

�� ��
��� ����

"�� �	� 
�� ���
� �� ��� ���������� �������� ��#
���� �
 �������� �������������
�
��� ��� ����� � ��������
� ������
��� � �
 �� ����	�
�� � ����� ��
������ $������%

�& �������� � ��
���
 ' $�
 ���� ()%��& ��
�� ������ x·y = x1y1+x2y2+x3y3� *����

�� ������ ����	 ���� �� ��

 ������ �	��� ��� ��
�������� ����Rn� +�� x = (x1, x2, . . . , xn)
��� y = (y1, y2, . . . , yn) � Rn ��#
���� �� ����	 �������������


x · y = x1y1 + x2y2 + · · · + xnyn. $��'&

(� x ��� y ���
��#��� ��� ����

��������� �
 x · y ������ ��� �
 ������������ $��%
������ �	
��� ����

������&,

x · y = xTy.

-�� ����� ���� ��� ���
���� ��� ������������ �	� �� ������ ����
�� ���
�����,

$�& x · y = y · x ��� �� x, y ∈ Rn�
$��& (αx) · y = α(x · y) ��� �� x, y ∈ Rn, α ∈ R�
$���& (x+ y) · z = x · z + y · z ��� �� x, y, z ∈ Rn�
$��& x · x ≥ 0 ��� �� x ∈ Rn ��� x · x = 0 �
��� ��� x = ��

)�� ��� ������ ���������� �������� �� �������������
 ��#
���� ��� ����� � ����������
������� ��� ��
�� ��� ��
���� � Rn ��� n ≥ 4� ��� �� �
�� �� 
	��
 ���������� �
������

�� ����� ��� �	� �	� �� ��
 ������ ����
 ��� ��#
���� ��
�� ��� ��
��� ��� �����
� �������������
� .�� ���� �	� ���� ���� 
��
� (� �
 ���	� ��	
 �������������

$��'& ���� ��� ��� / ��� �������
�� ��� �
�� �	 ��
��	�
�� / �� ��
������

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 1) ���� �
 ()%��� )� �� ��� ��
�
�� ����� �
 �� �
 ()%��� ��� ��� ���������� �������� ��� �� �� �������������
 �
������
����� �
�� ��
��� ���� x1y1 +x2y2 +x3y3 �� ���
 �
�� �� ()� "����� �� $��'& �
��
��
 �
� �
�����
 ���� �
 ������������ � Rn .�� �������������
 �
 ��� �� �	��� ����
���
�����
 $�& / $��& ������ ����
��� ��� ��� �� �� ��� �	� -
 �
 ����	 ���� �
���
�
 ������������ � ��
��� ��� ��� �
�� �� Rn 0��
 ���� �
 ���� �	 �	
� ���� �����
��� ��� �
� �
 ���
�����
 �
 ��� ��
������ �� �� �������������
 ���� ���
�����

$�& / $��& �	��� ����� !� ��� ������ ����
�� ������� ��#
����
,



��� �����	�
��� 
� ������������� ��	��� ��

��������� �	
	 ��� V ���� 	�� �		

� 
����� ���� �� ���������	
�� � V �� 	� �		

����
�������� 〈u, v〉 �� ��� ������
	� u ��� v � V �	� ��
���	 	�	�����	��

�� 〈u, v〉 = 〈v, u〉 ��� �

� u, v ∈ V !
��� 〈αu, v〉 = α〈u, v〉 ��� �

� u, v ∈ V, α ∈ R!
���� 〈u1 + u2, v〉 = 〈u1, v〉 + 〈u2, v〉 ��� �

� u1, u2, v ∈ V !
��� 〈u, u〉 ≥ 0 ��� �

� u ∈ V ! ��� 〈u, u〉 = 0 	����� ��� u = ��

������ �	
	 "���� 	#	��	
 �� ���
����������

�� 〈x, y〉 = x · y = x1y1 + · · ·+ xnyn

�� 	� ���
��������� � Rn 	�
��� ����� $	� ��

�� ���	��	���������	
����

�� 〈x, y〉 = x1y1 + 2x2y2 + · · · + nxnyn

�� ����� 	� ���
��������� � Rn�

�� 〈x, y〉 = x1y1 + x1y2 + x2y1 + 2x2y2

�� 	� ���
��������� � R2� $	� �� 	����� 	�	����� ��� ��� ���	 �� ���	����� %� ���

〈x, x〉 = x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 = (x1 + x2)
2 + x2

2 ≥ 0,

��� 
���	� �����&�� �� ��� 	����� �� x1 + x2 = 0 ��� x2 = 0! ���� x1 = x2 = 0�

$	��� 	#	��	
 �� �
��� ��	���
��

 �� ��
���	�

�� ��� A ���� 	� ���������� n×n'������� (���� ����� ��� A �� �������� 	���� ��	 �������
��) ! ���� ��� xTAx ≥ 0 ��� �

� x ∈ Rn! ��� xTAx = 0 	����� ��� x = �� $� �	*��	���
〈x, y〉 = xTAy 	� ���
��������� � Rn� ��� ��� �	��*	�� 	�	�����	��� �� + ��� � $	*������
,�-�

�� 〈y, x〉 = yTAx = (yTAx)T = xTATy = xTAy = 〈x, y〉! 	��	���� A �� �.��	������
��� 〈αx, y〉 = (αx)TAy = αxTAy = α〈x, y〉�
���� 〈x+ y, z〉 = (x+ y)TAz = (xT + yT )Az = xTAz + yTAz = 〈x, z〉 + 〈y, z〉�
��� (�� 〈x, x〉 = xTAx ≥ 0 ��� �

� x �	� 
���	� 	����� ��� x = � �� ��	��� �	*������	�

�� ��� A �� �������� �	*����

�	 %� ���	� ��� ���
���������	� � � ��������� xTAy �	� A =

(
1 1
1 2

)
�

�� ��� V ���� �	� 
����� ����	� C[a, b] �� �

� �		

� �������	�
��� ��������	� �� [a, b]�
$� ��

〈f, g〉 =

∫ b

a

f(t)g(t) dt

	� ���
��������� � V � �

�� /	� ��
.��� p, q ∈ Pn ��� ��������� �����	� t1 �= t2 �= ... �= tn+1 �� 〈p, q〉 =
p(t1)q(t1) + p(t2)q(t2) + ... + p(tn+1)q(tn+1) 	� ���
��������� � Pn�



�� � ��������	
���

��� ��� ����	
 ���	
 ����������	 
 ��������� ���� ����� ���	��
� 
�������� 
 ����
��� ����� ����	 � 
��

〈α1u1 + α2u2 + · · ·+ αkuk, v〉 = 〈α1u1, v〉 + 〈α2u2, v〉 + · · · + 〈αkuk, v〉 =

= α1〈u1, v〉 + α2〈u2, v〉 + · · · + αk〈uk, v〉.
�����

��� 
�������� 
 ��� ��	 � �����

〈u, βv〉 = β〈u, v〉, ��� �

〈u, β1v1 + β2v2 + · · · + βmvm〉 = β1〈u, v1〉 + β2〈u, v2〉 + · · ·+ βm〈u, vm〉, �����

��� ����� �� ���!��
���� 
 ����� ��� �����

〈 k∑
i=1

αiui,

m∑
j=1

βjvj

〉
=

k∑
i=1

αi

〈
ui,

m∑
j=1

βjvj

〉
=

k∑
i=1

αi

m∑
j=1

βj〈ui, vj〉 =

=

k∑
i=1

m∑
j=1

αiβj〈ui, vj〉.
���"�

#	 ��� ��� ���� ��� α = 0 ���

〈�, v〉 = 〈v, �〉 = 0 �$	 
%%
 v ∈ V. ���&�

' ��	����������� 
 �
����% � !������
	 V ��� 	��%%� %��(�	� 	�� �$	���� ��� �� ��
%�	�	������
' Rn 
�����	 � 
%%��� ��
��
	���
%�	�	������� �� ����� 
��
� �����

' 
�
%��� ��� 
� ��� ��%%�	 �$	 ������	���
 ����	�	 �
� � ���$	
 !��	����� %���� ���
����% ��� �(�%� 
 ��
%�	�	������

��������� �	�	 ��� ������� �%%�	 ���	�� 
 ����	� u ∈ V ���
�

‖u‖ =
√

〈u, u〉. ���)�

*!��	�	
 
�� ����
 �	 �%������	
� ����
� ���� ��� 
��������%%
� u ��� v ���
� ‖u−v‖�

#	 ���)� ��� ���"� ��	 �

‖u+ v‖2 = 〈u+ v, u+ v〉 = 〈u, u〉+ 〈u, v〉 + 〈v, u〉+ 〈v, v〉,

���
‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + 2〈u, v〉+ ‖v‖2. ���+�

,��
	� �$%(�	 
 ���)�- ���� ��� ��� � 
��

‖αv‖ = |α|‖v‖. ���.�



��� �����	�
��� 
� ������������� ��	��� ��

������� ���� �� ����	

�� �	��� �� f = t ��� g = t2 � C[0, 1] 
�� ����	�����

���� 〈f, g〉 =
∫ 1

0
f(t)g(t) dt� ��� �������� ��� �� ‖f‖ =

√∫ 1

0
t2 dt =

√
1/3, ‖g‖ =√∫ 1

0
t4 dt =

√
1/5� �

�������� �� ����� �	��� �� ��� ��� ������� ��������

	
�� �� !"����#�$��%��&' �������(�

|〈u, v〉| ≤ ‖u‖‖v‖ ��� ���� u, v ∈ V. !)�*+(

���	
� ���
� �� ��	 
����� �� u ��	 v � ������ �
��
��
�

������ ,
 u = �- �� �	���� !)�*+(- �# ���� ���� 	� + ! �� !)�.((� /��� � �����	�����
��� u �= �� ��� ����#������ t ∈ R 	�

q(t) = ‖tu+ v‖2 ≥ 0.

0�� � 	�� �� !)�1( ��� !)�2( �� �� ������

q(t) = ‖tu‖2 + 2〈tu, v〉 + ‖v‖2 = t2‖u‖2 + 2t〈u, v〉 + ‖v‖2 = at2 + 2bt + c,

�	�

a = ‖u‖2 > 0, b = 〈u, v〉, c = ‖v‖2.

������� q(t) ��� 
��
�
 ��� t = − b
a

!������� q′(t) ����� ���������
��������(- ���

��
��	���� 	�

q
(− b

a

)
= a

( b
a

)2 − 2b
b

a
+ c = c− b2

a
≥ 0. !)�**(

�� a > 0- ��� �	��� ac ≥ b2 ����� |b| ≤ √
a
√
c- ������ 	� ��

� ��� ��
 !)�*+(� ,
 ������

�	���� �	�- �� ����� ������ � !)�**(- ������ ‖ − b
a
u+ v‖2 = 0, v = b

a
u- ���� u ��� v 	� �� 	��

�������� ,
�	�- �
 u ��� v 	� �� 	�� ������� ��� u �= �- �� 	� v = λu ��� ���� ���
λ- ��� �� ��� ������ � !)�*+(� �

������� ���� 3�� �4�
��� �� "����#�$��%��&' ������� !)�*+(�

!�( 5 Rn ��� ∣∣∣ n∑
i=1

xiyi

∣∣∣ ≤ [ n∑
i=1

x2
i

]1/2 [ n∑
i=1

y2
i

]1/2

.

!�( 5 C[a, b] 
�� ����	�������� ��
 � 64�
��� )�* !�( ���

∣∣∣ ∫ b

a

f(x)g(x) dx
∣∣∣ ≤ [ ∫ b

a

f 2(x) dx
]1/2 [ ∫ b

a

g2(x) dx
]1/2

. �



�� � ��������	
���

��������� �	
	 �� u, v �= � �� −1 ≤ 〈u,v〉
‖u‖‖v‖ ≤ 1 ��	
�� ��� ���� ��� �
 ����
���� �������

��		�� u ��� v ��� ��� �
���	 θ ��� �����		��

cos θ =
〈u, v〉
‖u‖‖v‖ , 0 ≤ θ ≤ π. ����� 

��� �	� �!�
����	�	
������ 	

‖u+ v‖ ≤ ‖u‖ + ‖v‖ ��	 
��
 u, v ∈ V. ����" 

����� �����	 �� ��� ���
� �� u = # ����	 v = λu ��� λ ≥ 0�

����	 $�	
�� ���% ��� ��� ��� ��

‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + 2〈u, v〉+ ‖v‖2 ≤ ‖u‖2 + 2|〈u, v〉|+ ‖v‖2 ≤
≤ ‖u‖2 + 2‖u‖‖v‖+ ‖v‖2 = (‖u‖ + ‖v‖)2.

&���������
�� ��� ����" � '(��(����� �� ��� 	
���� 
����)�� �*	+�� ����( �
���� �� ���
���� �

������� �	�	 ,
 -�������� �
���	� θ ��		�� f = t ��� f = t2 
 C[0, 1] ��� ���	���������

〈f, g〉 =
∫ 1

0
f(t)g(t) dt� +���*� $.����	 ���� ,
 -�������� �*��� ���	����������� 〈f, g〉 =∫ 1

0
t3 dt = 1/4 ��� ��� ‖f‖ ��� ‖g‖ ��(� $.����	 ��� �(� �
 ��	
�� ����
�
���� �� �
���	

cos θ = 1/4√
1/15

=
√

15
4

��� θ = arccos
√

15
4

≈ 0.2527� �

������� �	�	 /(� u �= � ��� v �= � ���� ��( �������� 
 ��� 	
�+��� ��� ��� ���	����������
0��� ��� �*	+���� ��	��
���� ��		�� ��		�� 	������ �� ��������1 ‖u‖ = 2√

3
‖v‖ = 2‖u − v‖�

,
 �
		 -������� �
���	� α ��		�� u ��� v�
������� 2�(� ����
�
�� �� 	���� ��� 	
�+��
��� ��� ���	��������� �(� �

‖u− v‖2 = 〈u− v, u− v〉 = ‖u‖2 + ‖v‖2 − 2〈u, v〉� ���� 〈u, v〉 = 1

2
‖u‖2 + 1

2
‖v‖2 − 1

2
‖u− v‖2�

3���
�
���� �� �
���	 ��� �� �
��� ��	��
������ ��		�� 	������ ��� ��

cosα = 〈u,v〉
‖u‖‖v‖ = 1

2
‖u‖
‖v‖ + 1

2
‖v‖
‖u‖ − 1

2
‖u−v‖2

‖u‖‖v‖ = 1
2

2√
3

+ 1
2

√
3

2
− 1

2
1
2

1√
3

=
√

3
2

��� ������ -	
� �
���	� α = arccos
√

3
2

= π
6
�

,
 ������� ��� �
���	� ������� �*� �� 	
��
�
� ��
����	 
 �	���� ��� ��� �(���� �������
���
���������� ������ 
��� �*� -��
�� �������� ����
���� ��		�� ��� �		���� 	
�+��� ���� ���
��� �������� �*� ������		� �

��� �������	
����� �������	
���������

2�		�� θ = π
2


 �����	 ����� �� �� �����
	� 
��������

��������� �	�	



��� �������	
����� �������	
��������� ��

��� ��� �	
��	 u ��� v � V � ���������� �� 〈u, v〉 = 0� �� ����� �� �	
��	 
�����
	� ����������	��
� �� �	
��	�� � �����	� � ����� ����������

��� �� �	
�� u ∈ V 
����� �������
 �� ‖u‖ = 1�
��� �� ����� �� �	
��	 
����� 	� �����������
 ������ 	��	 	� ���	��
� �� �	�

� 	� �������������� ��� �������� �	
��	 � ���	��	�
��� �� �������������� ��� � 	� ��� �� 	�� ������  �� 
����� 	� ������������� !�

���	� � 	� !"#������ 
����� �	� 	� ������

������� ��	� $��%���	� p1 = 1 ��� p2 = 2t−1 � ��������� � C[0, 1] �	� �
������ 
�

〈f, g〉 =
∫ 1

0
f(t)g(t) dt �% 〈p1, p2〉 =

∫ 1

0
2t− 1 dt = 0� �

������� ��
� &� ���� ��� u1 =

⎛
⎝ 1

−2
1

⎞
⎠ , u2 =

⎛
⎝ 0

1
2

⎞
⎠ , u3 =

⎛
⎝ −5

−2
1

⎞
⎠ ���� 	� !"#���

�� R3� &	
��	�� � 	� ������������� �� �	� ��	��� 	����� ��� �������	��	 �	�'

e1 = 1√
6

⎛
⎝ 1

−2
1

⎞
⎠ , e2 = 1√

5

⎛
⎝ 0

1
2

⎞
⎠ , e3 = 1√

30

⎛
⎝ −5

−2
1

⎞
⎠� �

����� ��� �� ���	��
 e1, . . . , en 	� ����	�� �������
�� �� e1, . . . , en 	� �� �����

��� V � �� �	���� ��� ����� ������ u ∈ V ��� �������

u = 〈u, e1〉e1 + 〈u, e2〉e2 + · · ·+ 〈u, en〉en. �(�)��

������ *���� ��� 	� �	
�� u � 	� �����
���������� �� e1, . . . , en� �� ���

u = λ1e1 + λ2e2 + · · ·+ λnen �(�)+�

�� ����� ��� λ1, . . . , λn� , �������	� �(�)+� �
���� �	� ej , 1 ≤ j ≤ n� �� ���

〈u, ej〉 =

n∑
i=1

λi〈ei, ej〉 = λj.

!� �� ����	 u = � � �(�)+�� �� �� �� λj = 〈�, ej〉 = 0 �� ���� j� ���� e1, . . . , en � ������
��	�	��	� !� e1, . . . , en � 	� !"#��� �� V � �� 
�� ���	 u ∈ V �
���� �� ���	� �(�)+��
��� �� �� λj = 〈u, ej〉 �� ���� j� ���� �� �� ����� �(�)��� �

���������� -	� � ���� ��� ���	 ��� �� e1, ... , en � 	� ������������ 	� �������������
���	��� �� ��� ���	�� ���������	 �(�)��

u =
〈u, e1〉
〈e1, e1〉e1 +

〈u, e2〉
〈e2, e2〉e2 + · · ·+ 〈u, en〉

〈en, en〉en.

������� ���� ,����	� e1 =

⎛
⎝ 1

−2
1

⎞
⎠ , e2 =

⎛
⎝ 0

1
2

⎞
⎠ , e3 =

⎛
⎝ −5

−2
1

⎞
⎠ � 	� ��������#

����� � R3� �	 	.	��	� (��� ��� 
�� ������ ������ ��� ��� � R3� &� ���� �
��� y =

⎛
⎝ 1

1
1

⎞
⎠



�� � ��������	
���

��� �� �	�
�����	���	�� �� e1, e2, e3. ���	�� ������� 	 ������	���� ���� ��� �	

y = 〈y,e1〉
〈e1,e1〉e1 + 〈y,e2〉

〈e2,e2〉e2 + 〈y,e3〉
〈e3,e3〉e3 = 0

6
e1 + 3

5
e2 + −6

30
e3 = 3

5

⎛
⎝ 0

1
2

⎞
⎠ − 1

5

⎛
⎝ −5

−2
1

⎞
⎠ ���� y ���

����	������� (0, 3/5, −1/5) 	 ����� e1, e2, e3� ��������	�� �� �	 ������� ��� ���������
�������� ���� ������� �� �!� ������� ������ "��#�$� �

���� ���� ��� V ���� ��	
��	��������

�� �� ��� V �� �������

�	
��� %��	��� ������ �� �� ����	��	�� �� �� �����& ��������	�� ��������
���������

���	& ��� �!�� �� ��������� �'� ������ ���	�����

����� dimV = n �!� ����� ��� v1, . . . , vn �� �� ��� �'� V � (��� e′1 = v1 �!� ������

e′2 = α21e
′
1 + v2. "��#)$

%����� α21 �� ��� e′2 �!� e′1 ��	� ����������� *+��	��	!��� ������ "��#)$ ������ ��� e′1,

0 = 〈e′2, e′1〉 = α21〈e′1, e′1〉 + 〈v2, e
′
1〉 = α21‖e′1‖2 + 〈v2, e

′
1〉.

-� ‖e′1‖ = ‖v1‖ �= 0& �����

α21 = −〈v2, e
′
1〉

‖e′1‖2
.

�� "��#)$ ������� ��� e′2 �= 0 "������ ���� v1 �!� v2 �	�
��� ��������$ �!� ���� ���
e′1, e

′
2 ��������� ����� +�����+� ��� v1, v2� .	 ���������� �� ����� ����� ����� ���

e′1, . . . , e
′
k (1 ≤ k ≤ n − 1) ��� �����+����� �� ��� e′1, . . . , e

′
k �� ����	� ���������� �!�

�� ��� e′1, . . . , e
′
k ��������� ����� +�����+� ��� v1, . . . , vk� ������

e′k+1 = αk+1,1e
′
1 + · · · + αk+1,ke

′
k + vk+1. "��# $

/���� αk+1,1, . . . , αk+1,k ���� ���
�� �� ��� e′k+1 ��	� ��������� ��� e′1, . . . , e
′
k� *+��	��	!���

"��# $ ������ ��� e′j �'� j = 1, . . . , k& �� ���& �������� 〈e′i, e′j〉 = 0 �'� i �= j&

0 = 〈e′k+1, e
′
j〉 = αk+1,j‖e′j‖2 + 〈vk+1, e

′
j〉,

αk+1,j = −〈vk+1, e
′
j〉

‖e′j‖2
, j = 1, . . . , k.

0����� "��# $ �	��������� ��� �'�+������	������ �� e′1, . . . , e
′
k �	��� ��� e′1, . . . , e

′
k+1 �����

����� ����� +�����+� ��� v1, . . . , vk+1 "���!	���� �� e′k+1 �= �$� 1��!����� ���������� �	���
e′1, . . . , e

′
n ��� �����+������ (����������	����	� ��� �	 ������

e′1 = v1,

e′2 = v2 − 〈v2, e
′
1〉

‖e′1‖2
e′1,

−−−−−

e′n = vn − 〈vn, e
′
1〉

‖e′1‖2
e′1 − · · · − 〈vn, e

′
n−1〉

‖e′n−1‖2
e′n−1,



��� �������	
����� �������	
��������� ��

��� ����	 
����� ���� �� ������	��	� �� V � ���� ���������

ei =
e′i

‖e′i‖
, i = 1, . . . , n.

�� ��� e1, . . . , en �� ����	� �� V � �

������� ��	� �� ��	 ������	 �� ����	� �� V (A) �� A =

⎛
⎜⎜⎝

−1 6 6
3 −8 3
1 −2 6
1 −4 −3

⎞
⎟⎟⎠ ���

rangA = 3�  �������	! a1, a2 ��� a3! � �""���	����� ���#�� ��������! ������� 	����
� ����! ��� ��� ����� 	����� 	�� ��	 ��� ���� ��������� �� 	�
���� $	����������
"����� ������ ��
���� �
	�%

e′1 = a1 =

⎛
⎜⎜⎝

−1
3
1
1

⎞
⎟⎟⎠

e′2 = a2 − 〈a2, e1〉
〈e1, e1〉e1 =

⎛
⎜⎜⎝

6
−8
−2
−4

⎞
⎟⎟⎠− −36

12

⎛
⎜⎜⎝

−1
3
1
1

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

−3
1
1

−1

⎞
⎟⎟⎠

e′3 = a3 − 〈a3, e1〉
〈e1, e1〉e1 −

〈a3, e2〉
〈e2, e2〉e2 =

⎛
⎜⎜⎝

6
3
6

−3

⎞
⎟⎟⎠− 6

12

⎛
⎜⎜⎝

−1
3
1
1

⎞
⎟⎟⎠− 30

12

⎛
⎜⎜⎝

3
1
1

−1

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

−1
−1

3
−1

⎞
⎟⎟⎠

������� �� �� ����	��� e1 = 1√
12

⎛
⎜⎜⎝

−1
3
1
1

⎞
⎟⎟⎠ , e2 = 1√

12

⎛
⎜⎜⎝

3
1
1

−1

⎞
⎟⎟⎠ , e3 = 1√

12

⎛
⎜⎜⎝

−1
−1

3
−1

⎞
⎟⎟⎠

�


�� ��� &'()��	��	�* �	��'+� &	+ �� u ��� v �� ����	�
��� �� ��

‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2.

&�+ �� {u1, u2, . . . , un} �� �
 ����	�
����
	� � V  �� ��

‖u1 + u2 + · · · + un‖2 = ‖u1‖2 + ‖u2‖2 + · · ·+ ‖un‖2.

����� &	+ ���#� � &,�-+! �) 〈u, v〉 = 0�

&�+ .����� ����� &,�/+ �

‖u1 + u2 + · · ·+ un‖2 =
〈 n∑

i=1

ui ,
n∑

j=1

uj

〉
=

n∑
i=1

n∑
j=1

〈ui, uj〉 =
n∑

i=1

‖ui‖2,



�� � ��������	
���

�� 〈ui, uj〉 = 0 �� i �= j� �

��������� �	
	 ��� U 	
�
 ��� ������ 
	 V � ��� ��������	� 
���	������� U⊥ ���� U
�� ������� 
	 
��
 	������� � V ��� �� �������
�
 ��� 
��
 	������� � U � ��� 
���
 ���
��

U⊥ = {v ∈ V : 〈v, u〉 = 0 ��� 
��
 u ∈ U}.

U

u

v

U⊥

��� �	
	 ��� ��������	� 
���	������� U⊥ � ��� ���������

����	 ��� v1, v2 ∈ U⊥, α, β ∈ R� ������ ��������� �� 〈v1, u〉 = 0 ��� 〈v2, u〉 = 0 ��� 
��

u ∈ U � ������ ��

〈αv1 + βv2, u〉 = α〈v1, u〉 + β〈v2, u〉 = 0 ��� 
��
 u ∈ U,

	����� 	��
� 
�� αv1 + βv2 ∈ U⊥� ��� ������ �� U⊥ ��� ������ ������  
�� !�!� �

" ����
 �
��
��
�� �
� �
� ��� ������ U 
	 V � ��� �
� 	��� ���
 ���
 ## ��
��	�� 	����� u ∈ V ��� u = u′ + u′′� ��� u′ ∈ U, u′′ ∈ U⊥� $�� �� ���� 
����� �� ���
�
##������� �� ��%���� ��� �� ��� ���� �� ��� ��� &
�
 
�� ���
 #� ��� �����

����� �	�	 �� �������		 �����	���� u = u′ + u′′� �� u′ ∈ U, u′′ ∈ U⊥� � ��������

�������

����	 ���
� u = u′1 + u′′1 = u′2 + u′′2, u
′
i ∈ U, u′′i ∈ U⊥, i = 1, 2� $� �� u′1 − u′2 = u′′2 − u′′1'

�
��
 ��� ������
��
 	����� w� $� ������ ���� 
�� w ∈ U (U ������)� ���� 
�� w ∈ U⊥

(U⊥ ������)� ������ �� w �������
� ��� ��� �%��	� �	�� 0 = 〈w,w〉 = ‖w‖2� 	
���� w = ��
��� u′1 = u′2, u

′′
1 = u′′2� �

��������� �	�	 *��#������� u′ � �� ##������� u = u′ + u′′, u′ ∈ U, u′′ ∈ U⊥� �
��
� ���
��������	�����
������ 
	 u #� U �

�������� 	
�%� 	����� � U �� �������
� ��� 
��
 	������� � U⊥� �� �� U ⊆ (U⊥)⊥� ���
������ ������ ����� 
�� ���#������� u′′ �� �������
�#��%�������� #� U⊥�



��� �������	
����� �������	
��������� ��

����� ���� �� ��������	
���������� 
� U ��������� ��� ����� u ∈ V � �� ��		�� ���

(U⊥)⊥ = U �

��	
�� ������ 	
�� � U ⊆ (U⊥)⊥� ��� ��� �	��������� u ∈ (U⊥)⊥ 	�� ���
 u = u′ + u′′

��� u′ ∈ U, u′′ ∈ U⊥� �� � 0 = 〈u, u′′〉 = 〈u′, u′′〉+ 〈u′′, u′′〉 = ‖u′′‖2� 	�� ������ � u′′ = ��
	�� u = u′ ∈ U � ����� � (U⊥)⊥ = U � �

�������� ���� 
��� ��� 	�	�	����	�����	��� �� U ��� ����������� �	� ��� 
���	 � U
�	� ����� ������ u�

��� ���� ��� u ∈ V � ��	����� ��� ������
�� �� �����	���� ��� �� ����� u′ ∈ U �

�� u− u′ ∈ U⊥�
��� ‖u− u′‖ ≤ ‖u− w‖ ��� �		� w ∈ U �

��	
�� �� ⇒ ��� � !���� ��� u−u′ ∈ U⊥� 	�� ��� w 
�� �� �	�������� 
���	 � U � "���	�
u′ − w ����� � U 	�� � ����� 	�	�	��� �	� u − u′� ������ #�����	��$ ���� �%��� &�'
��  �

‖u− w‖2 = ‖(u− u′) + (u′ − w)‖2 = ‖u− u′‖2 + ‖u′ − w‖2 ≥ ‖u− u′‖2.

!����� � ‖u− w‖ ≥ ‖u− u′‖� (����� ����)� *��� ������ *� w = u′�

U O w

u′

u u− u′

��� ⇒ �� � !���� ��� ��� ������ 	�� ���� u′′ = u−u′� "� 
��� 
��� ��� u′′ ∈ U⊥� (�� w ∈ U 
��
�	���������� �� ���� ����� ��� t ����� ��� u′−tw ∈ U � 	�� ‖u−(u′−tw)‖ = ‖u′′+tw‖ ≥ ‖u′′‖
������ ��� � !����� �� *+����	��� ϕ(t) = ‖u′′ + tw‖2 �����+� *� t = 0� "� �� ��* ,�
����
*� %��� &�� 

ϕ(t) = ‖u′′‖2 + 2t〈u′′, w〉 + t2‖w‖2,

	��
ϕ′(0) = 2〈u′′, w〉.

-�� ��� ����� ����� ��� ϕ′(0) = 0� !����� � 〈u′′, w〉 = 0� 	�� ��� *���� ��� u′′ ∈ U⊥� �

"� 
��� �+ ��� 	�	�	����	�����	��� ������ �.����� 	� U � �������������	������



�� � ��������	
���

���� ���� ����� dimU = k� ��	 u ∈ V 
���
	�	 
�� 
������� u′ ∈ U � ��� u − u′ ∈ U⊥�
�� k = 0 �	 u′ = 0� �� k > 0 ��� �� e1, . . . , ek �	 
� ����� ��	 U � � �
 u′ �� ��	�
��

u′ = 〈u, e1〉e1 + 〈u, e2〉e2 + · · ·+ 〈u, ek〉ek. ������

�	
��� �	
�����
�	 ������ �� ����� ���� ��� �

 ��� ���
�	��	 �� ��
���	�������� 

�	�	 u′ �!"��� ��
 �

 ���#��� �

 u′ ���
 �� ������ ������ �$��� �% k > 0 �������
��
����� �� ����&��� '(������� �

 U ��� �	 ') (�� �	��
 *�
� ��+� ,�
 !� 
����
 �


u′ =

∑k
i=1〈u, ei〉ei ∈ U � ��� j = 1, . . . , k !�

〈u− u′, ej〉 = 〈u, ej〉 − 〈u′, ej〉 = 〈u, ej〉 −
k∑

i=1

〈u, ei〉〈ei, ej〉 =

= 〈u, ej〉 − 〈u, ej〉 = 0.

-��
�% !� u−u′ ��
���	�� ��
 ���� (�����
���� ej �"� �!���� ��
 ���� �	�!����(	�
�	��
�� ������ ������
���	 �!���� �

 u− u′ ∈ U⊥� �

��������� �� U �	 ���������
����
��� ��� 
�� 
������� �
���� u′ ∈ U �
� 
�
� ��
!
	�� ��" ��� �� � #�� $�%� &���	
 �	 (U⊥)⊥ = U 
����� '
��� $�(�

�	��
 .�
�������/ ��
� !� ‖u‖2 = ‖u′‖2 + ‖u− u′‖2 ≥ ‖u′‖2� �	 	� 
��!��		� �� .�
�� 
�����/ ��
� �% ������ ���� �

 ‖u′‖2 =

∑k
i=1〈u, ei〉2‖ei‖2 =

∑k
i=1〈u, ei〉2� -��
�% !�

k∑
i=1

〈u, ei〉2 ≤ ‖u‖2,

�	 �����
 ��� ������ )

� ��� �
��

,% !��	 V !� !	������	��	���
 �!���� �����	�� ��
��

���� ���� �� dimV = n� � �	

dimU + dimU⊥ = n, ����0�

�	
��� �%
 k = dimU �"� p = dimU⊥� *�
��	 ���� �� k = 0 ����� p = 01 
� {*}⊥ = V 1
�% �	
�� k > 0 �"� p > 0� �%
 e1, . . . , ek ���� �	 (�� ��� U �"� f1, . . . , fp �	 (�� ��� U⊥�
�	��
 *�
� ��2 ��	 ����� u ∈ V ������ �% �����	

u = u′ + u′′ = α1e1 + · · ·+ αkek + β1f1 + · · · + βpfp

��� ���� �	
���
 (��
!��� ���3"�	
�� α1, . . . , αk, β1, . . . , βp� ,�

� 		�(!� �

 e1, . . . , ek,
f1, . . . , fp !� �	 (�� ��� V � �-

 �� !� �	�!�
 �(����	�� (���� �% �

 �� u = *1 �% �%�
�
α1 = · · · = αk = β1 = · · · = βp = 0 ������ �	
�����
�	�� -��
�% !� k + p = n1 ����
 !�
����0�� �



��� �������	
����� �������	
��������� ��

������� ��	
� ����� ����	�
 �

������� ��� �� ��� ������� �� U �� ����
��������
����

�� ��� V = C[0, 1] ��� 
�� U ���� ����������� �� �

� f ∈ V ����� ��� f(0) = 0�

������ ��� ���
��� ��
��	�������� 〈f, g〉 =
∫ 1

0
f(t)g(t) dt� ��� h ∈ U⊥ ��

�� ���

〈h, f〉 =

∫ 1

0

h(t)f(t) dt = 0  �� �

� f ∈ U.

���������� th(t) ��

��� U ! ��� �� �� ���� ��∫ 1

0

t[h(t)]2 dt = 0.

����� �� ��"
��� ����� �� h(t) = 0  �� �

� t ∈ [0, 1] #� ����� h �� ���������
��$� �

��
�� U⊥ = {0}! ��� �� ��������
	��"�������� �� ��  ������� f 	� U ���� �������� #�����
���� f ����� 
����� � U$� �

%� ������ ��� ���� �� ������ ��

��	���� �� ��������
	��"������ � ���� ������ #�����
��������������$� &� ����� ��

��	���� ������ �� ��� '��� ����� � ��(��� ��� ������
�� �������������) � ������ *���

������� ��		� +�� U = Span{
⎛
⎝ −4

−1
1

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 0

1
1

⎞
⎠}� %� ��

 ����� u =

⎛
⎝ 6

4
−5

⎞
⎠ ��

u = u′ + u′′ ��� u′ ∈ U ��� u′′ ∈ U⊥�

������� u1 =

⎛
⎝ −4

−1
1

⎞
⎠ ��� u2 =

⎛
⎝ 0

1
1

⎞
⎠ �� �� ��������
(�  �� U � %� �������� �� �������

�� #*�,-$ �� ��

�� �  �

�� ��������
(� ��� ���� ������������ ./�(�0

u′ =
〈u, u1〉
〈u1, u1〉u1 +

〈u, u2〉
〈u2, u2〉u2 =

−33

18

⎛
⎝ −4

−1
1

⎞
⎠+

−1

2

⎛
⎝ 0

1
1

⎞
⎠ =

1

3

⎛
⎝ 22

4
−7

⎞
⎠

��� u′′ = u− u′ = 1
3

⎛
⎝ 18

12
−15

⎞
⎠ �

������� ��	�� 1������� ���� 
��"��� ��� V �� � &���	�
 ,�-! ��� ������ �� ���

�
 ��������� f �� �� ���������
��� 	� [0,∞) ��� �� �� ����� ���

∫∞
0
f 2(t)e−t dt <∞�

�$ %�� ���

〈f, g〉 =

∫ ∞

0

f(t)g(t)e−t dt

�� �� ��
��	������ � V �

($ %�� ��� P ⊆ V � 1���� �� ./�(�  �� P2 ��� ���������� �� ��
��	�������� � �$�

�$ 1���� ��������
	��"�������� �� e−t 	� P2�



�� � ��������	
���

�������� �� ��� f, g ∈ V � 	
� ��������
 � �����
�
� ab ≤ 1
2
(a2 + b2) ���� ��
��
� ���

��� � ∫ ∞

0

|f(t)g(t)|e−t dt ≤
∫ ∞

0

1

2
[f 2(t) + g2(t)]e−t dt =

=
1

2

∫ ∞

0

f 2(t)e−t dt+
1

2

∫ ∞

0

g2(t)e−t dt <∞,

�����
∫∞
0
f(t)g(t)e−t dt �� ������ �� ���
�!
��� �!
�����
��� ��� 
� ���������� �� �� � 

����� ��� 
��"
��� ��� f, g, h ∈ V �#� α ∈ R� $� !���
�%

��� 〈g, f〉 = 〈f, g〉&
���� 〈f + g, h〉 =

∫∞
0

[f(t) + g(t)]h(t)e−t dt =

=
∫∞
0
f(t)h(t)e−t dt+

∫∞
0
g(t)h(t)e−t dt = 〈f, h〉 + 〈g, h〉&

����� 〈αf, g〉 =
∫∞

0
αf(t)g(t)e−t dt = α

∫∞
0
f(t)g(t)e−t dt = α〈f, g〉&

��� 〈f, f〉 =
∫∞

0
f 2(t)e−t dt ≥ 0 �#� 〈f, f〉 = 0 ⇔ f 2(t)e−t = 0 ��� ���� t ⇔ f = 0�

�� $�
∫∞
0
tne−t dt < ∞ ��� ���� n ≥ 0& !���
� ��� ���� ���'��� ��!!
� � V � (���� )���*

+#������ �
��� �#�  �!� ���� ���
� 1, t, t2 ��� P2� ,�! p0(t) = 1� (����� p1(t) = αp0(t)+t =
t+ α �#� �
���� α �� ��� 〈p1, p0〉 = 0%

0 = 〈p1, p0〉 =

∫ ∞

0

(t+ α) · 1 · e−t dt = α + 1.

(����� �� α = −1 �#� p1(t) = t− 1� (����� p2(t) = βp0(t) + γp1(t) + t2 �#� �
���� β �#�
γ �� ��� 〈p2, p0〉 = 〈p2, p1〉 = 0%

0 = 〈p2, p0〉 = β〈p0, p0〉 + γ〈p1, p0〉 + 〈t2, p0〉 =

= β

∫ ∞

0

12e−t dt+

∫ ∞

0

t2e−t dt = β + 2, β = −2,

0 = 〈p2, p1〉 = β〈p0, p1〉 + γ〈p1, p1〉 + 〈t2, p1〉 =

= γ

∫ ∞

0

(t− 1)2e−t dt+

∫ ∞

0

t2(t− 1)e−t dt = γ + 4, γ = −4.

(����� �� p2(t) = t2 − 4t + 2� +� ���!
� ����
��� � � ������
��� !
��� ��� ����� qi =
pi/‖pi‖, i = 0, 1, 2� $� ���� q0, q1, q2 
� -.*��� ��� P2� /� ���

‖p0‖2 =

∫ ∞

0

12e−x dt = 1, ‖p0‖ = 1,

‖p1‖2 =

∫ ∞

0

(t− 1)2e−t dt = 1, ‖p1‖ = 1,

‖p2‖2 =

∫ ∞

0

(t2 − 4t+ 2)2e−t dt = 4, ‖p2‖ = 2.



��� �����	
�������� �	���� ����������
��� ��

�� �����	 
� ���	� q0(t) = 1, q1(t) = t − 1, q2(t) = 1
2
t2 − 2t + 1� � �
��������� ��� ��

��������� ������ ���
� �����������
∫∞
0
tne−tdt = n!�

�� �� q0, q1, q2 
� �� �����	 ��� P2� ��	  � � ����� !��� ��� �� f(t) = e−t �� P2 ��
�� !��� �	� �"���

�� !� �� f = 〈f, q0〉q0(t) + 〈f, q1〉q1(t) + 〈f, q2〉q2(t).

#
� 
�

〈f, q0〉 =

∫ ∞

0

e−te−t dt =

∫ ∞

0

e−2t dt =
1

2
,

〈f, q1〉 =

∫ ∞

0

e−t(t− 1)e−t dt =

∫ ∞

0

(t− 1)e−2t dt = −1

4
,

〈f, q2〉 =

∫ ∞

0

e−t
(1
2
t2 − 2t+ 1

)
e−t dt =

∫ ∞

0

(1
2
t2 − 2t+ 1

)
e−2t dt =

1

8
.

$��	� 
�

�� !� �� f =
1

2
· 1 − 1

4
(t− 1) +

1

8

(1
2
t2 − 2t+ 1

)
=

1

16
t2 − 1

2
t+

7

8
. �

��� �����	
�������� �	���� ����������
���

%� A ���� �� m× n �"���	� &� 	���� �� 	� ��� "�� "�� �!
�� ��  � � ����� ��� �� ��
�'  ������ �� ����� �		'	�"� Ax = �� ( " ������ ���
���� ��  		 �� 	������	���
��
�� ����� )*�+��

,� "���	�� �����	 ��-��� � ���!�� � Ax = � 
� ���'��� "�� � x 
�  � � ��� " 
	�"���� ����� � A )����� ���	�� ������ �������	 ���	� ���  " �� ���� � ���� ��� ��� 	����
���� � � ����� ����� �
���� ��� �� ���!���� ���������	��.

Ax = � ⇔
x 
�  � � ��� "  	�"���� )���	� ������� ����� � A ⇔
x 
�  � � ��� "  ���� � � ���� � AT ⇔
x 
�  � � ��� "  �� �������" � Rn 	 " ��������	 �� � � ������ � AT ⇔
x 
�  � � ��� "  V (AT ) ⇔
x ∈ V (AT )⊥�



�� � ��������	
���

���� ���� ��� �� ���	
���� m× n ���	��� A ���� �		 �������	 N(A) �� ��� ��� ��	

��	������ ��������	�	 	� ��������	 V (AT )� ����

N(A) = V (AT )⊥, N(A)⊥ = V (AT ). ������

��	 ���� ����� �		

N(AT ) = V (A)⊥, N(AT )⊥ = V (A). ������

�	
��� 	
� ����� ����
�
� � ������ �
�����
� ����� 	
� ����� �� ���� 
� �����������
����� 
����� ����
�� (U⊥)⊥ = U � ��� ����
� �� ��� �� ������ ���
������ ����
� ������
�� 
� �
��� ��� ������ ������!�� !" ������
� AT � �

N(A)

V(At)

A

At
N(At)

V(A)

R
n

R
m

��� ����� 	
 �	� ���� �	� ��� ��� ��������	��� ��	� ����� �	� 
� �� ��� ���� ��
�
� ! 	�� !	�!	�� " ������!	��#

$	�!	���� � ! A = ��� V (AT ) = n− ��� V (AT )⊥ =

= n− ��� N(A) = ��� V (A) = ������!	���� � ! A.

������� ��	
� %&� U 
	!	 ��� '���!!'� � R5 �� ��(���!	 	
{
x1 + 2x2 − x3 − 3x4 + 2x5 = 0,
−2x1 + 3x2 + x3 + x4 − x5 = 0.

)���� ��� ����	 	
�&���� �!&� (2,−1, 3, 4, 1) ���� U �

������� %&� A 
	!	 �	�!���

A =

(
1 2 −1 −3 2

−2 3 1 1 −1

)
.

*& �! U ����!'���� ���� A, U = N(A)� *��	 '�� ��� ��
�	 
����!�#

u = (2,−1, 3, 4, 1) = u′ + u′′, u′ ∈ U, u′′ ∈ U⊥. ������



��� �����	
�������� �	���� ����������
��� ��

U O

u

u′

u′′

U⊥

�� ������	�
��� �� ��� ����� �����

� �� ��� ��� N(A) �� �����	� ����� �������� �����
�� ��	 �� ������ 
�� ����� �� ���
�� �
���� 
���� �������� 
�� ��� ��� ��	���
�� ���������� u′ �� U 
�� ��
�� !"#$%&# ��'���	�� ��� 
�� ��� ����� ��������� �

‖u′′‖ = ‖u − u′‖# ��	� ������� �� ��� ��� � ������� ���� ��� �� U⊥� �( u′′ � '��������	��
!"#""& �� �' ��	������������� �� U⊥�  � U⊥ ��� ��	�� ��
����� �� U # ����	� !"#")&
�� U⊥ = N(A)⊥ = V (AT )� ���# U⊥ 	�������� �� ��������� v1 = (1, 2,−1,−3, 2), v2 =
(−2, 3, 1, 1,−1)# *� ���+�� �� ������ ��� U⊥ 	��
 ���
�� �
���� 
���# *� ��� e′1 = v1

 � e′2 = v2 − v2·e′1
e′1·e′1 e

′
1 = v2 − −2

19
= 1

19
(−36, 61, 17, 13,−15)#

,�� ei = e′i/‖e′i‖, i = 1, 2 ��� �� �� ������ ��� U⊥#

e1 =
1√
19

(1, 2,−1,−3, 2),

e2 =
1

10
√

57
(−36, 61, 17, 13,−15).

���	������������� �� U⊥ ��

u′′ = (u · e1)e1 + (u · e2)e2 =

=
1

19
(−13)(1, 2,−1,−3, 2) +

1

5700
(−45)(−36, 61, 17, 13,−15) =

=
1

380
(−152,−703, 209, 741,−475) =

1

20
(−8,−37, 11, 39,−25).

-�� ����� ��������� ��

‖u′′‖ =
1

20

√
82 + 372 + 112 + 392 + 252 =

1

2

√
37. �

.������� �' ��� ���������(���
 Ax = b �
 �����'���� ������ ������	 !����� �� �' � ��	��
������ ��� �#�# ���������	
� �����	 
�� /�� ��������� �� �������&# ��� ������ �(���




�� � ��������	
���

��������	 
���� � ��� ��	����	 ������� �� 	�
 ����� 
��� �

 ��
�� ��
����
�	� �� �

�� ��
� ��	 �

 ���� ���
���
 ����
� �	 ��� ��
	����	� �� �

 ��

� �� �� �	� ���	�����
��
������� ��� ������
� ��� ��� 
���� ��� ����� ����� �	�
�	��	 �� �� ��� ����� �� �� �	�
���	�����
�� ��������  

 ���� ��� ���	 
��� ����� 	�������	 �!� �	��	 ������ ��!��
 �
�	��
����� �	 �������" ��� ����	 �

 x ����
 �

 ���	�
������ �� ���������	�� [Ax]i−bi
���	 �� ��
�� ��� ������
� ��� �� �



([Ax]1 − b1)
2 + ([Ax]2 − b2)

2 + · · · + ([Ax]m − bm)2 #$�$%&

���	 �� ��
�
 ��� ������
� '���� ���	�����
������
� ������ ������ ���	
������	��� �!�
��� 
���	 �� ���	�����
��� � ����
� ���	�
��
���� ������� (� �	 �� #$�$%& �����
���
����
 �� ‖Ax− b‖2� �� �

	�!�
 � �����
	���� 
�	��	 ������	 ����
� ���	�
��
��� �


��� ������	�	 ���
���
 ‖Ax − b‖� )��� ���
�	�	 �� ��	��� Ax �
��	 �� ��	�	����

V (A)� �� �	��	 �����	 �
 �

 ��

� �� ���
�	 Ax ∈ V (A)� ��� �����	 �� ��	� b ��� ������
�
 ����
 *�
� $�+ ��� ��������� �� Ax = b′� �	 b′ �	 �� �	
������� �	����
����� �� b ��
V (A) #b′ ����
�	�	 �����
 *�
� $�,&�  �
�	��� b′ ∈ V (A) �	 ���� ����
��� �����	� �!� �

����	 ��� ������
 �

 ���� �� �
�� �

 ��	���� b′�

���� ����� �� ���� ������� �� ������� x � ������ ���	
������	��� ������ ���� Ax = b�
�� �����
 ��� x �
 �� ��	�� ������� �� ��� ��	��� �� x �������
�


ATAx = AT b,

��� ������ �� ���������
� ��� �����	 ������ ��	�������
����	���

V (A)
O

b

Ax = b′

	
���� -� ��	 	��� ����
 #�� ����� �� *�
��	�� $�+ �!� $�,& �

 x �	 �� ������� � ����
�
���	�
��
���� ������ �� �!� ����
 �� x ��
��.�	�	 Ax = b′� �	 b′ �	 �	
�������	����/

����� �� b �� V (A)�  �
�	��� Ax ∈ V (A) ��	 ��
�!����
 x� �� �����	 �� �	
�������	����/

������ ��
�����
 �

 Ax = b′ �� �!� ����
 �� b−Ax ∈ V (A)⊥� ��� V (A)⊥ = N(AT )
#�� #$�$0&&� �!� �	��	 ��	 �� �� ����
 �

 Ax = b′ �� �!� ����
 �� b−Ax ∈ N(AT )� ���
�� �!� ����
 �� AT (b− Ax) = �� ����	 ATAx = AT b� �

��������� �
��������
���������� �� b �� V (A)  �� ��� b′ = Ax� 	�
 x �������
�
 ATAx =
AT b�



��� �����	
�������� �	���� ����������
��� ��

������� ��	
 �������� �� ���	
����� ��������	��� �
 ��� ������� �������	��	 ��������
�� �
��������
��	����� �� 	�� ��
�	
��� �� ���	 ��� u′′ ��
 �
��������
��	�����	� �� u
�� V (AT )� ������ �
 u′′ = ATx� ��
 x ������	
�
 AATx = Au� �	��� 	��������� ��	� !��
{

19x1 − 2x2 = −13
−2x1 + 16x2 = −1

�	� ������ x1 = −7/10, x2 = −3/20� �� ��
 u′′ = 1
20

(−8,−37, 11, 39,−25) ��� �
��� �

�	� 	��������� ��	� �	� ���
�� AAT ��� �� ���	 �	��� 	"	��	� !
���
 ��� �����
��������	�
������� �	 ����� ����
�

�	� �
 ���	�!�
� ��� ATA �
 	� � ��	�
��� ���
��� # �	��� ���������� �����
 �	� !
�
��� ����� ������	 	�	�����	
 �
 ��
�	
���	� �$� ����
���	� ���� ATA�

����� ���� ��� �� ���
������ m× n���
�� A ������

%�& V (ATA) = V (AT )� ��� �������
 rangATA = rangA�

%!& N(ATA) = N(A)�

������ ��	����� %�& ���	
 ��
	�� �� '��� (�)*� +
������ �
 V (ATA) ⊆ V (AT )� �$� '���
(�)* ����
 ��� 	�� ���� $����� 	�	�	�� � V (AT ) %��� ��� ��
���� �� ��
�	� AT b& �$���
����	
 � V (ATA)� ������ �
 V (ATA) = V (AT )� '�	$�	��� �
 �� rangATA = dimV (ATA) =
dimV (AT ) = rangAT = rangA� '	��� ���	
 %!& �� %�& �$� '��� (��� � %	��	
��� ATA �

� ��	�
���&

N(ATA) = N((ATA)T ) = V (ATA)⊥ = V (AT )⊥ = N(A). �

,�
���	�������	
�� !��
 ���� ���� ���������	
��	� �� ����	
 � �����	� � ��� �
	�	��	
�
���
� �	���	
 ��� ��� �	� ����	��� ���
���	����
��������


minx‖Ax− b‖,

��� ��
 !���
	 ���	
���� 	�	�����	
 ��	"� QR-�����
��	
���� �� ������� ��
������� ���


����� 	�� !	�
	�� ��� �� ���
���$	
�
 � ����� �������� # .�+/�0 ��
 �� ������	� ����
	��������� ��	� �	� ��������� \ �$� �
��
���	� ����	
 ��������	��� !	
�	��	 �� ��-

����
	� �� 	��������� ��	�	�� 1����	���������� ��� 	�� %���	
�	
!�
�& ����
������ � ��	�
�$� QR-�����
��	
��� ��� 	�� �	
!	����� � ��	� ���� �	� A ∈ Rm×n �	� m > n�
�� �������
 �	��� ������� �	� 	�� ��
 	"	��	� �� ���������� �� ������-����
���
�!�	��
2	
 ������������
 ���� � �����	� ��

������� ��	�� '��������� �����
� ���	��	
�
�� �����
 ���	�� !	��
��� �� 	� �	�������
�� X� ��� !	��
��	
 ��
 ���	��	� ! ��� ����
	� �	���
 y ��� ���
 �!�	
������	
 �� �	� �	���	� ��� ���	��	� ���	� !	��
��� ���� 	�
�	���
 β ��� ���	����	
 �	 ��
��	�
�
 � ���	��	� ��� ��� ���� �����	
� �	� ���		��	
��� ���� ��� �� ��
 n ��
��	�
�
 � ���	��	� �$� �
 m �!�	
������	
� �� ����	
 X ∈



�� � ��������	
���

Rm×n, y ∈ Rm, β ∈ Rn ��� �� �	
 ��� ����
� ��������������� Xβ = y ��� m ���������

�����
�������
� ��� n �������� ���
����
�
�� �� �� ����
 ��� �� ��
 ��
 ����
�������
 ��
�� ��
 ��
����
�
 �	 ��
 m > n ��� ��� �	���� ��������������� ���
 �� ���������	��
 �
�����������
�� ��
 ��� ��� �������� � ������ ����
�������� ��
 XTXβ = XTy�
!�� �����" ����
�� �#���� �	 �� ���� �
 ��� ����
� ���������� β1 + β2x = y ���
��������
 (xi, yi), i = 1, ... , m" ��� ���������� �� �� 
�� ���� �� m ����� �$����
 �

������ %�
 �
 ���	 X =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 x1

1 x2

.. ..

.. ..
1 xm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , β =

(
β1

β2

)
, y =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

y1

y2

..

..
ym

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠�

&�� ��� ��������
 ��� (x, y)'���
������
�� (1, 2), (2, 3), (3, 5), (4, 6) ��� (5, 8) �	
 ��

X =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1
1 2
1 3
1 4
1 5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , y =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2
3
5
6
8

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , XTX =

(
5 15
15 55

)
, XTy =

(
24
87

)
�

 �
�������������������

(
5 15
15 55

)
β =

(
24
87

)
��
 �������� β =

(
0.3
1.5

)
��� ������

��
� ‖Xβ − y‖ = 0.5417�
�� �� � ����� �� ������� ��� �� ����
����� �������� β1 + β2x + β3x

2 = y �	 ��

������ ��
���
���� ����
 ����
��� ������
����
�
�� β ��
������
 ����
� � �������
!� ����� ������ ��
 ���
�� ��� ��
� ��� ����� $�� ������
���� ���
�������� ����
�
���������������� �

������� ��	
� (���
� ��������
)��
������ (���
 ������ ��� *��� ������� ������� ��
 ������ φ �� ���� ���� ��	
��������
 ��
 �� ����� ������
���� ����$����
�� t0 ��� t+ φ− e sinφ = a(t− t0)
%�
 �
 e ��� a ��	 ��
����
�
" ��� ��
�
 �	 ����� ����� ��� �����
 �� ���� ��'
��� �������� ��� ���
����
�� �� �� ��
 ��������
 �� ����� ��� m ���� ����$����

(ti, φi), i = 1, ... , m, m > 2 �	 �	
 �� ���������
 a(ti − t0) + e sinφ = φ, i = 1, ... , m
���� ��� ���
������� ����
� ��������������� ��
 ��� �������� ��
����
�
�� e ��� a�

,	 ���
����
� ��
 ��������

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

t1 − t0 sinφ1

t2 − t0 sinφ2

.. ..

.. ..
tm − t0 sinφm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠
(
a
e

)
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

φ1

φ2

..

..
φm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠⇔ Ax = b�

- &)./)0 ���
 �� ���	 ��� �	���� ������ ���� ������ ����
��� ����� ��� ���������
x = A\b ��� �	
 ������ ����
���������� ��� ��� ��� ������ ��
� ‖Ax− b‖� �



��� �����	
 �
��� ������
�� ��	������ ��	���
� ��

��� �����	
 �
��� ������
�� ��	������ ��	���
�

��� e1, . . . , en ���� 	
 ����� ��� V � �� ��� �	����	� u ��� v � V ��� ������
��	�
�
x1, . . . , xn �	��	����	 y1, . . . , yn � �	

� ���� �� ���� �	��� ������������� ��	 ����	� � �!""

〈u, v〉 =
〈 n∑

i=1

xiei ,

n∑
j=1

yjej

〉
=

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyj〈ei, ej〉 =

n∑
i=1

xiyi, � � #"

	��	���� 〈ei, ej〉 = δij � ��� ��� ��
��$�

δij =

{
0, �� i �= j,
1, �� i = j.

%����� �� �������������	
 〈u, v〉 ���� �	� ���
�����������������	
 x · y � Rn �	���
 ���
�����
�	 ������
���	����	� x = (x1, . . . , xn) ��� y = (y1, . . . , yn) �&����� �	
 �
�	��
�	
���������
	
 � ���
���  ��"�

��� ��� ��	���
�� ���� ����'�	�����	�
 �����"� %
��$ 
� ��� ���� ���	�
� e1, . . . , en ���
e′1, . . . , e

′
n �� �����	�� (���

	�
� � ���
���������
�������	
 T �� ������
���	����	�
�

��� e′1, . . . , e
′
n �	� ������
��	� � ���	
 e1, . . . , en ��	 ����)""� ��� 	
��$� �	� ���
 ��$�� ��

�	 ������ ������ ����$�
��� ��	� ���
�����������������	
 � Rn" ��� ��� ��
$�	
 �� *	

�
	$	
���� ��� 	
 ������ ����&�
�� 	�� �������� 
��
�

��������� �	
	 +
 ���������� ������ A ������ ���������� �� ATA = I�

����������	 A �� ����$�
�� �� ��� 	
���� �� �	�� ����

	� �� ������ ����$�
��� ���
��� ��
$�	
 �� ��� 
����$	
 ����

	�
� ���� a1, a2, . . . , an� *� ��

ATA =

⎛
⎜⎜⎜⎝
aT

1

aT
2
���
aT

n

⎞
⎟⎟⎟⎠ (a1, a2, . . . , an) =

⎛
⎜⎜⎝
aT

1 a1 aT
1 a2 . . . aT

1 an

aT
2 a1 aT

2 a2 . . . aT
2 an

−− −− −− −−
aT

na1 aT
na2 . . . aT

nan

⎞
⎟⎟⎠ ,

���� [ATA]ij = aT
i aj = ai · aj� +��	���� A �� ����$�
�� �� ��� 	
���� �� [ATA]ij = δij � ��

���&	� �����	
�	�� �

������� �	��	 ,��
 +-	��	�  �. ���&	� ��� ������	
 A = 1√
30

⎛
⎝

√
5 0 −5

−2
√

5
√

6 −2√
5 2

√
6 1

⎞
⎠ ��

	
 ����$�
�� ������� �

�� A �� ����$�
��� �� �� ATA = I� ������ A−1 = AT � /	
 �� �� ����� AAT = I� ����	�
�	�	� ���� �	������	� ��� ��	
 AT �� ����$�
��� %����� �� ��	
 A0� ���	� ������ ����$�
���
�	� ��
$�	
 ��



�� � ��������	
���

��� ����	
� ���� 
�� �������� ��� �
�� 
���������
������
����� T ��
������ �� ��
T−1 = T T � �� �

 ��� ����� ����
����� ������ � ������ 
�

x′ = T Tx.

������� ��	
� !�
���
� � "���� 
�� �������� � R3# B = {
⎛
⎝ 1

0
0

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 0

1
0

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠}

C = { 1√
2

⎛
⎝ 1

−1
0

⎞
⎠ , 1√

2

⎛
⎝ 1

1
0

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠}� ��� B �� �
������������ �� �� ���
����

�� ��������
���� � � ���
��� x = (6, 4, 2) ∈ R3 � ����� C�
�� ��
 �����
 y � R3 ��� $�� ��������
���� (1, 2, 1) � C�������
�������

�� �� ���
����� � ��
  ���� �������
����� TB←C = 1√
2

⎛
⎝ 1 1 0

−1 1 0

0 0
√

2

⎞
⎠� �% ��� ��

[x]B =

⎛
⎝ 6

4
2

⎞
⎠ , [x]C = TC←B[x]B = T T

B←C [x]B = 1√
2

⎛
⎝ 1 −1 0

1 1 0

0 0
√

2

⎞
⎠
⎛
⎝ 6

4
2

⎞
⎠ =

⎛
⎝

√
2

5
√

2
2

⎞
⎠�

�� y = [y]B = TB←C [y]C = 1√
2

⎛
⎝ 1 1 0

−1 1 0

0 0
√

2

⎞
⎠
⎛
⎝ 1

2
1

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 3/

√
2

1/
√

2
1

⎞
⎠�

��� ����� 	
�����
���� �� ������������	��

& �����

 ��' ��� �� ����� 
���(������ (� ����
� ������
��
����� ��� %
��)� ����� �


�� ��� ���
���� (�����
��� � �� ��"�� ���� �� �

 ������ ��(������� 
� �"����
��
������� �� ��� �� ��� �
�� ���
 ��� �� ���� ��
������� ��
 *��� ��
%�
����� �� ���
�� ���� �
 ��� ���
 ��� ����� ��
������ �)$ �� ��� �
%���� $%� ��
 ��� �� 
��

������ ������������

�� ������� ��� �

 �� ��"�� ���� ��� (�����
���� ��� ��� ���
������ ��� ����%����
��� �

  ������
��
 ��� ��
��
 �������
�����  ����
���� ��
��
 (�����
���� ��"��
 �����

�����	�
�� Ax = b� +�� �� �
�� x ∈ Rn (�����
����� �)$ b ∈ Rm �� ����������� ������
(� ������ �)$ A ∈ Rm×n ��������� $%� ������ ��� %
� ,���
� ������
���
���� � �
����
�����	�
���
 ������� �

  ������� x̂ ��"� �� �

 b̂ = Ax̂ ��� �� ���� b ��� � "��

��� �� �

 ‖b̂ − b‖ ��������� ����
 �� ����� ��� ��� �

 ‖b̂ − b‖2 =< b̂ − b, b̂ − b >
��������� ��� < ·, · > �� �
�����������(���%�
�� � Rm� +%� ��� ���  ������� ���
������ � �����

 ��'� ��

� �������� � � �� ���� �������
������� bi, i = 1, ... , m� �


(b̂1 − b1)

2 + (b̂2 − b2)
2 + ... + (b̂m − bm)2 ����������

�� ��� �% �� ���� ���� ���
 ��� �� ���� �������
������� �� � � ��� � �
��
 ��������
w2

1(b̂1 − b1)
2 + w2

2(b̂2 − b2)
2 + ... + w2

m(b̂m − bm)2 � � ���� ���
�� wi, i = 1, ... , m� ��

�



��� ����� 	
�����
���� �� ������������	�� ��

������	�	 ��� �
 ������	 �����	�	������ < x, y >= w2
1x1y1 +w2

2x2y2 + ... +w2
mxmym 


������� ��	 �����	�����	�	������� �� ���	
��� W = diag(w1, w2, ... , wm) ����	
� ��
� ���
��� ��������� 
 
��������� ��
	 ���� �����	�	���� < x, y >= xTW 2y ��� �
���
�
���� ���	�� �	 ������ ��� �
�
��	� ‖Wb̂ −Wb‖2 ����	� �
���� �	 ����� ���� �
�
��	�
‖Wb̂−Wb‖� ��� ���	������� �
� �	� �����
����!���� ��� �
 ��� ���� 
 �
���� ���	��"
���
�� �	 WAx = Wb ��� ������	��� ��	��������
���	 (WA)TWAx = (WA)TWb ��	
��� ����
���� x = x̂� #�	��������
���	�� ������ ���� �
 ���	���
��� ��	 ��� �
��"
���� �
�� �������
�� �	��	����	� ��� ���$� �%&'%( �� ��� ��� �� ����
���� 
	��� ��
����������

������� ��	
� )
 ��� ������� �� 	�� �
� � x1 + x2t �
�� ��� ��� ����
���	� ������	
(ti, yi), i = 1, ... , 5 
 ������* �+�+�,�� �-�-�.�� ���/�+�� �0�/�,�� �/�1�+�� �	 � ��� �
���
����
���	�� �	 ����	�	� �� � ��	
�� ��� ���	����� ��� ������� �� �
��
���

)
 ��	 ��������	
��� A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1
1 2
1 3
1 4
1 5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠� ����	���� b = y =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1.9
2.7
5.1
5.9
8.1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ��� ��� �	

W = diag(2, 2, 2, 1, 1)�
2!������ ��� ���� �	 ������ WAx = Wb ��� ���� ����� �� �%&'%(* x = (W ∗A)\(W ∗b)�
)
 ��	 � �
���� ���	��"����
���� x =

(
0.0859
1.5636

)
� �

)
 ��	 �� ����� ����	�� �
��� ������	 ��� 
��� 
�����	�� ��� �� � ���� �������� )
 ��	
�� ���� 
��	����
�� �
�� ����
���� ��� ��� � 	��� ����� 
 ��� ������ �����

���������

)
 ��	 ��	�� �� �� �����
�� f(t)� ��� ����	
��	 ����� ������� 
 �
��� 
 n 
��	��� �
"
������	 t1, t2, ... , tn� )
 �
�� �
��� �� �	�� ��� �����
���� ��� �������	 ���$� ���!���
�� ��
�� �	���� k �
�� ������	�� ��	 ��� �� �� f �	 �	� ������� �� �
� �	�� ���	��
����
���
��� ��� ���!���� �� �� 
��	��� �����	�	������ < f, g >=

∑n
i=1 f(ti)g(ti) �����"

�	�����	�	������ 
 Rn ��	 �����
�����	���� ��
	 ����
���� ��� �
�
��	� ‖f̂ − f‖, f̂ ∈
Pk� �� f̂ ��� ��	� ����� ���	�$
���
�� �� f 
 ���		����� Pk� 3� {p1, p2, ... , pk+1}
�	 �	������� ��� ��	 Pk �� ��
	 ����
���� f̂ = <f,p1>

<p1,p1>
p1 + ... + <f,pk+1>

<pk+1,pk+1>
pk+1�

������� ��	�� )
 �
�� ������� �����
���� f(t) �� � �
��� ��� �����
�����	���
f(−2) = 3, f(−1) = 5, f(0) = 5, f(1) = 4 ��� f(2) = 3
�� ���!��� f̂ 
 P2 �� ��� f̂ �	 ����� ���	�$
���
�� �� f �� ������� �� �����	�	���"
��� < f, g >=

∑5
i=1 f(ti)g(ti)�

4��!����� p1 = 1, p2 = t ��� p2 = t2 − 2 �	 �	�������� �� ������� �� ���� �����	"
�	���� �� ����
���� ��
	
f̂ = <f,p1>

<p1,p1>
p1 + <f,p2>

<p2,p2>
p2 + <f,p3>

<p3,p3>
p3 = 20

5
+ −1

10
t+ −7

14
(t2 − 2) = 4− 0.1t− 0.5(t2 − 2)� �

5� �
��
� �
������
�� �� ����� ���	�$
���
�� 
 ��� ���		�� ��	 �
 �� ���� 6��	
�	����!"



�� � ��������	
���

���� �� 	
� �� �
��� ���������� ��� ��� �� ���� �����

��������������	

�����	���

�� ������� �� ������� ����� V = C[0, 2π] ��� ������������ < f, g >=
∫ 2π

0
f(t)g(t) dt

��� ���������� Fn = Span{1, cos t, cos 2t, ... , cosnt, sin t, sin 2t, ... , sinnt}� ���
�� ��	����� ����������� �� ���	����� ��� �������� �� ��� 	���� ��������������� ��


����	 ���

���������		��
������� �� ����� n �� �� 	���� ������� f ∈ V �� ���� ������������
f̂ � ���������� Fn�  ���� ��� �� ������

f̂ = projFnf = a0

2
+ a1 cos t+ a2 cos 2t+ +an cosnt+ b1 sin t+ b2 sin 2t+ +bn sinnt�

��� ���!�������� ak, k = 0, ... , n ��� bk, k = 1, ... , n ������ �������������������

 ���� �������� ����	"
a0

2
= <f,1>

<1,1>
= 1

2π

∫ 2π

0
f(t) dt

a1 = <f,cos t>
<cos t,cos t>

= 1
π

∫ 2π

0
f(t) cos t dt

���

an = <f,cos nt>
<cos nt,cos nt>

= 1
π

∫ 2π

0
f(t) cosnt dt

b1 = <f,sin t>
<sin t,sin t>

= 1
π

∫ 2π

0
f(t) sin t dt

���

bn = <f,sin nt>
<sinnt,sinnt>

= 1
π

∫ 2π

0
f(t) sinnt dt�

����
�� ����� �� ��� ������� #������$�������������� �� ����� ������	�� ��� ����$

�����"

f =

{
1, 0 ≤ t < π

−1 π ≤ t ≤ 2π

�� ��� f̂ = a0

2
+ a1 cos t+ a2 cos 2t+ b1 sin t+ b2 sin 2t ��� ��!�������� �������� ����	"

a0 = 1
π

∫ 2π

0
f dt = 0

a1 = 1
π

∫ 2π

0
f cos t dt = 1

π
[
∫ π

0
cos t dt− ∫ 2π

π
cos t dt] = 0

a2 = 1
π

∫ 2π

0
f cos 2t dt = 1

π
[
∫ π

0
cos 2t dt− ∫ 2π

π
cos 2t dt] = 0

b1 = 1
π

∫ 2π

0
f sin t dt = 1

π
[
∫ π

0
sin t dt− ∫ 2π

π
sin t dt] = 4

π

b2 = 1
π

∫ 2π

0
f sin 2t dt = 1

π
[
∫ π

0
sin 2t dt− ∫ 2π

π
sin 2t dt] = 0

%���� ���� ����� f̂ = 4
π

sin t� �

��� ������	
�������

�� &���� cos v� ��� v �� ������� ������ ��������� 3t+1 ��� 5t2 +3 � �� ������� �����
P2 �
��� ��� �������������� < f, g >=

∫ 1

−1
f(t)g(t)dt�

�� ���� �
∫ π

2

0

√
sin x cosx dx ≤ 1�

�� #
� ����� ������ �� a �� ��������� (a, 1, 1) ��� (a, 1, a) ���	����� ��� �������� ��
�������������� x1y1 + 2x2y2 + 3x3y3 � R

3'



��� ������	
������� ��

�� ���� ��� < x, y >= 2x1y1 − 2x1y2 − 2x2y1 + 5x2y2 �	 
� ����	�	����� � R2�
�
���� 
� �	����	�
	�� ��� ��	 R2 �
� ���

��
 �� �
��� ����	�	������

�� �	 ����� �� ������
 ��� ��������
	 
� ����	�	����� �� C1[a, b]�

< f, g > =

∫ b

a

f ′(t)g′(t)dt

< f, g > =

∫ b

a

f ′(t)g′(t)dt+ f(a)g(a)?

�f ′ �
�
����	 �
	������ �� f � 

�� !�� A ∈ Rn×n ��	� ���
	�
	��	� ���� ��� ��	 u ∈ Rn ��" v ∈ Rn �� �	 < u, v >=
(Au) · (Av) = (Au)T (Av) 
� ����	�	����� � Rn�

�� ���� ��� ��	 
� ����	�	����� ��" ������	���
 ��	� � 
�� ����	� 	�� ��
	�
< u, v >= 1

4
‖u+ v‖2 − 1

4
‖u− v‖2�

�� �
�	���� 	���
� P2 �
� ����	�	�����
� � #$
��
 %�&�� �
� ���

��
 �� �����
	��
t1 = −1, t2 = 0, t3 = 1� �
	���� < p, q >, ‖p‖ ��" ‖u‖ �� p = 4 + t ��" q = 5 − 4t2�
�
���� ��
� �	������� �	��
�����
� �� q �� �
� 	�� ��� ������ �� p�

�� !�� u �= 0 ��" v �= 0 ��	� ��� �
���	
	 � 
�� ����	� 	�� �
� ����	�	����� ������ ���
‖u‖ = ‖v‖ = ‖u− v‖� �
���� ����
� �
�� u ��" v�

�	� !�� ‖u‖ > ‖v‖� ���� ��� u ��" u− v ���
 �	 �	��������

��� !�� a ��" b ��	� �������� �� ��" �� u =

( √
a√
b

)
��" v =

( √
b√
a

)
� '����� u( v ��"

)���"*� ���"
� ��	 ��� �� �	�� 
� 	
����� �
�� �
� �
��
�	���� �
�
��	�
�
√
ab ��"

�
� �	���
����� �
�
��	�
� (a+ b)/2�

�
� �
�	���� 	���
� V = C[0, 1] �
� ����	�	����� 
���� #$
��
 %�&�� �
�
	���� < f, g >, ‖f‖ ��" ‖g‖ �� f = 1 − 3t2 ��" g = t− t3�

��� !�� V = C[−1, 1] �
� ����	�	����� 
���� #$
��
 %�&�� � �
���� 
� �	������ ���
��	 �
� ���
		�� ��� ������ �� �
���	
	�� 1( t ��" t2� �+�*���
� � �
��� ��� ����
!
�
��	
,��*���� 

��� !�� Kn ��	� �
� n,���
�����
� ���
�

Kn = {x ∈ Rn; 0 ≤ xj ≤ 1, j = 1, . . . , n}.
� �
	���� ����
� �� �������
� � Kn �	�� (0, . . . , 0) �� (1, . . . , 1)�
� ���� ��� �������
� � � ����	 ����� ����
 θn �
� �� �������
	 � Kn� ���
� ��	�

��	��	 ��� θn �� n→ ∞-

��� '��
 ������� �
���	
	 � R4 ��� �	 �	������� ��� �
 ���� �
���	
	�� u1 = (1, 2, 1, 3)
��" u2 = (2, 5, 1, 4)�



�� � ��������	
���

��� ��� ���� ����	
 ����������� �� 	��	�	�
��� ��� � �� ������
 �R4 �	
 ���������
�� ����	�����
w1 = (1, 1, 1, 1), w2 = (1, 2, 2, 1), w3 = (2, 3, 1, 6)�
��
��� 
� �� ������ ����

��� ��� �����
 ����	
 ����������� �� 	��	�	�
��� ��� � �� ������
 � R4 �	
 ���
��

x1 + 2x2 − x3 + 4x4 = 0.

��
��� 
� �� ������ ����

��� ��� ��� U ���� �� ����
����	����� ������
 � R5 �	
 ��������� �� ����	�����
(1, 2, 0, 0, 0) 	 � (1, 0, 3, 0, 0)� �����
 ����	
 ����������� �� 	��	�	�
��� ��� ��� ��
	��	�	���� �	
!��
����� U⊥ ���� U � ��
��� 
� �� ������ ����

��� ���� �� 	��	�	���� !�	"����	����� �� u = (0, 4, 4, 0) !� �� ������
 � R4 �	

��������� �� ����	����� (1, 1, 1, 1) 	 � (1,−1, 1,−1)�
�����
 �������� ���� u ���� ������

���

��� ������� �������� ���� �#$%$#$%$&� ���� �� ������
 � R5 �	
 ��������� �� �&$&$&$&$&�
	 � �&$%$&$#$&��

��� ��� �����
 ���� ���� �� '()��� ��� ������

�� V (A) ���� 
�������

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 5
−1 1 −4
−1 4 −3

1 −4 7
1 2 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠�

��
��� 
� �� ������ ����

��� ��� U ���� ��� �*!��!��� � Rn 
� ������	���

a1x1 + . . .+ anxn + b = 0.

+��� ��� �������� d ���� �� �	�* ���� !���� x = (x1, . . . , xn) ���� U ��� �� �	�
���

d =
|a1x1 + . . .+ anxn + b|√

a2
1 + . . .+ a2

n

.

�	� ��� ������� �� 
����� �������� ���� �#$%$,$&$�� ���� ���������� 
����� � ��� �*!��)
!����� x1 + x2 − x3 + x5 = 0 	 � x1 − x2 + 3x3 + x4 − x5 = 0 � R5�

�
� ��� e1, . . . , en ���� �� 	��	�	�
��� 
��� � ��� ���"��� ��
 V 
� ������!�	����
�� +���-��� ��� 	
 u ∈ V 	 � u′ =

∑n
j=1 < u, ej > ej $ �� �� ����	����� u − u′ 	 � u′

	��	�	�����



��� ������	
������� ��

�� ���� 	
��
�� ����
� ���� ���

n∑
j=1

< u, ej >
2≤ ‖u‖2 .

��� U1 ��� U2 �� ���
���� � 
�� ������� ��� V �
� ������������ ���� ���

(U1 + U2)
⊥ = U⊥

1 ∩ U⊥
2 .

(U1 + U2 = {u+ v : u ∈ U1, v ∈ U2})
��� �� ���� ��� < f, g >=

∫∞
0
f(t)g(t)e−tdt �
���
��� 
� ����������� �� Pn�

�� �������
�� 
� ��������
��� ��� ��� P2  �
� ���

��
 �� �����������
� � ��� !
���
��� �������� "���#$������� �
��� �� ���
� 1, t, t2�

���  %� &������� ������ �������
���
� �� �������
 ��
��
������ 
��������'��
�

��

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x1 + 2x2 = 3
−2x1 + x2 = −4

x1 − 3x2 = −2
− x1 + x2 = −1
2x1 + x2 = 5

��

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x1 + x2 + x3 = 4
−x1 + x2 + x3 = 0
−x2 + x3 = 1
x1 + x3 = 2

���  %� (�!
 �
� �����!�������� y = f(x) = ax2 + bx+ c ���) � ������ �������
���!)
���� ������
� ���� �������
 ����
� �� x ��� y

��
* #+ #, - , +
' + , , + .

��
* #, - , +
' + + , -

 /
� !���
� ������ ��� ����� f �� ���
∑

(f(xj) − yj)
2 ���� �� ���
� ��� �����!���

��� (������ ���
��
� y = A cosx+ B sin x � ������ �������
���! ���� �������0
(1, 7.9), (2, 5.4), (3,−0.9)�

�	� 1�� ��� ���
���� 
�� 2'!����� 
!
����
� ��� ����� ��� ��� ������� �
�� ���� ��
�
���
� ����
 �
��� ���� t = 0 ���� t = 12� 3���
���  � ���� ����
� ����0
0, 8.8, 29.9, 62.0, 104.7, 159.1, 222.0, 294.5, 380.4, 471.1, 571.7, 686.8, 809.2�
	
���� 
� ���� ���������! y = β0 + β1t+ β2t

2 + β3t
3 ���� �
��� ���� � ������ ������#

�
���!� (����� ���������!
� ��� ��� �����*��
�� ����
�� �����!�
� ��� t = 4.5�

�
� 4�� e1, e2, e3, e4 ���� 
� ��������
��� ��� ��� �
� ������� ����
� V �
� �����������



�� � ��������	
���

��� ����

3e′1 = e1 + 2e2 + 2e4

3e′2 = 2e1 − e2 + 2e3

3e′3 = 2e2 + e3 − 2e4

3e′4 = −2e1 + 2e3 + e4.

	
��
�� ��� ����� e′1, e
′
2, e

′
3, e

′
4 �� 
� ��������
��� ��� ��� ������� ���������
��� � �
���

��� �
� ����� �� ���������
��� � �
� ������������ ���
�� ����
��
�� ��� � � 
� ���������
������ �� T T = T−1�!

��� "
���� ���
� �#�#� �� ��� ������
�

1

7

⎡
⎣ 2 6 b

3 2 c
6 a 2

⎤
⎦

���� ����������

��� 	��� ��� �� A ��� B �� ��� ���������� n× n ������
� �� �� ����� AB ����������

��� 	��� ��� �
�
�������
� �� 
� ��������� ������ �� 1 
��
� −1�

��� $�� A ���� 
� ��������� ������ �� ��� n × n ��� n �� ����� $�� detA = 1� 	��� ���
det(A− I) = 0

��� $�� A ���� 
� ��
�����
����� n× n ������ ��� A = −AT � 	��� ���
�! Ax �� ��������� ��� x# ��� (Ax)Tx = %# � � ����
 x ∈ Rn�
�! I −A �� ���
��
����
�! (I + A)(I −A) = (I −A)(I + A)
�! T = (I − A)−1(I + A) �� 
� ��������� �������

��� 	
��
�� ��� �� T �� ��������� ��� T + I �� ���
��
����# �� �� A = (T − I)(T + I)−1

��
�����
�����# � � �
������ �
 � �
��
��
  ������

��� "
���� �����������������
� p(t) = at2 + bt + c �� ��� ���
����
�∫ 1

−1

(t4 − p(t))2dt

���� �� ���
� ��� � ������

�	� "
������ ����
� C[−2, 2] �
� ������������� < f, g >=
∫ 2

−2
f(t)g(t) dt� 	��� ���

q1, q2, q3 �� 
� ��������� �����# ��� q1 = 1, q2 = t ��� q3 = 3t2 − 4�

�
� �&! "
���� ����� ������ ����������������� �
� ���
��
� y = β1 + β2t + β3t
2 ����

���������
��� (−2, 0), (−1, 0), (0, 2), (1, 4), (2, 4)# ��� �
� � ���� ��� ����� �����
� ��
�������
 �� �
  ����� ��� �
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� �� ����
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 ������ �� ���������
t1 = −2, t2 = −1, t3 = 0, t4 = 1, t5 = 2�
��	� ��� �
����� {1, t, t2 − 2, 5

6
t3 − 17

6
t} �� �����
�� ����		� ��� � �
� �! ��		�

�
��� �� ��"�	� ����� ��

 �������������
(−2, 3), (−1, 5), (0, 5), (1, 4), (2, 3)�

��� �������� ������ C[0, 2π] ��� 	��
�������� < f, g >=
∫ 2π

0
f(t)g(t) dt�

�� ��	� ��� sinmt �� sinnt �� �����
� � n �= m�
"� ��	� ��� sinmt �� cosnt �� �����
� #$� �

� ��	���!� ��
��
� m �� n�
�� ��	� ��� ‖ sinnt‖ = π �� ‖ cosnt‖ = π #$� �

� n > 0�

��� ��	��� ���� � ��������	 %�����&����������� ��

 f(t) = 2π − t�

��� ��	��� #$�	��' ����� �� ���� � ��������	 %�����&����������� ��


f(t) = 3 − 2 sin t+ 5 sin 2t− 6 cos 2t�

��� ��	��� ���� � ��������	 %�����&����������� ��

 f(t) = sin2 t�
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6
√

6
�

�� a = −1 �

�� a = −2�
�� (�' ��� ������
�� < p, q >= 28, ‖p‖ =

√
50, ‖q‖ =

√
27, projp q = 28

50
(4 + t)�

��
π
3

���

√
ab ≤ a+b

2
�

��� < f, g >= 0, ‖f‖ = 2√
5
, ‖g‖ = 2

√
2√

105
�

��� {1, t, t2 − 1/3}�
��� ��

√
n' "� π

2

��� t(−3, 1, 1, 0) + s(−7, 2, 0, 1), t, s ∈ R
�	� ����� 1

2
(1, 1, 1, 1), 1

2
(−1, 1, 1,−1), 1√

10
(−2, 1,−1, 2)

�
� ����� 1√
2
(1, 0, 1, 0), 1√

3
(−1, 1, 1, 0), 1√

33
(2, 4,−2,−3)

��� ����� 1
7
(6,−3,−2, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 0, 1)

��� (2, 2, 2, 2)' �!	�)�� *�
��� ��

��� { 1√
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⎜⎜⎜⎜⎝

1
−1
−1

1
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , 1

2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1
0
1

−1
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , 1

2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1
0
1
1

−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠}�

���
√

13�
�	� "� {1, t− 1, 1

2
t2 − 2t+ 1}
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��� �� x1 = 2; x2 = 1� �� x1 = 1.6; x2 = 0.6; x3 = 1.2
��� �� 1

70
(25x2 + 21x+ 76) �� 1

20
(−5x2 − 9x+ 37)

��� A = 2.3421, B = 7.4475�
��� β = (−0.8558, 4.7025, 5.5554, −0.0274)� v(4.5) = 53.0387�
��� 3x′1 = x1 +2x2+2x4� 3x′2 = 2x1−x2+2x3� 3x′3 = 2x2+x3−2x4� 3x′4 = −2x1 +2x3+x4�
��� a = −3, b = 3, c = −6�
���

6
7
t2 − 3

35
�

	�� y = 2 + 3
2
t�

	�� ŷ = 4 − 0.1t− 0.5(t2 − 2) + 0.5(5
6
t3 − 17

6
t)�

	�� f̂ = π + 2 sin t+ sin 2t+ 2
3
sin 3t�

		� �	
��� 
������ f̂ = 3 − 2 sin t� ���
� �� �
���� 
������ f̂ = f �
	
� f = sin2 t = 1

2
− 1

2
cos 2t� f̂ = f �




