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1 Inledning

Detta kompendium utvecklar den grundléggande integrationsteorin for funktioner av
flera variabler med utgangspunkt fran 6ppna mangder och deras matt. Vi behandlar
hér framforallt dubbelintegralen

/ /D F(an, ) dadars

av en kontinuerlig funktion f : D — R 6ver en dppen mingd D C R? i planet. I
kapitel 9 betraktar vi dven trippelintegralen

/// f(Il,ZEQ,Jfg) d&?ldiﬂgdxg
D

over en kropp D C R3. Men det ér framforallt steget fran enkelintegralen till dub-
belintegralen som innebér nya begrepp och tekniker. Nar man behérskar dubbelinte-
gralen &r steget till trippel- och multipelintegraler litet. Kom ihag att enkelintegralen
fab f(z)dx, om f > 0, geometriskt betyder arean under grafen till f, det vill sédga
under kurvan y = f(z) och 6ver intervallet (a,b) pa z-axeln. Analogt &r den geo-
metriska betydelsen av dubbelintegralen [[, f(z1,22) dzidxs, d& f > 0, volymen
under grafen till f, det vill siga under ytan x3 = f(x1,x2) och dver méngden D
i x1z9-planet. Vi kallar denna tredimensionella mangd for f:s subgraf 6ver D, och
skriver Gp(f). Vi har alltsa

//D f(ar, x2) dardey = [Gp(f)], (1.1)

dir |Q| betecknar mdttet av en 6ppen mingd Q. Ar Q en mingd i rummet R?
betyder matt volym, #r Q en mingd i planet R? betyder matt area och &r Q en
mangd pa linjen R betyder matt lingd. Vi definierar mattet av 6ppna méngder
Qi kapitel 2, vilket genom (1.1) definierar dubbelintegralen. For att sedan ha en
anvandbar teori, maste vi ha metoder for att rikna ut ffD f(zq, x9) dr1dxs, givet en

funktion f: D — R pa ett omrade D. For enkelintegralen f; f(x) dxr har man som
bekant insdttningsformeln

/ f(z)dz = F(b) — F(a) = [F(2)],

dar F(x) ar en primitiv funktion till f(z). I kapitel 5 visar vi hur dubbelintegralen
beriiknas med itererad (=upprepad) enkelintegration genom

//D f(x1, z0) dayday = /ab </Oj:)l)f(x1,x2)dx2> day.

For att finna dubbelintegralens viirde behéver man, givet omradet D C R?, foru-
tom att beriikna tva primitiva funktioner (med avseende pa xs och z; respektive),
dven forstd hur man finner grinserna (a,b) for den yttre integralen samt grinserna
(a(z1), B(x1)) for den inre integralen, i vilken x; &r fixt.
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For enkelintegralen ser omradena man integrerar 6ver, det vill siga intervall,
alltid i princip likadana ut. Detta i kontrast med dubbelintegralen, dir méngder
D C R? uppvisar en betydligt storre variation. Tva integrationstekniker vid sidan
om itererad integration, kan har vara anvindbara. I kapitel 7 lar vi oss hur man kan
uppdela omradet D i enklare delomraden Dy, ..., D i Féljdsats 7.7. Analogt med
envariabelfallet kan man ocksa byta variabler i dubbelintegraler. Detta dr dmnet
for kapitel 8 dar vi fokuserar pa de tva mest anvindbara variabelbytena. Dessa &r
linjara variabelbyten, vilka anvinds da till exempel omradet ar ett parallellogram
eller en triangel, och det polidra variabelbytet, vilket man framforallt anvinder da
omradet ar cirkulart. Ett viktigt specialfall av polart variabelbyte dr den sa kallade
radialformeln som man anvidnder da omradet &dr cirkulért och funktionen ar radiellt
symmetrisk. Vi ger hir tva bevis av denna formel, dir det forsta dr en tillimpning
av skivformeln i kapitel 5. Vi gar slutligen i kapitel 9 upp i dimension och ser hur
trippelintegraler analogt kan berdknas med itererad integration och med den tredi-
mensionella motsvarigheten till polart variabelbyte: det rymdpoldra variabelbytet.
Detta ger oss ytterligare tekniker for att berdkna volymer.

Kapitel 6 behandlar generaliserade integraler. En integral kallas generaliserad da
omradet D och/eller integranden f tillats vara obegrénsad stor. I detta fall &r man
ofta intresserad av att veta om integralen dr konvergent eller ej. I Sats 6.9 lar vi
oss jamforelsekriterier med vilka man kan avgora om integralen dr konvergent eller
divergent utan att behova rikna ut dess exakta vérde. I kapitel 6 betraktar vi enbart
fallet da f > 0 eftersom fallet da f tillats viixla tecken blir nagot mer komplicerat och
lamnas till Bilaga A. De tva bilagorna ar avsedda for den mer teoretiskt intresserade
lasaren.

Detta kompendium &r en vidareutveckling och omarbetning av Boiers—Claessons
kapitel om integration i [1], mer specifikt avsnittet om generaliserade integraler. Det
ar tankt att anvindas tillsammans med [1] och ersétta teorin pa s. 129-204. Detta
kompendium innehaller nagra fa exempel som visar hur teorin anvéinds i praktiken.
Det ar dock ténkt att lasaren ocksa ska studera exemplen i [1, s. 129-204].

Vi kommer hér anvinda delmingdssymbolen pa det praktiska séttet, det vill
siga med A C B menar vi att A ar en delmingd av B, inte nédvéndigtvis strikt.
Vill vi ange att delméngden &r strikt (vilket dr ytterst sillan) skrivs detta A G B.
Vidare menar vi med att f &r positiv att f > 0. Vi avstar fran att anvinda den mer
korrekta terminologin icke-negativ.

2 Mattet av en oppen mangd

Vart mal i de tva inledande kapitlen ar att definiera dubbelintegralen

/ /D F(x) daydoy

av en kontinuerlig och begriansad funktion f : D — R Over en 6ppen och begrinsad
méingd D C R? i planet.

Anmérkning 2.1. I kapitel 2-5 kommer vi genomgaende att anta att alla funktio-
ner ar begriansade och att alla mingder ar begrinsade. Eftersom vi senare i kapitel 6
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kommer att generalisera denna teori till obegrinsade funktioner och méangder, kom-
mer vi explicit skriva ut i satserna att funktionen och méngden antas vara begrinsade
bara om detta verkligen &r ett nodvindigt antagande och inte senare tas bort.

Vi antar till att borja med att f(x) > 0 i varje punkt x € D och betraktar den
tredimensionella mangden

Gp(f) == {(z1, 29, 23) €ER? ; (z1,22) €D, 0 < w3 < f(z1,72)},

som vi kallar f:s subgraf over omradet D. Subgrafen &r alltsa omradet under f:s
graf, det vill sdga ytan x3 = f(x1,xs), och rakt éver méngden D i xjxo-planet.

Vi kommer ihag att en mingd Q C R3 dr dppen om varje punkt x € Q ir en inre
punkt, det vill sdga om det existerar ett litet » > 0 sa att klotet

Bx,r)={yeR?; |y —x| <r}

ar helt innehallet i 2. Oppenhet av en plan mingd Q C R? och fér mingder Q@ C R
pa linjen definieras pa samma séitt med hjélp av cirkelskivor (2-klot) respektive
intervall (1-klot).

Ovning 2.2. Lat Q@ C R? vara en 6ppen mingd och lat V' vara en linje (eller ett
plan) i R3. Visa att tviirsnittet QNV ér en 6ppen mingd, betraktad som delméingd av
R (eller R?). Visa ocksa att projektionen av Q pa V ér en 6ppen méngd, betraktad
som delmingd av R (eller R?).

X

Lemma 2.3. Lit f : D — R wara en positiv funktion. Om D C R? dr en dppen
méngd i planet och om f Gr en kontinuerlig funktion, s dr subgrafen Gp(f) C R?
en oppen mangd i rummet.

Bevis. Lat x = (x1,x9,23) € Gp(f) vara en punkt i subgrafen, sa att 0 < z3 <
f(z1,x2). Lat € > 0 vara tillrickligt litet sd att 0 < x3 — € och x3 + € < f(x1,x2).
Eftersom f ar en kontinuerlig funktion och D &r en 6ppen méngd, finns 6 > 0 sa att

(y1,y2) € D och f(y1,92) > f(x1,22) — €/2, da |(y1,92) — (z1,22)| < 0.
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Lat nu r := min(d,€/2) > 0. Vi ska visa B(x,7) C Gp(f), vilket innebér att x ar en
inre punkt i Gp(f). Antag darfor att y ligger i klotet, det vill siga att |y — x| < r.
Speciellt ligger da y i cylindern med centrum i x, med hojd € och radie 9, det vill
saga

(Y1, y2) — (21, 22)] <,
lys — x3] < €/2.

Eftersom x3 > € foljer det av andra ekvationen att y3 > 0. Vidare foljer av forsta
ekvationen att (y1,y2) € D och f(y1,y2) > f(x1,22) — €/2. Darfor ar

ys < a3+ ¢€/2 < f(a1,72) — e+ €/2 = f(w1,22) — €/2 < fy1,92)-

Vi har visat att varje y € B(x,r) tillhor subgrafen Gp(f). Salunda &r subgrafen en
Oppen méangd. Il

Anmérkning 2.4. Vi ser fran beviset ovan att den egenskap hos f vi egentligen
behover for att subgrafen Gp(f) ska vara 6ppen &r att for varje (x1,22) € D och
varje € > 0 finns ett o > 0 sadant att

f(y17y2) Zf(l’l,Ig)—(?, da |<y1,y2>—($17$2)‘ S(S
En funktion f som uppfyller detta villkor kallas neddt halvkontinuerlig.

Vi ska nu definiera vad som menas med mattet (=volymen) || av en dppen
mingd Q C R? och direfter definiera dubbelintegralen av f éver D som

//D f(a1, @2) dzrdzy = |Gp(f)],

forutsatt att f dr en positiv funktion och att subgrafen Gp(f) dr 6ppen. Speciellt
géller det sistnamnda om f &r en kontinuerlig funktion pa en 6ppen méngd D enligt
Lemma 2.3.

Definition 2.5. Lat Q C R? vara en 6ppen méngd. En f51jd Qg, Q;,Qs, ... av 6ppna
delméngder till €2, kort skrivet (£2;)52,, kallas en uttdmmande svit fér {2 om

QCcy CchC...Cc

och U;’io (2; = (2. En uttommande svit ar alltsa en vixande f6ljd av 6ppna delméng-
der som uttommer 2. Vi séger att ); vizer mot 2 och skriver €2; .

Lat Q C R3 vara en 6ppen och begrinsad mingd. For att definiera mattet av
ska vi anviinda oss av en speciell uttémmande svit: den kanoniska sviten (U;)52, for
Q. Vi beskriver nu hur, givet mangden €2, man konstruerar mangderna Uy C U, C

Uy C ... C €. Vibildar den forsta mangden Uy enligt foljande.

(i) Dela upp hela rummet R? i kuber ) med sidldngder 1 och hérn i punkter med
heltalskoordinater. En sadan kub kan alltsa skrivas

Q = (nl,nl + 1) X (TLQ,HQ + 1) X (ng,ng + 1),

dar nq, ne, ng ar heltal.
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(ii) Vélj ut de kuber Q fran steg (i) sidana att Q C €. Observera att vi kriiver
att hela kuben, inklusive sidytor, kanter och horn, ar en delméngd av €.

(i) Bilda unionen Uy av de slutna kuberna Q valda i steg (i) och lat Up := (Up)°
vara den 6ppna mingd som &r det inre av U,.

Anmérkning 2.6. Betrakta en punkt x pa en gemensam sidyta till tva kuber Q; och
(2>. Vi ser att x ar en inre punkt i Uy, det vill sdga tillhoér Uy, om och endast om bade
()1 och @)y valdes i (ii). For kantlinjer giller pa samma sitt att alla fyra angrénsande
kuber maste ha valts for att kantlinjen ska inga i Uy, och for hornpunkter maste alla
atta angransande kuber valts.

Maéngderna U; i den kanoniska sviten bildas sedan analogt genom att anvinda kuber
med sidlingd 1/27. Till exempel for att bilda U; delar vi i steg (i) in R? i kuber med
sidlingd 1/2 och horn i punkter med koordinater som &r 1/2 ganger ett heltal. En
sadan kub kan skrivas

Q = (n1/2, (m +1)/2) x (n2/2, (ng + 1)/2) x (n3/2, (ns + 1)/2),

dér ny,ng, ng ar heltal. (Vi har alltsa delat in varje kub som vi anvénde for Uy i 8
lika mindre kuber.) Genom att vilja de av dessa kuber sidana att Q@ C €, bilda
unionen (71 av alla dessa slutna kuber och lata U, := (ﬁl)" vara det inre av denna
union, har vi konstruerat Uj.

Pa liknande sétt bildas sedan alla de 6vriga 6ppna mangderna U;. Vi ser att det

slutna holjet Uj, det vill sdga Uj;, dr unionen av ett dndligt antal, sig N;, slutna
kuber

Q =[n/27, (ny +1)/27] x [n2/27, (ny +1)/27] x [n3/27, (ng + 1)/27],

dér ny, ng, n3 ir heltal. Eftersom alla dessa kuber @, var och en med volym (1/27)3,
ar disjunkta ar det naturligt att definiera mattet av U; som

|Uy| = N;(1/27)°.

Anledningen till att betrakta den kanoniska sviten dr just att mattet |U;| 4r enkelt
att rdkna ut.

Anmirkning 2.7. Alla dessa kuber
(n1/27, (n1 +1)/27) x (na/27, (na +1)/27) x (n3/27, (ns +1)/27),

ny, no, N3, j € 7, kallas for dyadiska kuber, av ordet dyad som ar associerat med
talet tva, eftersom de kuber som anvinds for U;;; fas genom att halvera de som
anvindes for U; i alla tre riktningar (vilket ger 8 stycken mindre kuber).

Ovning 2.8. Visa att om € ir en 6ppen mingd, sa dr den kanoniska sviten (Uj)520,
bildad enligt ovan, en uttommande svit for €.
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Definition 2.9. Mattet av en 6ppen méangd €2 definieras som gransvardet

€2 := lim |Uj,
j—o0
dér (U;)32, betecknar den kanoniska sviten for €. Detta gransvirde existerar ef-
tersom U; / Q och |U;| ddrmed bildar en vixande foljd av tal. Eftersom vi hir
antagit att ) dr en begrinsad méngd dr dven (|U;|)32, en begrinsad foljd (varfor?)
och har darfor ett dndligt gransvérde.

Vi har ovan beskrivit hur mattet (=volymen) av en 6ppen mingd Q C R? i
rummet beriiknas. Mattet (=arean) av en 6ppen méngd D C R? i planet och mattet
(=ldngden) av en 6ppen méngd I C R pa linjen definieras helt analogt, fast enklare.
I planet till exempel ersitter vi de dyadiska kuberna med dyadiska kvadrater, och
bildar analogt den kanoniska sviten (U;)32, med hjélp av dessa. Enda skillnaden &r
att mattet av en kvadrat med sidlingd 277 4r (277)2%, inte (279)% som fér kuberna.
(Notera att genom halvering av en dyadisk kvadrat i de tva riktningarna bildas 4

mindre dyadiska kvadrater.) Vi siitter alltsa |U;] := N;(277)% och |Q| := lim,_ |U;].
A andra sidan, pa linjen ersitter vi de dyadiska kuberna med dyadiska intervall. Vi
sitter hir |U;| := N;277 och [Q] := lim;_,« |Uj].

Vi noterar dven foljande samband mellan area och volymsmatten.

Sats 2.10. Lat D C R? vara en dppen mdingd och lit a > 0 vara en positiv konstant.
Da ges volymen av cylindern D x (0,a) C R?® dver D med hijd a av |D x (0,a)| =
a|D|. Enligt Definitionen 3.1 av dubbelintegralen betyder detta att

// adxidxs = a|D].
D

Bevis. Lat (U7)32, och (U?)2, beteckna de kanoniska sviterna fér D respektive
D x(0,a). Betrakta en av méangderna U7 for D och lat C' vara en av kvadraterna som
valdes i konstruktionen av Uj2. Vid konstruktionen av motsvarande tredimensionella
méngd U]?’ ser man att en stapel av kuber ovanfor C' kommer att véljas. Hojden av
denna stapel kommer vara hogst a och minst (a — 277) — 279 (varfor?). Detta ger
uppskattningen
(a— 29|02 < U3 < alU2].

Later vi nu j — oo, foljer per definition att a|D| < |D x (0,a)| < a|D|, vilket skulle
visas. [
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Ovning 2.11. Formulera motsvarande samband mellan lingd och areamatten. Vad
sidger detta om en rektangels area?

Ovning 2.12. Visa att om €2y och s &r tva 6ppna mingder sadana att 2; C €2y
sa ar [Qq] < Q.

Foljande sats, som visar att mattet dr oberoende av valet av uttommande svit,
ar den teoretiska grunden for hela detta kompendium. Vi kommer ha mycket stor
anviandning av den.

Sats 2.13. Lat Q2 vara en oppen mdngd och lat Q; /" Q vara en uttommande svit
for Q. Da gdller att
0 — 19, dij— o,

Bevis. Enligt 6vning 2.12 géller att
] < Q] < ... <0,

eftersom (€2;)22, &r en viixande f6ljd av delméngder. Lat ¢ vara ett godtyckligt tal
sadant att ¢ < |Q2]. Vi behover visa att det existerar en méngd €2, sa att [Q2;] > t.
For detta anvinder vi den kanoniska sviten (Uy)2, for €. Per definition finns en
méngd Ux sadan att |[Ug| > ¢, ty t < || = limg_ |Ux|. Fran konstruktionen av
Uk foljer att Uyg = ﬁK ar en begriansad och didrmed kompakt mangd. Vi noterar nu
att -

Uk cQ=|]J9,

J=0

det vill siiga (€;)32, &r en Gppen Svertiickning av den kompakta mingden Ug.
Enligt Heine-Borels 6vertackningssats kan vi darfor vilja ett dndligt antal mangder
Q... €, sa att dven Uk C Qj,U...UQ,,. Lat J := max(ji, ..., jn) beteckna det
storsta av dessa index. Eftersom foljden (£2;)52, &r vixande dr Q; U...UQ; = Qy,
och dérfor &r Uy C Qy. Av évning 2.12 foljer att |[Qy] > |Ux| > t, vilket visar

satsen. L]

Sats 2.14. Lat €2y och 25 vara tvda dppna mdngder. Da dr dven unionen €21 U Qg
och snittet 21 N Qo dppna mdangder och

100 U Q| + [ 0 Q| = Q] + Q0.

Bevis. Att visa att unionen och snittet &r 6ppna mingder ldmnas som Ovning at
lasaren. Lat nu (U})32, och (U?)2, vara de kanoniska sviterna for Q; och Qy re-
spektive. Det foljer att (U7 UU?)%2 och (Uf NUZ)2, dr uttémmande sviter (varfor?)
for Q1 U Qy och Q4 N Qy respektive. (I sjélva verket dr (U} N U7)32, den kanoniska
sviten for 21 Ny, men motsvarande for unionen &r inte nodvindigtvis sant.) Vidare
ar
U} WU+ U NUZ| = U] + U]

for varje 5 > 0. For att se detta, lat le, Nj2 och NF beteckna antalet kuber som
bygger upp U}, U7 och Uj NU? respektive. Da ar Uj UU? unionen av Nj + N7 — N’
kuber (varfor?). Alltsa ar

UIUU?| = (N} + N} = NOY(279)? = |U} |+ |U7| — |U n U2,
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vilket skulle visas. Om vi nu later j — oo och anvinder Sats 2.13, foljer att |3 U
Qo] + Q1 N Q| = || + Q. O

Foljdsats 2.15. Lat 2y och Qo vara tva éppna mangder. Da dr |Qy U Qa| < || +
|Qs|. Om dessutom 2y och Qo dr disjunkta sd att QO N Qe =0, sd dr

1 U Qo] =[] + Q.

3 Integralen av en kontinuerlig funktion

Med hjéilp av den kanoniska sviten definierade vi i kapitel 2 mattet av en Gppen
mangd. Med hjéilp av mattbegreppet kan vi nu definiera dubbelintegralen av en
kontinuerlig funktion. Vi borjar med att betrakta positiva funktioner.

Definition 3.1. Lat f : D — R vara en positiv funktion med &ppen subgraf
definierad pa en 6ppen mingd D C R2. DA definieras dubbelintegralen av f dver D
som volymen

/ /D F(x) dardas = [Gp(f)

av subgrafen. Notera att speciellt har f Oppen subgraf om f &r en kontinuerlig
funktion enligt Lemma 2.3. Vi skriver hér kortfattat x = (z1,22) for punkter i
planet.

Definition 3.2. Lat fo, fi, f2,...,f : D — R. Vi séiger att (f;)52, vizer mot f,
vilket skrivs f; /" f, om fo(x) < fi(x) < fo(x) < ... och f(x) = lim, . f;(x) for

allax € D.

Ovning 3.3. Visa att om f; = 0 har 6ppna subgrafer sa géller att f;  f om och
endast om Gp(f;) /" Gp(f).

Som ett specialfall av Sats 2.13 noterar vi nu féljande.

Lemma 3.4. Lit D C R? vara en dppen mdngd, och antag att (f;)32, dr en foljd
av positiva funktioner med dppna subgrafer pa D som vdzer mot f. Da har dven f
oppen subgraf och

//D 13(x) dzrdry — //D f(x) dzidz,, di j — oo.

Bevis. Att f; /' f betyder i termer av subgraferna att (£2;)22, &r en uttommande
svit for Q, dir Q; := Gp(f;) och Q = Gp(f) &r respektive subgrafer. Speciellt ar
Q= U;'io (2; en union av éppna méngder och darfér éppen. Fran Sats 2.13 foljer
vidare att

//D [i(x) dzydxy = Q] — Q| = //D f(x) dzydzs, da j — o0,

vilket visar lemmat. O
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Per definition finner vi alltsa virdet av dubbelintegralen [, f(x) dz1dz, genom
att beriikna mattet av dess subgraf, som ir en 6ppen mingd i R3. Med fsljande
sats visar vi nu omvint att mattet av en godtycklig 6ppen mingd Q C R3, inte
nodvandigtvis en subgraf, kan berdknas med hjilp av en dubbelintegral.

Sats 3.5 (Stavformeln). Lat Q C R? vara en dppen mingd. Beteckna med
D = {(z1,25) € R? ; det existerar x3 € R sddant att (x1, 29, 73) € Q},
projektionen av Q pd xi1x9-planet. Vidare, givet (z1,x9) € D, ldit
Qr20) =123 € R 5 (21,29, 23) € Q}

beteckna tvirtsnittet av Q0 dver (v1,x9) = x. Dd dr mingderna D C R? och Qx C R
oppna. Vidare, om 1(x) := |Qx| betecknar mattet (=langden) av Qx, dd har funktio-
nen l: D — R oppen subgraf och vi har att

0] = //DZ(X) drday. (3.1)

Bevis. Enligt 6vning 2.2 r D och {2« 6ppna méngder. Betrakta en méngd U; i den
kanoniska sviten for 2. Definiera for x = (x1, z2) € D motsvarande tvérsnitt

(Uj)(z1,20) = {r3 € R 5 (21,72, 23) € U;}

for méingderna U; och lat N;(x) beteckna antalet intervall av lingd 277 som (U;)x
ar unionen av. Vi har alltsa att lingden av (U;)x ar

Li(x) = [(Uj)x| = 277 Nj(x).

(i) Vi ser vidare att funktionen [; dr konstant med virdet 277N, pa det inre av
varje dyadisk kvadrat C' med sidlingd 277. Beteckna det konstanta virdet av N;(x)
pa C' med N;(C). Genom att summera Gver alla de dyadiska kvadraterna ser vi att
det totala antalet kuber i U; &r ) - N;(C). Den totala volymen av U; &dr darfor

sl - (ZNJ(C)) @ =S EINE)F = [[ tdndn. 62

C
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Vi ska nedan i steg (iii) visa att alla trappfunktionerna /; har 6ppna subgrafer, sa
vansterledet i (3.2) &r véldefinierat.

(ii) Eftersom (U;)32, dr en uttémmande svit for €2, &r dven ((U;)x)52, en uttom-
mande svit for Qy (Varf0r7) Sats 2.13 ger darfor att

Li(x) = |(Uj)x| — |9%]| = (%), for varje x € D.

Vidare ér [; en vixande foljd av funktioner. Dérfor visar Lemma 3.4 att [(x) har
oppen subgraf och att

// x) dridry — // ) dzydxs, da j — oc.

Vi har dven per definition gransvirdet |U;| — ||, s& satsen foljer genom gransover-
gang i (3.2).

(iii) For att visa att [; har oppen subgraf, lat x € D. Enligt anmérkning 2.4
ricker det att visa att det existerar > 0 sadant att

Ni(y) = Nyx),  daly —x <. (3.3)

Vi delar in z;x5-planet i kvadrater med sidlingd 1/27 och hérn i punkter med koor-
dinater som &r 1/27 ganger ett heltal. Om x tillhor det inre av en av dessa kvadrater
ser vi att for alla y inuti samma kvadrat &r (U;)y = (Uj)x, varvid (3.3) ses gélla for
sma 0. Om i stéllet x ligger pa en kantlinje mellan tva angriansande kvadrater fljer
det av anmirkning 2.6 att for varje y inuti nagon av de angrinsande kvadraterna
ar (Uy)y D (Uj)x, samt att (U;)y = (U;)x da y ligger pa samma kantlinje. Aven
i detta fall foljer alltsa (3.3) for sma J. Situationen da x ligger i hornet av en av
kvadraterna behandlas analogt. Sammanfattningsvis har vi visat att funktionen /;
har 6ppen subgraf. [

|U | = // d{['ldl'g

i beviset ovan kan ses pa foljande sétt: vi forflyttar helt enkelt kuberna som bygger
upp U; vertikalt och staplar dom pa x;xo-planet. Detta fordndrar uppenbarligen inte
volymen. Vinsterledet betecknar volymen innan medan hogerledet &r volymen efter.

Vi noterar dven att vi pa samma sitt kan bilda projektionen D av {2 pa till
exempel rjx3-planet och méta langden [(zq,x3) av tvirsnittet av € parallellt med
zo-axeln vid (z1,x3). Vi far da stavformeln

|Q| :// l(Il,SL’3> dl’ldIg.
D

Pa samma sdtt kan vi &ven méta langden av tvirsnitten parallella med x;-axeln och
fa en tredje variant av stavformeln.

Foljdsats 3.7. Lat D C R? vara en dppen mingd och lit f : D — R ochg: D — R
vara tva positiva funktioner med dppna subgrafer. Da har dven funktionen f+g dppen
subgraf och

// x) + g(x)) dridxs = // f(x) dxidzy + // x) dzridz,.

Anmairkning 3.6. Formeln



12 Andreas Axelsson, Lund 2006

Bevis. Genom att spegla subgrafen till g i xjzo-planet och ta unionen med f:s
subgraf, bildar vi den 6ppna mingden

Q= {(21, 79, 73) € R’ ; (w1,290) € RZ, —g(z1,22) < 23 < f(21,22), 23 # 0}.

Langden av tvérsnittet )y ses vara [(x) = f(x) — (—g(x)) = f(x) + g(x). Sats 3.5
visar darfor att f 4+ ¢g har 6ppen subgraf och att

1 = [[ (%) + gtx)) dars

Eftersom en méngd och dess spegelbild i z12o-planet har samma matt (varfér?) ger
vidare Foljdsats 2.15 att |2 = |Gp(f)| + |Gp(g)| och beviset ar klart. O

Vi betraktar nu en godtycklig (mdjligen teckenviixlande) begrénsad kontinuerlig
funktion f : D — R pa en &ppen mingd D C R2 Fran f kan vi konstruera tva
positiva funktioner: f:s positiva del

f(x), da f(x) >0,

fH(x) = max(f(x),0) = {0 da f(x) <0

och f:s negativa del

0, da f(x) >0,
—f(x), da f(x)<0.

f7(x) = —min(f(x),0) = {

Vi ser (hur?) att

Ovning 3.8. Visa att om ¢ och h ir kontinuerliga funktioner, sa ir dven max(g, h)
och min(g, h) kontinuerliga. Speciellt om f &r en kontinuerlig funktion, sa ar f* > 0
och f~ > 0 kontinuerliga funktioner.
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Definition 3.9. Lat f : D — R vara en begriansad funktion pa en 6ppen, begrinsad
mingd D C R? och antag att det finns tva positiva och begrinsade funktioner
fi: D — Roch f, : D — R med 6ppna subgrafer sadana att

f(x) = fi(x) — fa(x) for alla x € D.

Da definierar vi dubbelintegralen

J[ 1 amaz = [[ peodndra— [[ pog sz = 1G] = (Gl

Notera att om f ar en begransad och kontinuerlig funktion, kan vi vélja f; = f* och
fo = f~, for dessa ar positiva och ar kontinuerliga, och har darfér 6ppna subgrafer
enligt Lemma 2.3. Vi har darfor definierat dubbelintegralen av varje kontinuerlig
och begriansad funktion 6ver varje 6ppen och begrinsad méngd.

For att Definition 3.9 ska vara meningsfull maste vi visa att tva olika represen-
tationer av f, sig

f(x) = fi(x) = foa(x) = g1(x) — g2(x),
ger samma virde for [[, f(x) dwidz,. For att visa detta anvinder vi Foljdsats 3.7.
Vi ser att
fi(x) 4 g2(x) = g1(x) + fa(x),
vilket medfor att

//D fi(x) dx1d$2+//Dgg(x) dzidzy = //Dgl(x) d$1d352+//D fo(x) dzqdxs.

Darmed ar

//D f1(x) dz1dzy —//D fo(x) dardxy = //Dgl(x) dridry — //Dgg(x) dxqdz,,

vilket visar att definitionen av [ f(x)dzidz, &r oberoende av valet av f och fo.

Ovning 3.10. Visa att om f = f; — fo, dir f; > 0 och fo > 0, sd é&r |f| < fi + fo
med likhet om och endast om f; = f* och fy = f~. Som tidigare betecknar f* och
f~ den positiva och negativa delen av f. I detta avseende ér alltsa [ = fT — [~ det
minimala sittet att skriva f som en skillnad mellan tva positiva funktioner. Notera
att i varje punkt ar antingen f*(x) =0 eller f~(x) = 0.

Foljdsats 3.11. Lit f : D — R wvara en kontinuerlig begransad funktion (mdjligen
teckenvdzlande) pa en dppen begrinsad mdangd D. Da gdller foljande triangelolikhet

?57 int€g7 aler:
’// (X) T1AT2 < // | (X)' X1aT

Bevis. Vi delar upp f i sin positiva och negativa del f™ och f~. Da ar f = f* — f~
och |f] = f* + f~ som ovan och Sats 3.7 ger att

‘//D flox) dadry| = ‘ / P10 durdas — / /D f~(x) doyday
S//Df+(x)dx1d:v2+//Df_(x)dm1dx2://D|f(x)|dx1dm2,

genom en anviandning av triangelolikheten for reella tal. [l
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Vi noterar slutligen att dubbelintegralen ar additiv for godtyckliga kontinuerliga
funktioner.

Sats 3.12. Lit f : D — R och g : D — R wara kontinuerliga och begrinsade
funktioner (mdajligen teckenvizlande) pd en dppen begrinsad médngd D. Dd dr

// —I—g dxlde // f dl’ldﬂfg + // dl’ldl'g

Ovning 3.13. Visa Sats 3.12 genom att anvinda Foljdsats 3.7 och att definitionen
av f f p f(x) dx1dxy f6r en teckenvixlande funktion f dr oberoende av valet av fi och

fa-

4 Jamforelse med Riemannintegralen

Syftet med detta kapitel dr visa att var definition hir av enkelintegralen av en
kontinuerlig och begréansad funktion med hjilp av arean av subgrafer ger samma
resultat som Riemannintegralen. For att skilja de bada integralerna at, lat oss kalla
var integral fran Definition 3.9 (eller snarare den analogt definierade enkelintegralen)
for H-integralen.

Givet en begrinsad funktion f : (a,b) — R har vi f6ljande tva definitioner av
dess integral 6ver intervallet I = (a,b).

(i) Antag att f kan skrivas f = f; — fo, ddr f; och fy dr tva positiva funktioner
med 6ppna subgrafer G;(f;) och G;(f2). Da definieras H-integralen av f 6ver I som

b
H/ f(x) dz = Gr(f)] - 1G(fa).

(ii) A andra sidan, i envariabelanalysen definierades Riemannintegralen, vilken
vi skriver har som Rfab f(z) dz, enligt foljande.

Definition 4.1. En funktion ¢ : (a,b) — R kallas en trappfunktion om det finns en

intervallindelning a = xg < 21 < ... < x,_1 <, = b och tal ¢1,¢c9,...,c, sa att
t(z) = cx, da 21 < T < 23,
for k =1,2,...,n. Riemannintegralen av en trappfunktion definieras som
b n
R/ t(z)dr = Z ce(TE — Tp_1).
a k=1

Genom att anvinda trappfunktioner definierar man sedan Riemannintegralen av
en mer allmin funktion f genom instingning.

Definition 4.2. Lat f : (a,b) — R vara en begrinsad funktion.
(a) Riemanns underintegral av f over (a,b) ar

b
sup R/ t1(z) dx,

tu<f
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dér supremum tas 6ver alla trappfunktioner ¢; sadana att ¢; < f. Analogt definieras
Riemanns dverintegral av f Gver (a,b) som

b
inf
tg;fR/a to(z) dx,
dir infimum tas 6ver alla trappfunktioner ¢ sadana att t, > f.

(b) Det géller alltid att underintegralen dr mindre an eller lika med Gverintegra-
len. Om de ar lika, det vill sdga om

b b
sup R/ t1(z) dxr = inf R/ to(z) dx,

t1<f to2f

sigs f vara Riemannintegrerbar. Detta gemensamma virde definieras da som Rie-
mannintegralen av f over (a,b):

b b b
R/ f(z)dr:=sup R| ti(z)dx = tir;ffR ta(x) du.

t1<f a = a

Ovning 4.3. Lat ¢ : (a,b) — R vara en positiv trappfunktion sadan att t(z) = ¢; >
Odazp 1 <z <uayg, for k=1,2,...,n. Visa att ¢t har 6ppen subgraf om och endast
om

t(ry) < min(cy, Crt1), k=1,2,...,n—1.

Betrakta nu en kontinuerlig och begrénsad funktion f : (a,b) — R. Enligt Lem-
ma 2.3 (i fallet f > 0) och 6vning 3.8 (da f véxlar tecken) foljer att H-integralen av
f existerar. Vidare kommer vi ihag fran envariabelanalysen att en kontinuerlig och
begrénsad funktion dr Riemannintegrerbar.

Sats 4.4. Antag att funktionen f : (a,b) — R dar kontinuerlig och begrinsad. Dd dr

H/abf(x)dx:R/abf(x)dx.

Beuvis. (i) Vi visar forst att H-integralen och Riemannintegralen 6verensstammer for
positiva trappfunktioner med 6ppen subgraf. Lat darfor ¢ : (a,b) — R vara en sadan,
sag

t(z) = e, da 11 < T < 23,

U

O'—? 4
o——0 ! ‘
! ! X
S

- —— . e -
- - — o~

— e — e — j——————

a=x, X % %3 =b
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fork=1,2,....n,ddira=20< 21 < ... <x,1 <z, =b ar en given intervallin-
delning och ¢y, ¢y, ..., ¢, &r positiva tal. Betrakta nu den kanoniska sviten (U;)52,
for subgrafen G (t). Vi ser att i rektangeln (zx_1, zx) X (0, ¢x) ticks atminstone den
nagot mindre rektangeln (xj_; +277, 2, —277) X (279, ¢, — 277) helt av kvadraterna
med sidlingd 277 som bygger upp U;. Vi har allts& areauppskattningen

n

Z(Ck - 21_j)(1‘k — X1 — 21_j) S ‘UJ| S ch(l‘k - xk—l)'

k=1 k=1

Later nu hiar j — oo foljer att Rf;t(x) de < |G(t)| < Rfft(m) dx, det vill siga
Hfab t(x)de = Rf; t(x) dx

(ii) For att visa satsen noterar vi forst att vi kan anta att f > 0, ty annars delar
viupp f = fT—f~ ipositiv och negativ del. Eftersom satsen antas visad for positiva
funktioner dr den speciellt visad for f* och f~. Men per definition dr

H/abf(x)d:c:H/abf+(m)dx—H/abf_(x)dx

och av lineariteten for Riemannintegralen foljer att

R/abf(x)dx:R/aber(x)dx—R/abf(x)dx

Eftersom bada hégerleden ar lika foljer satsen for f.
Antag nu att f > 0. Eftersom f dr Riemannintegrerbar finns det trappfunktioner
t; < f sadana att

b b
R/ ti(x)de — R| f(x)dz, da j — oc.

Vi kan @ven anta att dessa trappfunktioner ¢;
(1) har 6ppna subgrafer,

(2) att varje t; &r maximal, det vill séiga i varje intervall ar ¢, = inf(,, | 4.) f(2),
och

(3) att indelningen for ¢, dr finare &n den for ¢;, det vill sdga varje indelnings-
punkt x;, for ¢; ar dven en indelningspunkt for ¢;,.

Det foljer av detta att ¢; vixer mot f, det vill siga t;(z) / f(x) (varfor?), och
Lemma 3.4 (motsvarande enkelintegralvariant hirav) ger nu att

H/ d:c—>H/f da j — oo.

Men i steg (i) visade vi att Rf ti(z)dr = Hf t;(x) dx for alla j, si genom granso-
vergang foljer satsen. O
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Eftersom H-integralen Hff flx)dr = f: f(x) dx av en kontinuerlig och begrinsad
funktion f Overensstdmmer med Riemannintegralen, kan vi nu utan vidare anvinda
viktiga satser som vi larde oss i envariabelanalysen, till exempel insédttningsformeln
som séger att om vi kiinner till en primitiv funktion F'(x) till f(z) s& kan vi berikna
integralen genom inséttning av grianserna i F'(x), det vill siga

/f@Mx:F@—FM)

Vi kan dven anvinda partiell integration enligt den vilkéinda formeln

[ty de = F@gla)l - [ P da,

och utfora variabelbyte = t(y) med en variabelbytesfunktion t : (a,3) — (a,b)
enligt formeln

b t=1(b)
[ rwae= [ s G (1.1)

Kom ihig att om ¢ dr viixande dr t71(a) = o och t7}(b) = 3, och om t &r avtagande
ar t7'(a) = f och t71(b) = .

5 Skivformeln och itererad integration

I detta kapitel visar vi huvudtekniken for att berdkna en dubbelintegral, ndmligen
itererad integration, med vilken dubbelintegralen skrivs om som tva enkelintegraler.
Detta ar ett specialfall av foljande formel (5.1), som pa grund av sin geometriska
tolkning brukar kallas skivformeln. Den dr snarlik stavformeln (3.1) och beviset &r
helt analogt.

Sats 5.1 (Skivformeln). Lit Q C R? vara en dppen méngd. Beteckna med
I:={r, € R ; det emisterar (x3,73) € R? sidan att (z1, 79, 73) € Q}
projektionen av Q pd x1-axeln. Vidare, givet x1 € I, lat
Qu, i= {(22,23) € R? ; (11,79, 23) € Q}

beteckna tvartsnittet av € parallellt med xox3-planet vid x1. Da dar mdangderna I C R
och Q,, C R? dppna. Vidare, om A(xy) :=|Qyu, | betecknar mdttet (—arean) av Qy,,
da har funktionen A : I — R dppen subgraf och vi har att

KM:[A@QML (5.1)

Bevis. Enligt 6vning 2.2 &r I och €2, 6ppna méingder. Betrakta en méngd U; i den
kanoniska sviten for €). Definiera for x; € I motsvarande tvarsnitt

(Uj)ay = {(z2,23) € R? : (z1, 22, 23) € Uj}
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x T

for méngderna U; och 1at N;(z1) beteckna antalet kvadrater med sidlingd 277 som
(Uj)z, ar unionen av. Vi har alltsa att arean av (U;),, ir

Aj(@1) = [(Uj)a, | = (277)°Nj ().

(i) Vi ser vidare att funktionen A; édr konstant med virdet (277)2N; pa det inre
av varje dyadiskt intervall J av lingd 277. Beteckna det konstanta virdet av N;(x)
pa J med N;(J). Genom att summera Gver alla de dyadiska intervallen ser vi att
det totala antalet kuber i U; &r ), N;(J). Den totala volymen av U; ar dérfor

U;| = (Z NN)) (279)* = Y ((279)2N; ()27 = / Aj(e)dzr. (5.2)
J

J I

Vi ska nedan i steg (iii) visa att alla trappfunktionerna A; har éppna subgrafer, sa
vansterledet i (5.2) dr véldefinierat.

(ii) Eftersom (Uj)32, 4r en uttémmande svit for €, &r &dven ((Uj)., )32, en uttdm-
mande svit for Q,, (varfor?). Sats 2.13 ger darfor att

Aj(ill'l) = |(U])$1| — ‘Qxll = A(.fl) for Varje xr € I.

Vidare &r A; en vixande foljd av funktioner. Dérfor visar Lemma 3.4 att A(x;) har
Ooppen subgraf och att

/‘Aj(flfl)dfﬂl — /A(l’l)dl’l, daj — OQ.
I I

Vi har dven per definition gransvirdet |U;| — ||, s& satsen foljer genom grénsover-
gang i (5.2).

(iii) For att visa att A; har 6ppen subgraf, lat x; € I. Enligt anmérkning 2.4
(motsvarande envariabelvariant héirav) ricker det att visa att det existerar 6 > 0
sadant att

Nj(y1) = Nj(z1), da |y; — x| < 6. (5.3)

Vi delar in z;-axeln i intervall av lingd 1/27 och med dndpunkter som ér 1/27 génger
ett heltal. Om z; tillhor det inre av ett av dessa intervall ser vi att for alla y; inuti
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samma intervall ar (U;),, = (U;).,, varvid (5.3) ses gélla for sma 6. Om i stéllet x;
ligger i en dndpunkt mellan tva angrinsande intervall foljer det av anméirkning 2.6
att for varje y; inuti nagon av de angriinsande intervallen dr (U;),, D (U;)s,. Aven
i detta fall foljer alltsd (5.3) med 6 = 277. Sammanfattningsvis har vi visat att
funktionen A; har 6ppen subgraf.

[

Anmirkning 5.2. Formeln

U1 = [ Ay(an)don
I

i beviset ovan kan ses pa foljande satt: vi forflyttar helt enkelt kuberna som bygger
upp U, parallellt med z,zs-planet och staplar dom pa zj-axeln. Detta forandrar
uppenbarligen inte volymen. Viansterledet dr volymen innan medan hogerledet dr
volymen efter (efter limplig omskalning).

Vi noterar dven att vi pa samma séitt kan bilda projektionen I av ) pa till
exempel z3-axeln och méta arean A(z3) av tvirsnittet av € ortogonalt mot z3-axeln
vid x3. Vi far da skivformeln

Q| = /1 A(z3) ds. (5.4)

Pa samma sétt kan vi dven méta arean av tvirsnitten ortogonala mot zs-axeln och
fa en tredje variant av skivformeln.

Exempel 5.3. Skivformeln, det vill siga formeln (5.1), kan inte bara anvéndas for
att rdkna ut volymen || genom att berdkna arean av alla tvérsnitt och integrera
ihop dessa. Som specialfall av skivformeln f6ljer att om tva 6ppna mangder €2, och €2y
ar sadana att varje tvarsnitt parallellt med ett givet koordinatplan har samma area
for bada omradena sa har €2; och €25 samma volym. Detta resultat kallas Cavalieris
princip, efter en italiensk 1600-talsmatematiker, &ven om denna teknik var kind
langt tidigare.
Som exempel, lat

O = {(z1,29,73) €R? ; 2% + 235 < 1, |a3| < 1},
vara en cylinder och lat
Qyi={x€ R ; |x—(17,19,0)] < 1} U{(z1, 22, 23) € R® ; 27+ 25 < 23, |v3] < 1},

vara en disjukt union av ett klot och en kon. Man ser att arean av de horisontella
tvirsnitten (€;),, ar
[()as] = 7

respektive
|(Q2)zs] = 7(1 — 23) + 723 =T,

da |z3] < 1 och annars 0. Av Cavalieris princip foljer darfor att cylinderns volym ar
precis klotets plus konens volym.
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Genom att tillimpa skivformeln pa subgrafen av en funktion far vi nu féljande
resultat som kallas itererad integration.

Foljdsats 5.4 (Itererad integration). Lat f : D — R wara en kontinuerlig och
begrinsad funktion pa en éppen och begrinsad mingd D C R2. Beteckna med

I :={zy € R ; det existerar x5 € R sidan att (x1,25) € D}
projektionen av D pa x1-azeln. Vidare, givet x1 € I, lat
D, ={z € R ; (x1,22) € D}

beteckna tvdrtsnittet av D parallellt med xo-axeln vid x1. Da dr mdngderna I C R
och D,, C R dppna. Vidare, om [y, (x2) := f(x1,x2) betecknar restriktionen av f
till linjen D,, och om

A(zy) = far (12) dzo,

Da,

sd har vi att [, f(z1,x2) deidey = [, A(zy) duy, det vill siga

//D f(x1, 22) dardas :/1< . f(931,:v2)dx2> duy. (5.5)

De bada integralerna i hégerledet existerar: den inre pa grund av att f., dr konti-
nuerlig och den yttre pa grund av att A uppfyller forutsdittningarna i Definition 3.9
(dven om A ej nodvindigtvis dr kontinuerlig).

)(3"(: ()
X‘s 'F(Xuxz)

1’/‘

/l\

Bevis. (i) Vi antar forst att dven f > 0. Enligt 6vning 2.2 &r [ och D,, 6ppna
méingder For att se att (5.5) &r ett specialfall av skivformeln (5.1) later vi Q :=
Gp(f) sa att [[, f(x1,x2) dridz, = |Q|. Vi ser att tvérsnitten parallella med zy23-
planet &r Q,, = Gp, (fs,) och salunda &r szl fuy () dzoy = |y, | = A(xq). Sats 5.1

visar darfor att A : I — R har 6ppen subgraf och att

/ f(x, 22) doydzy = |Q] = /A(xl)dxl.
D I
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(i) Betrakta nu det allménna fallet d& f mojligen &r teckenvixlande. Vi delar
upp f i sin positiva och negativa del f = f* — f~ som i kapitel 3. Eftersom f* och
f~ dr positiva kontinuerliga funktioner har vi enligt steg (i) att

/ f:t(IL'l,IQ) diEld{EQ = /A:t(flfl)dﬂfl,
D 1

dar AjE (1) : fD 3:2 ) dzo har 6ppna subgrafer 6ver I. Enligt Definition 3.9 har
vi att A(zy) = A+(:1:1) A~ (1) eftersom f,, = f;7 — f.., och att

x1

//D f(@1,22) drdzy = //D (21, 20) driday —/Df‘(xl,x2)dx1dx2

= /IA+(x1)d:z:1 —/IA_(asl)dxl = /IA(:Bl)dﬂﬁ,

vilket visar satsen om itererad integration. O]

Anmérkning 5.5. Vi noterar att vi dven kan genomfora itererad integration i om-
viand ordning, det vill siga integrera med avseende pa x; innerst (forst) och med
avseende pa xo ytterst (sist). Formeln for itererad integration far da utseendet

//D f(@1,w2) drydy = /1( b f(ﬁﬁ,xg)dxl) ds, (5.6)

ddr I nu ar projektionen av D pa xs-axeln och D,, dr tvirsnittet av D parallellt
med zi-axeln vid zs.

For att anvinda formeln (5.5) for itererad integration beh6ver man lira sig tek-
niken att, for ett givet omrade D, stilla upp granserna i de bada enkelintegralerna
i hogerledet. Metoden &r som foljer.

(i) Det rekommenderas starkt att du forst ritar upp omradet D, om du inte ar
helt pa det klara med hur D ser ut.

(i) Valj vilken variabel du vill integrera med avseende pa forst (innerst). Vilken
som bor vara béast lar man sig genom erfarenhet. Blir integralerna svara, prova
da helt enkelt att integrera med avseende pa den andra variabeln istéllet forst.
Viljer du x2 anvéinder du formeln (5.5) och viljer du z; anvénder du formeln
(5.6).

(iii) Antag att vi valt x5 i steg (i). Skir da omradet D med linjer parallella med
xo-axeln. Varje sadan linje bestdms av sin x; koordinat. Grénserna i den yttre
integralen ska ange xi-virdena for de linjer som skiir omradet D.

(iv) Slutligen, for att bestdmma grénserna i den inre integralen, fixerar du en linje,
det vill séga ett x;-virde i den yttre integralen. Granserna i den inre integralen
ska nu ange var linjen skir omradet. Till skillnad fran grinserna i den yttre
integralen, som &r fixa tal, dr i allménhet grinserna i den inre integralen uttryck
i x1: olika linjer kan ju skira omradet D olika mycket!
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Exempel 5.6. Lat oss berikna dubbelintegralen

// e "V dxidxs,
D

dir D = {(z1,22) € R? ; 0 < 23 < 217 < 2}. (Vér funktion f(xq,22) = e~ hir
rakar vara oberoende av x5.)

For att rita upp D, notera att D bestar av de punkter sadana att 0 < o, x5 < 214
och x; < 1. Genom att rita upp zj-axeln (0 = z), linjen x5 = 2x; och den vertikala
linjen xy = 1, och tidnka igenom pa vilken sida linjerna var och en av olikheterna
géller, ser man att D ar det inre av en triangel.

Vilj till exempel att integrera forst med avseende pa o (detta har fordelen att
den inre integralen blir enkel att berdkna: e™* &r ju konstant med avseende pa z,!).
Vi ser att en vertikal linje skir D om och endast om 0 < z; < 1. For ett sadant fixt
xq ser vi vidare att linjen skér ut intervallet (0,2x;) ur D. Detta ger rikningen

1 211 1
// e " daxydry = / (/ e dw2> dr; = / 2x1e” " day
D 0 0 0

= [2z1(—e"")]p — /0 2—e ™) dzy = (—2e L — 0) + 2[—e ™}

=2 +2(—et+1)=2—4/e.

Lat oss istéllet vilja att integrera med avseende pa x; forst. Vi skir nu triangeln D
med horisontella linjer och ser att en sadan skir D om och endast om 0 < zo < 2.
For ett fixt sadant x5 skiir linjen ut intervallet (x5/2,1) ur D. (Har du inte ritat upp
D kan detta vara svart att se!) Detta ger rakningen

2 /1 2
// e " dwydrs :/ (/ e ! dwl) dz :/ (=€ o maay2 A2
D 0 x2/2 0

2
= / (—e ! e /) day = [—e Loy — 2e72/%)2
0

— (—2@_1 — 26_1) — (—0 — 2) =2 — 4/6.

[ detta exempel ger de tva olika integrationsordningarna ungefér lika langa rakningar.
Detta adr emellertid inte alltid fallet, det kan ibland till och med vara omojligt att
genomfora den ena integrationsordningen medan den andra ordningen ger relativt
smartfria rdkningar.

Vi avslutar detta kapitel med att hirleda ytterligare en berdkningsformel for dub-
belintegraler. Denna &r dock bara tillimpbar pa radiella funktioner pa cirkulért
symmetriska omraden, och kallas dartor radialformeln. Vi hirleder den hér som ett
specialfall av skivformeln, dir vi skivar med horisontella plan som i (5.4). Detta
ar dock inte det vanliga sittet att visa radialformeln: det naturliga &r att se ra-
dialformeln som ett specialfall av polirt variabelbyte (Sats 8.9) som vi beskriver i
kapitel 8.
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Definition 5.7. Betrakta en funktion f(x;,5) definierad pa en cirkelring a® <
z? + 22 < b?. Infor polira koordinater

xT1 =T COS P,
To = rsinp.
Vi har pa grund av trigonometriska ettan att 72 = z? + 3, si cirkelringen a < r < b
bestar av de punkter (z1, z5) for vilka avstandet r till origo &r storre &n a och mindre
an b.
Byt nu ut de cartesiska koordinaterna (x1,x2) i funktionen f mot poldra koordi-
nater (r, ). Om den resulterande funktionen f(r, ) inte beror pa , skriver vi f(r)

och sdger att f radiellt symmetrisk eller att f ar en radiell funktion.

Exempel pa radiella funktioner r f(zy,z,) = e 1% = e = f(r) och

f(x1,29) = 1/\/a3 + 23 = 1/r = f(r). Diremot ar till exempel f(z1,22) = e ™' =
e "% = f(r,p) inte radiellt symmetrisk sa vi kan inte anvinda radialformeln i
exempel 5.6. Omvént, givet en envariabelfunktion f(r) definierad for » > 0 kan vi
konstruera motsvarande radiella funktion genom att sitta

flxr,2q) = f(\/:v% -I—x%)

Till exempel genererar envariabelfunktionen f(r) = e den radiellt symmetriska

2
tvavariabelfunktionen f(xq,xq) = 6_( Vi) e~*17%3 Funktionsytan till tvava-
riabelfunktionen f(z,x2) fas darfor fran funktionskurvan till f(r) genom att rotera
denna runt den vertikala axeln. Vi ser speciellt att nivakurvorna f(z1,x9) = C ar
cirkelformade om f &r en radiell funktion.

Sats 5.8 (Radialformeln). Lat f(z1,22) = f(r) vara en kontinuerlig och begrinsad
funktion som dar radiellt symmetrisk och definierad pa cirkelringen D = {(z1,z5) €
R? ; a® < 23 + 23 < b*}. Da dr

//D F(ar, 22) daidry = 27 /abf(r)rdr, (5.7)

ddr den sa kallade Jacobifaktorn r ej dr att forglomma.

Bevis. Vi antar for enkelhets skull att envariabelfunktionen f(r) : (a,0) — R ar
en strikt vixande och positiv funktion, och att bade f och f~! #r kontinuerligt
deriverbara funktioner. Vi gor antagandet att f &r strikt vixande eftersom vi i be-
viset hir med hjélp av skivformeln behdver ha tillgang till den inversa funktionen
It (f(a), f(b)) — (a,b). Radialformeln (5.7) géller dock utan detta antagande,
vilket kan visas genom uppstyckning av omradet i mindre cirkelringar déar f(r) &r
monoton och genom approximation av en allmén kontinuerlig funktion med en kon-
tinuerligt deriverbar sadan. Vi avstar dock fran dessa detaljer hér eftersom vi ska
visa radialformeln i det allménna fallet i kapitel 8 med andra metoder.
Betrakta subgrafen

Q:=Gp(f) = {(z1,29,23) €ER® ; a® <23 + 25 < b, 0 < w3 < fay,72)}.
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Enligt skivformeln (5.4)

()
// f iL’l,Qfg d.fCld.Z'Q |Q’ / A(Z‘g) dl‘g,

dar A(x3) betecknar arean av tvarsnittet €2,, pa hojden x3. Vi ser att varje sadant

X5=f(e)

-F (X9) b7

tvarsnitt dr en cirkelring och dess area ar
b? — mwa? da 0 <3< fla
A(l’g) _ { ) 3 = f( )7

? — w(f M (x3))?, da f(a) <23 < f(D).
Detta ger att

f(a) f(®)
/ f(x1, z2) doidxe = / 7r(b2 — a2) dxs + / 7T(b2 — (f_l(lL'g))Q) dxs
D 0 f(a)
f(b)

= wb*f(b) — ma’ f(a) —7r/

f(a)

(f M) das = [z = f(r) ]
= wb*f(b) — ma®f(a) — W/ab r2 f'(r) dr

:waf(b)—7ra2f(a)—7r([r2f(r)} /ab2rf )—27r/f )rdr,

vilket visar radialformeln under de extra antagandena. U
Exempel 5.9. Betrakta den radiella funktionen
sin (v/2? + 23
f(x1,20) = \(/ﬁﬁ, D = {(zy,13) € R? ; 2% + 23 < (27)°}.
17T

Enligt radialformeln &r

r

2T :
/ f(x1, x) doydzy = 27T/ Sm(r)rdr = 27— cos(r)]a" = 0.
D 0
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Alltsa, om vi ser f:s graf som en mexikanarhatt, sa &r vattenvolymen som kan
ansamlas uppe pa brittet {m < r < 2w, f(r) < x3 < 0} lika stor som volymen uppe
i ovre delen av det inre av hatten {0 <r <7, 0 <x3 < f(r)}.

Anméirkning 5.10. Radialformeln ir ett specialfall av en mer allmén teknik som

kallas integration med avseende pa nivakurvor. I denna betraktar man en mer allméin
funktion r(x) dn r(x) = /27 + x3 som anvindes i radialformeln. Man far d& formeln

//f ) dardas = /f

dir v(r) :==|D,| och D, :={x € D ; r(x) < r} och det antas att D, = () och D, =
D. Denna formel anvénds for att integrera funktioner som ar konstanta pa pa varje
nivakurva till 7(x), precis som radialformeln anvénds for att integrera funktioner som
ar konstanta pa cirklar kring origo. I radialformeln var D, = {x ; a*® < z%+z3 < r?}
och diarmed v'(r) = 277,

6 Generaliserade positiva integraler

I detta kapitel betraktar vi generaliserade integraler [/, f p J(X) dridry, det vill siga
vi kréver nu inte lingre att funktionen f ska vara begransad och att mangden D
ska vara begrinsad. Vi kréver dock fortfarande att méngden D ska vara &ppen
och att funktionen f ska vara positiv och kontinuerlig (eller atminstone ha 6ppen
subgraf). Det visar sig ndmligen att teorin for generaliserade integraler blir nagot
mer komplicerad i fallet da f tillats viixla tecken. Teckenvixlande generaliserade
integraler behandlas dérfor enbart i Bilaga A.

Till skillnad fran enkelintegraler kan dubbelintegraler vara generaliserade pa ett
flertal olika sétt.

Exempel 6.1. Betrakta foljande generaliserade integraler.
(1)
//deldxg, D={xecR*;0<|x| <1},
e

dédr a > 0. Denna dr generaliserad i randpunkten 0 pa grund av att funktionen ej dr
begriansad vid denna punkt.

(ii)
1
/ — dxydx,, D={xecR*;0<z,<1,0<m,y <1},
D Ty

dar @ > 0. Denna ar generaliserad pa hela randlinjen 1 = 0, 0 < 25 < 1 pa grund
av att funktionen ej dr begrinsad vid denna linje.

(iii)
1
// —adl'ldl'g, D = {X € R? ; ’X‘ > 1}
p ||
Denna ar generaliserad pa grund av att integrationsomradet ej dr begrénsat.

(iv)

1
/ —d.fCld.Z'Q, l):{XE]R,2 ; $1>1,0<Z‘2<1/$%}.

g
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Aven denna #ir generaliserad pa grund av att integrationsomradet ej fr begrinsat.
(Men notera att D har éndlig areal!)

En av fordelarna med var integraldefinition jamforfért med Riemannintegralen

ar att att teorin hér i kapitel 2, 3 och 5 gar igenom i princip oférdndrad &dven
for generaliserade integraler. Lat oss peka ut vad som &r nytt vad géller matt och
integral.
Matt: Givet en ppen mingd Q C R3 (mojligen obegrinsad) ska vi definiera dess
matt. Som tidigare gor vi detta med hjélp av en speciell uttommande svit for 2, den
kanoniska sviten (U;)52,. Denna konstrueras som tidigare, med ett tilligg. Vi vill,
dven om (2 dr obegréinsad, att varje méngd U, i den den kanoniska sviten ska besta av
ett dndligt antal kuber. Detta har till f6ljd att det slutna héljet Uj blir en kompakt
méngd (vilket till exempel anvéindes i beviset for var grundliggande Sats 2.13). Lat
till exempel 2 = R? vara hela rummet. Da kommer i steg (ii) i konstruktionen av
U; uppenbarligen alla kuberna viljas och vi far U; = R?. Fér att forhindra detta,
anvinder vi for obegrinsade mangder €2 istéllet foljande urvalskriterium:

(ii") For att bilda U, vilj ut de kuber @ med sidlingd 277 fran steg (i) som ligger
i kuben
{(21,25,23) € R® ; [11] < j, |wa] <7, |as| < j}

och som #r sadana att Q C €, inklusive sidytor, kanter och horn.

Observera att det extra kravet blir svagare och svagare ju storre j blir (vi kunde
hir anvint vilket vixande f6ljd a; sadan att lim; .., a; = oo som helst istallet for
a; = j), och man inser att den kanoniska sviten, konstruerad pa detta modifierade
sétt, ocksa dr en uttommande svit for 2. Som tidigare definierar vi mattet av {2 som

9] = Tim |U].
j—00
Observera att det nu ar fullt mojligt att |Q] = oo.

Integral: En generaliserad integral av en positiv funktion kan nu definieras som
tidigare.

Definition 6.2. Lat D C R? vara 6ppen och lat f : D — R vara en positiv funktion
med 6ppen subgraf Gp(f). Da definieras integralen av f 6ver D som

/ /D F(x) daydes = [Gp (/).

Om [/, f(x)dzidz, < oo siiger vi att integralen &r konvergent. Ar integralen inte
konvergent sédger vi att den ar divergent.

Vi tillater har dven var funktion f > 0 att anta virdet oco. For dess subgraf
Gp(f) innebér f(ay,as) = oo att hela halvlinjen

{(33'1,.1'2,%3) € R3 , 1 = a1, g = G, T3 > O} C GD(f)
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Exempel 6.3. Den 6ppna och obegrinsade mingden {(z1,72) € R? ; |z1] < 1,0 <
xo < 1/|x1|} &r subgraf for envariabelfunktionen

Fay) = {1/|m1|, 0<|ai| <1,

00, 1 =0,

definierad pa intervallet (—1,1).
Tvéavariabelfunktionen som #r konstant oo pa hela R? har som subgraf halvrum-
met {(z1, 7, 73) € R ; 23 > 0}

Teorin i kapitel 2, 3 och 5 gar nu igenom for godtyckliga 6ppna méngder och
positiva funktioner med 6ppen subgraf. Eftersom vi i detta kapitel bara betraktar
positiva funktioner dr det bara teorin till och med Féljdsats 3.7 i kapitel 3 som &r
relevant hér.

Sats 3.5 (stavformeln) och Sats 5.1 (skivformeln) géller som de star for godtyck-
liga 6ppna mangder.

Foljdsats 5.4 (itererad integration) géller om forutsittningen ” f kontinuerlig och
begriansad” byts ut mot ”f > 0 och kontinuerlig” (eller mer allmént om f > 0
har 6ppen subgraf). Vidare forenklas beviset genom att del (ii) stryks. Vi far alltsa
foljande sats for generaliserade integraler av positiva funktioner.

Sats 6.4 (Tonelli). Lit f : D — R wara en positiv och kontinuerlig funktion pd en
dppen mingd D C R2. Definiera de éppna méingderna I C R och D,, C R samt
envariabelfunktionerna f,, och A som i Foljdsats 5 4. Da dr f., kontinuerlig och A
har éppen subgraf, och ffD (21, 22) driday = fI (1) dxq, det vill sdga

/ f([L‘l,[EQ) dl’ldl‘g :/< f(l’l,l'g) d[L‘Q) dl’l. (61)
D 1 Dy,

Denna formel for itererad integration av positiva funktioner gdller oavsett om inte-
gralerna dr konvergenta eller ej: integralen i hdgerledet dr konvergent om och endast
om integralen [, A(xy) dxy i hégerledet dr konvergent. Detta kan gilla trots att A(zy)
ar odndlig i vissa punkter!

Aven Sats 5.8 (radialformeln) géller under forutsittningen att f fr positiv och
kontinuerlig (men givetvis fortfarande radiell och definierad pa en, mojligen obe-
griansad, cirkelring).

Forutsatt att f > 0 kan vi nu rdkna som vanligt med itererad integration och ra-
dialformeln trots att integralen dr generaliserad. Blir resultatet dndligt &r integralen
konvergent, och blir resultatet oo &r integralen divergent.

Exempel 6.5. Vi vill berdakna den generaliserade integralen ffD W dzdxs,
dir D = {(z1,79) € R* ; || < 1,]z2] < 1,(x1,22) # (0,0)}. Med itererad

integration far vi

1 1 1
dzdx :/ / dzy | day,
/1, o e e ( ., (ol + [} ) 1
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dér D, = (—1,1) om 0 < |z1| < 1 och D,, = (—1,0) U (0,1) om x; = 0. Pa grund
av symmetri blir den inre integralen

1
1
A =2 = dre=2[-2 —1/211
(@) /0 (| + z)22 2 [=2(jar] + 22)™ 0

Az [TV = (] 1)), 0< o] < 1,
0, T = 0.

Aterigen pa grund av symmetri far vi genom att beriikna den yttre integralen

1 ! —-1/2 1
— dxidry = 2 4(x — (21 4+ 1)V dx
= 8[2y/T1 — 2Vx1 + 1} = 16(2 — V2).

Denna ridkning visar att en dubbelintegral kan vara konvergent trots att den inre
integralen vid itererad integration antar virdet oo i enstaka punkter. (Det ar ocksa
exempel som detta som dr huvudanledningen till att tillita oo som funktionsvérde.)
Om det kénns olustigt att integrera funktionen A(z;), som antar virdet co i 21 = 0,
kan man motivera rikningen ovan pa foljande sétt. Trunkera funktionen kring x; = 0
genom att sitta A;(z1) := min(A(z1), j) (vi hugger alltsa av toppen av A:s graf). Vi
beriknar sedan fj1 A;. Eftersom A; / A foljer av Lemma 3.4 att fj1 A — fjl A.

Ovning 6.6. Visa att de generaliserade integralerna i exempel 6.1 ér konvergenta
for foljande virden pa a och da har foljande vérde.

(i) Ar konvergent da a < 2 med virde 27/(2 — a).
(ii) Ar konvergent da a < 1 med viirde 1/(1 — a).
(iii) Ar konvergent da a > 2 med virde 27/(a — 2).
(iv) Ar konvergent da a > —1 med viirde 1/(1 + a).

Om det kinns olustigt att rdkna med generaliserade integraler kan man med
foljande tvilling till Lemma 3.4 berdkna den generaliserade integralen genom att
forst trunkera omradet D till mindre omraden D; som bildar en uttémmande svit
for D och som ér sadana att integralerna [ D, f(x) dz1dzy €] ar generaliserade, varpa
man later j — oo.

Lemma 6.7. Lit D C R? vara en dppen mingd och ldt (Dj);’io vara en uttdmmande
svit for D. Antag att f : D — R dr en positiv funktion som har dppen subgraf dver
varje D;. Da har dven f oppen subgraf over D och

//D.f(x) dvrdr; — //D f(x)dwides,  dd j — oo
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Beuvis. Enligt definitionen av dubbelintegralen ser vi att vi behover visa att

|G, (Nl — 1Gp(f)I-

[e.9]

Enligt férutsdttningarna r varje mangd Gp, (f) oppen. Vidare foljer av att (D;)52,
dr en uttommande svit for D att (Gp,(f))32, dr en uttdommande svit for Gp(f)
(varfor?) och att denna &r 6ppen. Genom att anvinda Sats 2.13 far vi déarfor att

//Dj f(x) dzydas = |Gp, ()] — |Gp(f)| = //D £(x) dz1das,

vilket skulle visas. [

Exempel 6.8. T exempel 6.1(i) 4r det naturligt att trunkera omradet till D; = {x €
R? ; 1/j < |x| < 1}. Vi berdiknar med hjilp av radialformeln den icke-generaliserade
integralen

L ' 27 /(2 — dia<?2
// —— dryday = 27r/ pimagy o P2 —a), daa<2,
Dj |X|a 1/] oQ, da a Z 2

Eftersom (D;)32, &r en uttdommande svit for D kan vi fran Lemma 6.7 dra slutsatsen
att integralen 6ver hela D ar konvergent om och endast om a < 2 och da har virdet
27/(2 — a).

F'or en generaliserad integral dr det ibland inte nodvandigt att berdkna dess ex-
akta viarde. En viktig fraga dr huruvida integralen ar konvergent eller divergent.
Dessutom kan integralens exakta virde vara svart att berikna och da ar det an-
vandbart att ha tekniker fér att bestdmma om integralen adr konvergent eller inte,
utan att behova berdkna dess exakta virde. For generaliserade integraler av positiva
funktioner ar det féljande jamforelsekriterium som man framst anvinder sig av.

Sats 6.9 (Jamforelsekriteriet). Lat f : D — R och g : D — R wara tvi positiva
funktioner med dppna subgrafer. Da gdller att

(i) om [[,g(x)dxidzy dr konvergent och f < g, si dr dven [, f(x)dridz,
konvergent, och

(i) om [[,, g(x)dxiday dr divergent och g < f, s ar dven [[;, f(x)dzidzy diver-
gent.

Bevis. Notera att (i) och (ii) sdger precis samma sak (varfor?). For att visa (i)
noterar vi att 0 < f < g &r ekvivalent med Gp(f) C Gp(g), vilket medfor att

//D f(x) dzidws = [Gp(f)] < |Gpl9)] = //D 9(x) dz1dz,.

Detta visar jamforelsekriteriet (varfor?). O

I jamforelsekriteriet dr det integralen av f som vi vill avgora konvergensen hos,
och g &r en "enklare” hjalpfunktion som vi jamfor med.
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Exempel 6.10. Vi vill avgora for vilka virden pa a > 0 som

1
————— dx1dzs
//0<x<1 arctan(|x|?)

konvergerar. Notera att integralen dr generaliserad i x = 0 och skriv ¢t = |x|*. Nira
t = 0 vet vi fran envariabelanalysen att arctan(t) ~ ¢, och pa grund av exempel 6.1(i)
ar det darfor troligt att var integral &r konvergent da a < 2. For att visa detta
anvander vi oss av jamforelsekriteriet.

(1) Lat forst a > 2. Vi vill visa att var integral av f(x) = 1/arctan(|x|*) &r
divergent och anvéinder oss déarfor av (ii) i jamforelsekriteriet med

9(x) = 1/|x]".

Eftersom arctan(t) <t for t > 0 (rita!) ser vi att f > g. Detta visar divergensen.

(2) Lat nu a < 2 och forsok anvéinda (i) i jamforelsekriteriet for att visa att inte-
gralen av f &r konvergent. Tyvérr géller som visagi (1) inte f < g utan f > g. Detta
problem gar dock liatt att 16sa: kom ihag standardgransvirdet lim; o arctan(t)/t = 1.
Detta visar att for sma ¢ = |x|%, vilket ar vad vi dr intresserade av, s& ar f < g. For
att gora detta rigorost, kan vi gora sa hér. Eftersom arctan(t)/t — 1 da ¢ — 0, finns
speciellt 6 > 0 sa att arctan(t)/t > 1/2 da 0 < t < 0, det vill sdga arctan(t) > t/2
for dessa t. (Genom en funktionsundersokning av arctan¢ kan man mer precist visa
att arctan(t) > It for alla 0 < ¢ < 1.) Vi ser nu att f(x) < 2g(x) da 0 < [x| < 6/
Eftersom integralen bara dr generaliserad i x = 0, ricker det att visa att

1
// L iala d.ﬁCldl’g
0<|x|<s1/e arctan(|x|?)

ar konvergent. Uppenbarligen har dven den nagot stérre funktionen 2g en konvergent
integral éver {x ; 0 < |x| < §'/¢}. Enligt jamforelsekriteriet visar detta konvergen-
sen av f:s integral.

7 Nollmingder och uppdelning av integraler

Amnet for detta kapitel dr nollméngder, det vill siga mingder med matt 0. En
typisk nollmiingd i R® &r en yta (volym=0), i planet en kurva (area=0) och pa
linjen punkter (lingd=0). Vid integration &r nollméngder forsumbara. Kom ihag
fran envariabelanalysen att enkelintegralen

(x)dx = f(z)dz.
[a,b] (a,b)
Detta dr sant eftersom tvapunktsméngden {a, b} = 0(a, b) = 0la, b] ar en nollméngd,
och underforstas till exempel i notationen fab f(z)dx.

Definition 7.1. En mingd N (i rummet, planet eller pa linjen) sigs vara en
(Lebesgue-) nollmdngd om for varje € > 0 finns en 6ppen méangd 2 sadan att N C
och |Q] <.
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Anmairkning 7.2. Huruvida till exempel en plan mingd ar en nollméangd beror
pa om den ses som en delméngd av planet eller rummet. Till exempel enhetsskivan
ar ingen nollméngd i planet (den har ju arean m). Diaremot ar N := {(xy, 29, x3) €
R? ; 22 + 22 < 1, z3 = 0} en nollmiingd i rummet (den kan stéingas in i en Gppen
cylinder © med radie 1 och hojd 2e, vilkens volym kan goras godtyckligt liten).

For att visa att en given méngd &r en nollmingd anvinds framforallt foljande.

Sats 7.3. (i) Om N ar en nollmingd si dr varje delmangd N' C N ocksd en
nollmdngd.

(ii) Om Ny, No, N3, ... dr en uppriknelig (eller andlig) foljd av nollmangder, sd dr
unionen N = U(;il Nj ocksd en nollmdngd.

(iii) Om f: D — R dr en kontinuerlig funktion pd en dppen mingd D sda dar dess

graf
N = {(z1,22,73) € R® ; (z1,22) € D, 23 = f(21,22)}

en nollmdngd. Detta dr dven sant om [ dr en funktion av variablerna (1, x3)
eller (xq,x3). Aven grafen till en kontinuerlig envariabelfunktion pd en dppen
mdngd dr en nollmdngd i R2.

Bevis. Beviset av (i) lamnas som 6vning at lisaren. For att visa (ii) later vi € > 0
vara givet och tar for varje heltal j > 1 en éppen méngd §2; sadan att N; C €2; och
|©2;] < 277€e. Detta kan goras eftersom varje N; ér en nollméngd. Bilda den &ppna
méangden ) := Uj‘;l €2;. Genom upprepad anvindning av Foljdsats 2.15 ser vi att

(Visa den sista olikheten genom att anvinda formeln for den geometriska summan!)
Vidare bildar de &ndliga unionerna (2; U ... U Q)22 en uttémmande svit for den
upprikneliga unionen 2. Sats 2.13 visar darfor att

1Q :klim QUL Uy Sklim(l—2_k)e:e.

Eftersom Q = (J;Z, € &r en 6ppen omgivning av N = [J;2, N; foljer det att N ar
en nollméingd.

(iii) Vi kan anta att D &r en begrinsad miangd. Om sa ej ar fallet skriver vi
namligen D = U;’;l D; som en uppriknelig union av éppna och begriansade mangder
D;. Om Nj betecknar grafen av f 6ver D; sa foljer det att N = Uj‘;l N;. Har vi nu
visat att varje N; dr en nollméingd sa foljer av (ii) att N &r en nollméngd.

Givet € > 0 och en kontinuerlig funktion f : D — R pa en 6ppen och begrinsad
mingd D C R?, stinger vi in dess graf N i mingden

Q:={(x,23) € R’ ; |w5 — f(x)| < e}.
For att visa att €2 4r en O0ppen méingd skriver vi

Q={(x,23) € R® ; 23 < f(x) +e}N{(x,23) € R’ ; 13 > f(x) — €}
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Att den forsta miangden &r 6ppen foljer pa samma sétt som i Lemma 2.3 (skillnaden
ar vi hir inte kriver att x3 > 0). Analogt visas ocksa att den andra méingden &r en
Ooppen méngd, och salunda &r dven {2 6ppen.

For att uppskatta mattet av  anvinder vi stavformeln (3.1), vilken ger

Q| = // 2e drydxe = 2€|D)|,
D

dér vi dven anvint Sats 2.10. Eftersom D &r begrénsad ar |D| < oo och dérfor kan
|Q2] goras godtyckligt litet genom att vélja e litet. Detta visar att f:s graf &r en
nollméangd. ]

Exempel 7.4. Lat oss med Sats 7.3 visa att enhetssfiren N = {x € R?® ; |x| = 1}

ar en nollméngd. Betrakta den kontinuerliga funktionen f(z1,22) = /1 — 2% — a3

definierad pa den 6ppna enhetsskivan z? + 23 < 1. D4 dr N en delmiingd av till
exempel unionen av graferna till f, —f och den konstanta funktionen 0 (vars graf
ar xyzo-planet, och speciellt innehaller enhetscirkeln dér). Genom att anvéinda (i),
(ii) och (iii) i satsen ser vi att N &r en nollméngd.

Lemma 7.5. Lit N vara en nollmingd i R®. Da dr méingden
N xR:={(x,73) €R* ; x€ N, 73 € R}
en nollméngd i R3.

Bevis. Genom att skriva R som en union av begrénsade intervall ser vi av Sats 7.3(ii)
att det ricker att visa att N X (a,b) ar en nollméngd. Eftersom N antas vara en
plan nollméngd finns det, givet € > 0, en Oppen plan mingd D sadan att N C D
och |D| < e. Betrakta nu den 6ppna méngden (varfor?) D x (a,b) som innehaller
N x (a,b). Av Sats 2.10 foljer att

|D x (a,b)| = (b—a)|D| < (b— a)e,

vilket kan goras godtyckligt litet genom att vélja e litet. Detta visar att N X (a, b)
ar en nollméngd. O]

Vi visar nu att nollmingder ar férsumbara vad géiller matt och integration.

Sats 7.6. Lat Q2= Q. UQU...UQUN wvara en dppen mdangd, dir q, ..., dr
dppna och parvis disjunkta méangder, det vill siga Q; N = 0 dd i # j, och N dr
en nollmangd. Da dr

Q] =[] + Q] + ... + |l

Bevis. Lat ¢ > 0 och tag en ppen miingd  sadan att N C Q och |Q| < e. Eftersom
QU.. .U CQCQU...UQUQ,
foljer det genom upprepad anvindning av Foljdsats 2.15 att
Q4.+ ] <NQ <]+ 4 Q%] e

Later vi hdr € — 0 foljer satsen. O]
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Foljdsats 7.7. Antag att f : D — R dr en kontinuerlig och begrinsad funktion pa
en dppen och begrinsad mingd D C R?. Antag vidare att D kan delas upp

D=D,UDyU...UD,UN,

dar D, ..., Dy dr dppna och parvis disjunkta mdangder och N dr en nollmangd. Da

ar
// f(x) dridey = / f(x)dridey + ... + / f(x) dzqdx,.
D Dy Dy,

Detta gdller dven for generaliserade integraler om vi antar att f > 0.

Bevis. Genom den vanliga reduktion genom uppdelning av f i positiv och negativ
del, ser vi att vi i fallet av en icke-generaliserad integral kan anta dven dar att f > 0.
Det foljer av forutsittningarna (hur?) att vi har uppdelningen

Gp(f) =Gp,(f)U...UGp,(f)UN

av subgrafen, dar N cCN X R. Enligt Lemma 7.5 & N X R en nollmidngd och
detsamma géller darfor for N. Sats 7.6 ger nu att

Go(N] =[G, (N + - +1Gp ()],

vilket skulle visas. [

Anmairkning 7.8. Genom att anvinda Sats 2.13 pa liknande sdtt som i beviset av
Sats 7.3(ii) 4r det enkelt att visa att satsen och hjilpsatsen ovan dven giller for en
uppdelning av méngden i odndligt manga 6ppna delmingder samt en nollméngd,
det vill siga da k = oo.

Foljdsats 7.7 ger oss en anvandbar “klippa-och-klistra” teknik for att berdkna
integraler. Féljande exempel visar hur man kan anvinda den.

Exempel 7.9. Vi berdknar dubbelintegralen
//D(a:f + 22) dx1dx,, D={xecR?; |z <1, |m| <1, 22 +23 > 1},

(rita upp omradet!) genom att lagga till och dra ifran halet. Infér méngderna

Dy ={x € R?; |z1| < 1, |z < 1},
Dy :={x € R? ; a3 + 25 < 1},
N:={xecR?; 22 +25=1, 1, #0, 25 # 0},

sa att Dy = DU Dy U N, diar N &r en nollméngd. Foljdsats 7.7 visar darfor att

// (2] + 23) drydog = // (z] + 23) dx1drg — // (z] + 23) dx1dxs.
D D, Do

Den forsta integralen, eftersom D; dr en axelparallell kvadrat, dr enkel att berdkna
med itererad integration och har véirdet 8/3 (visa!) medan den andra integralen,
eftersom Dy ar enhetsskivan och funktionen ar radiell, enkelt berdknas med radial-
formeln till 7/2 (visal). Var sokta integral har alltsa vardet 8/3 — 7/2. (Kontroll:
funktionen var positiv sa 8/3 — /2 > 0, eller hur?)
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Med hjilp av nollmédngdsbegreppet, kan vi naturligt definiera integraler av funk-
tioner som inte ar helt kontinuerliga 6ver mangder nagot mer generella édn de 6ppna.

Definition 7.10. Lat f : £ — R vara en positiv funktion definierad pa en mingd
E C R? Antag att £ = DU N dir D &r éppen och N ér en nollmingd, och att
restriktionen f : D — R ar kontinuerlig. Da definierar vi dubbelintegralen av f Gver

E som
/ [E F(x) daydes == [Gp (/).

Som tidigare definierar vi integralen av en teckenvixlande funktion, under férutsitt-
ningen att f och E #ven dr begrinsade, genom uppdelning f = f* — f~ i positiv
och negativ del som

//Ef (x) derdas = |Gp(f+)] — [Go(f 7).

Exempel 7.11. Med denna definition ar till exempel alltsa

// T1Xo drida, = // T12o dxdxs,
0<z1<1,0<x2<1 0<z1<1,0<22<1

3, da |x| <1,

och om f(x) = { ar

/(22 +2%), dal<|x| <2,

/ f(x) dzidxy = // 22 drydxy + // 1/(2? + 23) dydzs.
|x|<2 |x|<1 1<|x|<2

Vi ska inte vidare utveckla detta mot &nnu mer allménna mangder och funktioner
eftersom detta dr dmnet for en kurs i Lebesgueintegrationsteori. I stéllet fortsétter
vi att enbart integrera 6ver 6ppna méngder eftersom vi i detta kapitel har lart oss
att nollmangder inte spelar nagon roll nir det galler matt och integraler.

Vi avslutar detta kapitel med en sats som forberedelse for de féljande kapitlen.

Definition 7.12. Antag att f : D — R &r en funktion pa en 6ppen och begrinsad
mingd D C R2. Antag vidare att D ir uppdelad i delmiingder

D=D,UDyU...UD,UN,

dar Dy, ..., Dy dr Oppna och parvis disjunkta méngder och N dr en nollméngd.
Antag vidare att for var och en av delmédngderna D; ar vald en punkt x; € D; N D.

D4 kallas summan
k

> F(x;) 1Dy

j=1
en Riemannsummea till f i D.
Motiveringen till att betrakta Riemannsummor ar att, precis som for enkelinte-

gralen, dr dubbelintegralen ett griansvarde av Riemannsummor da uppdelningen av
D forfinas odndligt mycket.
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Sats 7.13. Lit D wvara en begrinsad dppen mdingd och antag att f : D — R dr
kontinuerlig pa det slutna héljet av D. Da finns for varje € > 0 ett § > 0 sadant att

Zk;f(xj) Dl = //D f(x) dzydz,

for varje Riemannsumma med uppdelning D = Dy U Dy U ... U Dy UN sa fin att
diametern

<e€

diam(D;) := sup |y —x| <,
x7yEDj

for varje delmingd D;. (Ezakt vilka punkter x; vi vdiljer har alltsa ingen betydelse
hér.) Vi skriver detta som att

Zk;f(XjHDH —>//Df(X) dzidzs

J=
da uppdelningens finhet gar mot noll.
Beuvis. Enligt Foljdsats 7.7 ar

[ 60 dwe. = i Il 109

Eftersom D; &r liten och f dr kontinuerlig &r f(x) ~ f(x;) da x € D,. For att visa
detta rigorost behover vi anvinda det faktum att f ar likformigt kontinuerlig. Detta
ir sant eftersom f antas vara kontinuerlig pa den kompakta (varfor?) mingden D,
vilket medfor att f #r likformigt kontinuerlig pa D, och da speciellt pa D. Lat nu
e > 0. Eftersom D &r begrinsad ar dven €/|D| > 0, si det finns § > 0 sddant att

1f(ly) — f(x)| <€/|D|, for varje x,y € D sadana att |y — x| < 0.

Betrakta nu en Riemannsumma med uppdelning D = D; U DyU...U D, UN sa fin
att diam(D;) < ¢ for varje delmingd D;. Da &r enligt ovan |f(x;) — f(x)| < €/|D]|
for varje x € D;. Vi far

gﬂxj) D= [ 160 dode,
Eij [ 105 dod - 2: [ rasite

Z [ 160 = o0 < Z [, 1760 = s
- Z//D 1y oz = ;ﬁw ~

dar vi har anvint triangelolikheten, bade fér summor och integraler. Detta visar
satsen. O




36 Andreas Axelsson, Lund 2006

8 Variabelbyten i dubbelintegraler

Precis som for enkelintegralen, kan vi dven byta variabler i dubbelintegralen, vilket
ar huvudtekniken jimte itererad integration for att berdkna dubbelintegraler. Vi
ska hér presentera den allménna formeln for variabelbyten i dubbelintegraler for att
sedan bevisa den for de tva vanligaste bytena: linjira variabelbyten och det polira
variabelbytet. For beviset i det allméinna fallet (dven for multipelintegraler) hianvisar
vi till Boiers—Claesson [1].

Lat oss borja med att skriva upp formeln for variabelbyte i enkelintegraler pa
ett sdtt som lampar sig for generalisering till dubbelintegralen. For att berdkna
enkelintegralen [ f(z)dx av en kontinuerlig och begréinsad funktion f antar vi
givet en variabelbytesfunktion ¢ : (o, ) — (a,b) som vi ska anvinda for att byta
den "gamla” variabeln z = ¢(y) mot den "nya” variabeln y. For att ¢ ska ha en invers
funktion ¢! : (a,b) — («, 3) antar vi att ¢ ir stringt monoton, det vill siiga striingt
vixande eller stringt avtagande. Vidare kriiver vi att ¢ och ¢t~! #r kontinuerligt
deriverbara. Da géller variabelbytesformeln

(z) do = Ftw)) 14] dy. (8.1)
(ab) ()

Notera absolutbeloppen runt derivatan. Att hogerledet &r detsamma som i envari-
abelanalysen ser vi sa hiar. Om ¢ dr en vixande funktion adr derivatan positiv och
hogerledet blir darfor ff f (t(y))j—; dy som vanligt. Ar diremot ¢ en avtagande funk-
tion hander tva saker: dels dr derivatan negativ och dels dr b = t(a) och a = t(5),
det vill séiga grinserna kastas om. A andra sidan &r hogerledet i (8.1) nu

8 o
| rto) ~ydy= [ s &ay
o B

I bada fallen ser vi att (8.1) stimmer 6verens med formeln (4.1) fran envariabelana-

b %X px xX=t(y)
5 |/

Ax ~stor
A &
L y. | IA‘G
‘0( -] —— g
U(;e,n/ Atﬁ Y (3

lysen. Fordelen med formuleringen (8.1) &r att den positiva faktorn |j—;\, oavsett om

t dr vaxande eller avtagande, kan tolkas som den lokala lingdforstoringen Az/Ay
som t medfor kring punkten x = t(y).
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I fallet av en dubbelintegral [[, [(x) dzydz, antar vi analogt givet en variabel-

bytesfunktion T : D — D, som avblldar punkter y = (y1,42) € D C R? i det "nya”
omradet pa punkter x = (SL’l,Q?Q) € D c R? i det "gamla” omradet. Eftersom 7" #r
ett variabelbyte antas T' vara en bijektiv funktion, det vill sédga for varje x € D finns
ett y € D sadant att x = T'(y) (T ar surjektiv) och detta y ar unikt (7" ar injektiv).
(I envariabelfallet var ¢ injektiv eftersom den var stringt monoton.) Vidare &r nu
funktionen T' vektorvard, och vi skriver

(z1,22) = T'(y1,92) = (t1(y1,92), ta(y1, 42)),

dar de tva skaldra funktionerna ¢; : D — R ér Tis komponentfunktioner. Eftersom
T : D — D ir bijektiv, existerar det en invers funktion 7! : D — D. Vi antar
hir att bade T och T & C'- funktioner, det vill siga alla atta partiella deri-
vator gtl och a(t _)l D

Vamabelbytesformeln for dubbelintegraler lyder

//f ) dxidxs = //f ) |Jr(y)| dyrdys. (8.2)

Faktorn J(y) = Jr(y), som ersitter derivatan < d—y, kallas Jacobianen (alternativt

Jacobideterminanten eller funktionaldeterminanten) for variabelbytet 7. Denna de-
finieras som determinanten

8t1 8t1

_ Oy1  Qy2 | _ Ot1 Ota _ Ota Ot1

Jr(y ) det Oty Ota | ™ Oy1 Oy2  Oy1 Oy2”
oy1  Oy2

existerar och ar kontinuerliga funktioner pa D respektive D.

Precis som for enkelintegralen dr den geometriska betydelsen av |Jr| den mattfor-
storing som 7" medfor. For dubbelintegralen &r det alltsa fragan om areaférstoring.

Exempel 8.1. Det polira variabelbytet ar
xT1 =T COS P,
{:):2 = rsin ¢y,
dér vi skriver (r,¢) istéllet for (yi,y2) for de nya koordinaterna. Detta beskriver en

vektorvird funktion (z1,x9) = T(r, ) med komponentfunktioner ¢1(r, ) = rcos¢
och ta(r, p) = rsin . Jacobianen blir hir

Jr(r,p) = det {

Vi aterkommer i kapitel 8.2 till det polara variabelbytet.

cosp —rsine

. =rcos’p+rsin®p =r.
singp 7rcosp
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For att anvénda variabelbytesformeln (8.2) for dubbelintegraler, ar det alltsa tre
saker att berikna, givet den "gamla” integralen [[, f(x)dx1dz, och variabelbytet
T.

(i) Det nya omradet D behover bestimmas. Detta kan till exempel goras s att
man sitter in x; = t1(y1,y2) och x2 = ta(y1,y2) i olikheterna for variablerna
x1 och x5 som bestdmmer D och tolkar de olikheter for variablerna y; och s
som man far.

(i) Man behover byta ut variablerna (z1,z2) mot (y1,y2) i funktionen f. Om till
exempel f(z1,72) = 2?2 + 22 far man for det polira variabelbytet f(T(r, ¢)) =
r2. Notera att for den sammansatta funktionen f(7T'(y;,v2)) anvinder man ofta
den praktiska, men ej formellt korrekta, beteckningen f(y1,y2).

(iii) Man behover ridkna ut Jacobianen Jr(y). Glom ej att ta absolutbeloppet av
denna.

8.1 Linjara variabelbyten

I detta avsnitt visar vi variabelbytesformeln (8.2) i fallet da 7" &r ett linjért varia-
belbyte. Detta innebér att vi antar att

T2 a1 Q22] |Y2 a21Y1 + A20ya |’

dar A &r en konstant inverterbar 2/2 matris. For detta variabelbyte ar alltsa Jaco-
bianen Jr = det A # 0 ett konstant tal. (I allmédnhet beror Jr pa y.) Notera ocksa
att loser vi ut y, far vi

y:A_1X: 1 Q2  —A12| [T1
det A |—a21 ann T

enligt Cramers regel. Den inversa funktionen y = 7~!x ir alltsa dven den linjir.
For att visa variabelbytesformeln for linjira 7" &r det anvindbart att forst studera
hur en tredimensionell linjar avbildning

bi1 bz bi3 U1
S(y) =By = [ba1 ba Dbaz| |y
bs1 b3y bss Y3

forindrar volymen av en éppen mingd Q C R?, speciellt en subgraf. Vi antar #ven
hir att S ar inverterbar, det vill siga det B # 0.

Sats 8.2. Lit Q vara en éppen mingd och lat S(y) = By vara en inverterbar linjar
avbildning. Da dr bildmdangden

S(Q) :={x; x=S8(y) for nagot 'y € Q}

oppen och har mdttet

1S(Q)] = | det Bl |€], (8.3)
ddr | det B| betecknar absolutbeloppet av talet det B.
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Vi vintar med beviset for Sats 8.2 till slutet av detta kapitel och ser forst hur
satsen kan anvindas.

Foljdsats 8.3. Lit S(y) = By wara en isometrisk avbildning (vilket ar ekvivalent
med att B dr en ortogonal matris). Da dr

1S = 19

for varje éppen maingd @ C R3. Detta innebdr speciellt att mattet dr rotationsinva-
riant eller ekvivalent att det dr oberoende av wvilket cartesiskt koordinatsystem man
anvinder for R3.

Beuvis. Ortogonala matriser har determinant £1. O]

Vi noterar ocksa en anvindbar rikneregel for dubbelintegraler som vi &nnu inte
tagit upp.

Sats 8.4. Lat f : D — R wvara en kontinuerlig funktion pa en dppen mdngd D. Om
a € R dr en konstant sa dr

//D af(x)dridry = a//D f(x) dzydz,.

Bevis. Pa vanligt séitt reducerar vi till fallet f > 0 och vi kan dven anta att a > 0.
For sadana f och « ser vi att vad vi behdver visa ar att

|Gp(af)| = alGp(f)l-

Vi later  := Gp(f) och noterar att en punkt (y,y3) € R? tillhér Q da y € D och
0 < y3 < f(y). Betrakta nu den linjara avbildningen (x,z3) = S(y,ys3) := (¥, ays),
det vill siga x =y och 3 = ays. Dess matris ar

1 00
B=101 of,

0 0 «
och vi ser att det B = «. Vidare bestar bildmangden S(2) av de punkter (x,z3) =
(y,ays) sadana att y € D och 0 < y3 < f(y), det vill siga x € D och 0 < z3 <
af(x). Alltsa dr S(2) = Gp(af). Sats 8.2 visar déarfor att

Go(af)] = [S(Q)] = [det B[] = «[Gp(f)],
vilket skulle visas. O
Slutligen visar vi variabelbytessatsen for linjara avbildningar.

Sats 8.5 (Linjdra variabelbytessatsen). Lit x = T'(y) = Ay wvara ett linjirt varia-
belbyte mellan éppna mdngder, sigT : D — D. Da dr

//D f(x) dwrdzz = | det Al //f) F(T(y)) dy.dy;

om f: D — R ar kontinuerlig.
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Beuvis. Pa vanligt sitt reducerar vi till fallet f > 0. For sadana f ser vi att vad vi
behover visa ar att

[Go(f)] = |det A [G5(f o T,
dir (foT)(y) = f(T(y)). Notera att en punkt (y,ys) € R? tillhor subgrafen G3(f o

T)day € Doch 0 <ys < f(T(y)). Lat nu Q := Gx(f oT) och lat S vara den
tredimensionella linjara avbildningen

<X7 ZL’3) = S(y7 y3) = (AYa y3)7
det vill sdga x = Ay och z3 = y3. Matrisen B som representerar S ar salunda

ann az 0
B = |an azx 0 )
0 0 1

speciellt dr det B = det A. Vidare bestar bildméngden S(2) av de punkter (x,z3) =

(Ay,ys) sadana att y € D och 0 <y < f(T(y)), det vill siga x € D och 0 < 23 <
f(x). Alltsa ar S(Q) = Gp(f). Sats 8.2 visar darfor att

|Gp ()] =1S(Q)] = |det B| || = [det A| |G(f o T)],
vilket skulle visas. O]

Exempel 8.6. Betrakta dubbelintegralen

// T1T9 d(lfldl’g,
D

dér D ar parallellogrammet med hérn i (—2,0), (2,—2), (5,—1) och (1,1). (Rital)
Vi translaterar forst dubbelintegralen med variabelbytet =} = x1 + 2, 2, = o,
vilket forflyttar hornet (zq,x2) = (—2,0) till origo, och de 6vriga hornen till (4, —2),
(7,—1) och (3,1). Harnést beskriver vi tva metoder for att konstruera ett linjért
variabelbyte som avbildar detta parallellogram pa en axelparallell rektangel i det
nya koordinatplanet y,y,.

(1) Bestam de tva kantvektorerna fran origo till de tva nirliggande hérnen, vilka
hér ar (4, —2) och (3, 1), och bilda den matris som har dessa vektorer som kolumner.
Enligt detta recept betraktar vi variabelbytet

! =14 3
{x}] = { 4 3] {yl} , eller ekvivalent =1 Y1t Sy
Ty =2 1] |y Ty = =2y + Y.

Konstrueras variabelbytet utifran hornpunkterna i xjx)-planet pa detta sétt, kom-
mer alltid det nya omradet Di y1y2-planet bli kvadraten med horn i origo, (1,0),
(1,1) och (0,1). For att se detta noterar vi forst att hornpunkterna avbildas pa
detta sitt (eller hur?). Dessutom géller det alltid for linjira avbildningar att pa-
rallellogram avbildas pa parallellogram (jamfor med motsvarande tredimensionella
resultat i (8.5) nedan), vilket visar att omridet D maste vara kvadraten med de
givna hornen.
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Med variabelbytessatsen far vi nu

// 1129 dridag = // (2} — 2)a, da dx,
D D

=10 //~ (4y1 + 3y2 — 2)(—2y1 + yg)dyldyg
D

1 1
35
= 10/ (/ (—8yi + 3y5 — 2y1y2 + 4y1 — 2y2)dy1> dys = ... = -3
0 0

(2) Ett alternativt sitt att finna lampligt variabelbyte &r foljande. Vi bestimmer
forst ekvationerna for de tva sidlinjer till parallellogrammet i x| x)-planet som gar
genom origo. Dessa ses vara x, = /3 och z, = —x/ /2, det vill sdga =] — 3z, =0
och 7} 4+ 2z, = 0. Genom att sétta in det till origo motstaende hoérnet (7,—1) i
bada ekvationernas vinsterled far vi de tva 6vriga sidlinjernas ekvationer. Vi ser att
parallellogrammet D’ i 2} x-planet beskrivs av 0 < 2} —3x4 < 10 och 0 < 2 4225 <
5. Ett lampligt variabelbyte ar darfor

— ! 3 / _ /
s 55/1 xf’ eller ekvivalent {yl] = [1 3] [x}} : (8.4)
Yo = Ty + 225, 12 Ty

vilket ger integrationsomradet D = {(y1,72) € R2 ; 0 <y, < 10, 0 < y5 < 5}. For
att kunna anvinda Sats 8.5 med detta variabelbyte, méaste vi forst 16sa ut z} och x:

-1 A )

Variabelbytessatsen ger nu att

// 1129 dridag = // (2} — 2)al, da dx,
D D’

_ % / /D (291/5 + 3y2/5 — 2)(=y1/5 + /5)dyndys

5 10
= 5—13 i (/O (=207 + 3y — y1y2 + 10y — 10y2)dy1> dyp = ... = — .
Avslutningsvis noterar vi att en férdel med metoden (1) &r att vi hir direkt far z/,
xh uttryckta i y;, yo som Onskat, medan det inversa sambandet fas i (2). For att
jamfora de tva metoderna, notera att raderna i matrisen i (8.4) geometriskt tolkas
som normalvektorer till sidlinjerna, medan kolumnerna i matrisen i (1) &r parallel-
logrammets kantvektorer. Vi ser ocksa att kolumnerna i den inverterade matrisen i
(2) ar parallella med kolumnerna i matrisen i (1). Detta géller allmént, inte bara i
detta exempel. (Varfor?)

Exempel 8.7. Vi 6nskar berdkna

// ) dlEldl'Q,
D
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dér D ar det inre av triangeln med horn i (0,0), (1,1) och (—1,2) (rita triangeln!).
Vi kan berdkna denna integral med itererad integration direkt. Nackdelen dr dock
att vi behover dela upp integralen i tva med Foljdsats 7.7 vare sig vi viljer att
integrera forst med avseende pa x; eller zo. Lat oss integrera forst med avseende pa
x1 (eftersom integranden x, &r konstant med avseende pa z4). Vi far

1 Z2 2 3—2x9
// i) dl’ldl'g = / (/ T dfﬂl) dxg +/ </ ) d$1) de
D —xz2/2 1 —x2/2
2

0
1 2 2 2 3
375 3T 1 3ry; T 3
_ d 322 ) pgdpy = — + | 222 -2 =2
2 x2+/1( 2)962“;2 2+[2 2], 72

1

For att slippa uppdela integralen kan vi alternativt gora ett variabelbyte. Till ex-
empel kan vi 6verfora kantvektorerna (1,1) och (—1,2) till basvektorerna (1,0) och
(0,1) i det "nya” y;y.-planet genom att gora det linjira variabelbytet

ol A B e e A

Genom detta val av variabelbyte far hornpunkterna x = (0, 0), (1,1) och (—1,2) nya
koordinater y = (0,0), (1,0) och (0, 1). Eftersom linjdra avbildningar avbildar linjer
pa linjer foljer det att det nya omradet D blir precis det inre av triangeln med hérn
i (0,0), (1,0) och (0,1). Vidare &r det A = 3 vilket ger

1 1-1
// T d(L’ldIQ = 3//~(y1 + 2y2) dyldyg = 3/ (/ (y1 + 2y2)dy2> dyl
D D 0 0

= 3/0 (1n(1—y1) + (1 —3n)?)dyr = 3/0 (1 —wy)dy, = k

57
aterigen.

For att visa Sats 8.2 noterar vi forst att det riacker att visa den for kuber Q.
Kom ihag fran linjér algebra att for linjara avbildningar S géller att om @) ar en
parallellepiped (speciellt om @ ar en kub) si dr bilden S(Q) av @ under S dven den
en parallellepiped. Namligen, om

<V1,V2,V3> = {)\1V1 +>\2V2+/\3V3 ; 0< /\1 < 1, 0< )\2 < 1, 0< )\3 < 1}
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betecknar den parallellepiped som tre linjért oberoende vektorer vi,vs, vy € R?
spanner upp, sa ar

S<<V1,V2,V3>) = {S()\1V1 + )\2V2 + >\3V3) ;0 < )\k < 1}
= {)\15(V1) -+ /\QS(VQ) + AgS(Vg) ;0 < A < 1} = <S(V1), S(Vg), S(V3)>, (85)

enligt definitionen av att S &r linjar.

Lemma 8.8. Ldit S vara en inverterbar linjir avbildning. Om (8.3) gdller for alla
dyadiska kuber Q = Q, sd gdller (8.3) dven for varje dppen mdngd.

Bevis. Lat ) vara en 6ppen mingd och betrakta dess kanoniska svit (U;)%2,. En
sadan mingd kan skrivas

Uj:Qlu...UijUN,

dir Q; ir dyadiska 6ppna kuber med sidlingd 277 och N &r en nollmingd. A andra
sidan ser vi att bildméngden S(U;) kan uppdelas i parallellepipeder som

Enligt forutsattningarna géller att |S(Q;)| = | det B||Q;| och vi ser ocksa att S(N)
ar en nollméngd eftersom den &r en delméngd av en dndlig union av plan. Sats 7.6
ger nu att

k; k;

ISWUHI=_19(@:) =D [ det B|Q;| = | det B||Uj].

i=1 i=1
Later vi hér j — oo féljer att [S(Q2)| = |det B[], eftersom (S(Uj))52, ar en uttém-
mande svit for S(Q2), vilket visar lemmat. O

Léasaren med goda kunskaper i linjir algebra kinner sig formodligen helt Gver-
tygad om att (8.3) géller for kuber. Ett rigordst bevis av detta dr dock inte helt
uppenbart med var definition av volymen av parallellepipeden |[S(Q)| med hjilp av
av axelparallella kuber och den kanoniska sviten. Lat oss darfor se hur ett sadant
kan ga till.

Bevis av Sats 8.2. Precis som i [1, 5.199] forutsétter vi att lasaren kénner till hur
man l6ser linjara ekvationssystem med Gausselimination. Med denna algoritm 6ver-
for man en inverterbar matris, till exempel B!, till enhetsmatrisen i ett dndligt
antal steg dar man i varje steg antingen

(i) byter ordning pa tva rader, vilket kan goras genom att man multiplicerar
matrisen fran vinster med nagon av permutationsmatriserna

010 0 01 1 00
1 0 0f, 0 1 0}, 0 0 1], eller
001 100 010
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(ii) multiplicerar en rad med A\ # 0, vilket kan goras genom att flytta raden i fraga
A 00

till rad 1, multiplicera med [0 1 0| och sedan flytta tillbaka raden med
0 01

nagon av matriserna i (i), eller

(iii) adderar rad m till rad n, vilket kan goras genom att flytta raderna i fraga till
1 10

rad 2 och 1 respektive, multiplicera med [0 1 0| och sedan flytta tillbaka
001

raderna med nagra av matriserna i (i).

Vi ser pa detta sitt att vi kan skriva £ = MM, ... M, B!, vilket ger
B - M1M2 e Mk

dir F ar enhetsmatrisen och var och en av matriserna M; ar en av de 5 matriserna
i (i)-(iii). Observera nu att om (8.3) géller for de fem matriserna ovan och for alla
Ooppna mangder 2 sa far vi

S(Q)] = | det My[|S555 .. 5x(Q)] =
... = | det My|| det M) ... | det M| Q] = | det B| |9

enligt produktregeln for determinanter, dir S;(x) = M;x &r den linjdra avbildning
som ges av matrisen M;. Det ricker dérfor att visa (8.3) for var och en av de fem
matriserna. Dessutom ricker det att betrakta kuber ) pa grund av Lemma 8.8. For
matriserna i (i) dr detta klart ty de har determinant —1 och avbildar en kub pa en
lika stor kub. Matrisen i (ii) har determinant A och avbildar en kub pa ett riatblock
med tva sidor lika langa som @Q:s sidlangd och med en sidlingd som dr A ganger
storre. Volymsforstoringen &r hir uppenbarligen A. Matrisen i (iii) har determinant
1 och ses skjuva kuben, det vill sdga punkter i planet x5 = a translateras striackan
a ldngs xi-axeln. Vi kan hér anvinda Cavalieris princip (exempel 5.3): eftersom
varje tvarsnitt parallellt med zixs-planet skir ut lika areor av ) och dess bild, ar
volymerna lika. Detta fullbordar beviset for Sats 8.2. O]

8.2 Polart variabelbyte

Detta kapitel behandlar hur man beréiknar en dubbelintegral [, f(x) dzidzs med
det polara variabelbytet x = (x1,22) = T'(r, ¢), vilket har koordinatfunktioner

{a:l = 7 oS ¢, (8.6)

To = rsinp.

Som sagt i exempel 8.1 kallar vi hir de nya variablerna (yi, y2) for (r,¢). Vinkeln ¢
kallas ofta alternativt for 0 eller v. Vi viljer beteckningen ¢ hér eftersom detta gar
vél ihop med det rymdpoldra variabelbytet i kapitel 9. Foérsoker vi 16sa ut r och ¢ i

(8.6) ser vi att vi far
cosp = x1/\/x] + a3,
sin @ = xy/+/23 + 3.
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Fran de tva sista ekvationerna ser vi att vinkeln ¢ moturs fran positiva ri-axeln ar
bestdmd s& nér som pa en multipel av 27. Vi véljer hir att anvinda ¢ € [0,27) (en
annan vanlig konvention ar ¢ € (—m,7|). Vi noterar ocksa att avstindet fran origo
r alltid uppfyller » > 0.

X3 A\Y)

~e "(P,Y)

!
_—~

- ——t >
x=Ttr,P) n N r

Sats 8.9 (Polira variabelbytessatsen). Lit x = T'(y) vara det polira variabelbytet.
Fizera 0 <7y <ry <00 och 0 < 1 < @9 <27 och betrakta den oppna mdangden

D:={(r,p) €ER*; 1 <7 <1 1 < ¥ < pa}.

Det poldra variabelbytet T avbildar denna rektangel i det nya koordinatplanet bijektivt
pa en oppen mdangd D i x1xo-planet. Vi har att

//D f(x) dzdzy = //5 f(rcos @, rsinp)rdrde, (8.7)

(observera Jacobianen Jr(r,o) =1) om f: D — R dr kontinuerlig.

Vi véintar lite med beviset for att forst komma med ett par kommentarer. Den
vanligaste anvindningen av polért variabelbyte &r for att rdkna ut en dubbelintegral
over en cirkelskiva. Later vi i Sats 8.9 r; =0, 1 = 0 och py = 27 foljer det att

// f(x) dzydzy = // f(rcos g, rsinp)rdrde,
|x|<r2 0<r<ry, 0<p<2T

om f &r kontinuerlig pa cirkelskivan |x| < re. Vi har hér anviint i vinsterledet att
linjen N := {(z1,20) € R® ; 2o = 0,0 < 21 < rp} dr en nollmiingd, och dirfér
enligt Foljdsats 7.7 att

/ /|x|<r2 f(x) doydey = / /lmmm f(x) daydas.

Pa samma sitt kan det polira variabelbytet anvindas da D #r en cirkelring a? <
2 + 13 < b? genom att vi forst forsummar nollméingden {(z1,22) € R? ; x5 =
0, a < x1 < b}. Speciellt om f ar en radiell funktion ska vi nu visa hur radialformeln
(5.7) foljer som specialfall av variabelbytesformeln (8.7).
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Bevis av Sats 5.8. Lat f(x1,22) = f(r) vara en radiell funktion, det vill siga obe-
roende av vinkeln ¢, definierad pa cirkelringen a® < 2?2 + 22 < b%. Genom polrt
variabelbyte (8.7) f6ljt av itererad integration far vi

// f(xy, z0) doidas = // f(r)rdrde
a?<z?+a3<b? a<r<b,0<p<2mw

:/ab (/02W1d¢) f(r)rderw/abf(r)TdT,

vilket visar radialformeln. O]

Bevis av Sats 8.9. (i) Antag forst att D (och déirmed D) &r en begréinsad mingd,

det vill siga ro < oo, och att f ar kontinuerlig pa det slutna holjet D. Vi siktar

pa att visa (8.7) genom att anvinda Sats 7.13 {6r Riemannsummor och delar darfor
N M .\k

upp rektangeln D = (r1,72) X (41, 2) i en méngd sma dppna rektanglar (D;)7_, si

att o _ _

D=DU...UDyUN,

dir N dr en nollméngd som &r unionen av ett antal horisontella och vertikala linjer.
Betrakta nu en sadan liten rektangel

D; = (a,b) x (e, B),

dir m <a <b<ryoch ¢p; < a < f < gy Denna avbildas pa en liten méngd D;,
som ér en del av cirkelringen a? < z% + 23 < b?, vilken har arean m(b*> — a?). Man
ser vidare att D; utgor andelen (5 —«)/(2m) av hela cirkelringen, och dérfor &r dess
area

0 —« a+b a+b ~
|1D;| = n(b* —a*) = (b—a)(f—a)= D]
2m 2
Vi véljer nu mittpunkten (r;,¢;) == ((a +0)/2, (o + 5)/2) i lN)j och motsvarande
punkt x; = T'(r;, p;). Areaforstoringen av den lilla rektangeln D; som det poli-
ra variabelbytet ger &r alltsa |D;| = r;|D;|. De sma méingderna D; utgér héir en

uppdelning av
D=DyU...UD,UN,

dir N ar en nollméngd som dr unionen av ett antal linjer och cirkelbagar. Fér denna
uppdelning har vi Riemannsumman

k k

D () Dl =Y f(rjcos g, rising;)r; [D;l.

j=1 j=1

Hogerledet hér dr en Riemannsumma for hogerledet i (8.7). Vi forfinar nu uppdel-
ningen av 13, varvid motsvarande uppdelning av D forfinas, och later férfiningen ga
mot noll. Efter gransovergang far vi (8.7) enligt Sats 7.13.

(ii) For att visa variabelbytessatsen for poldrt variabelbyte utan de extra for-
utsdttningarna i (i) anvinder vi nu Lemma 6.7. (Denna ses dven gélla da D ar
begrinsad och f dr en teckenviixlande, kontinuerlig och begrinsad funktion.) Den
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uttémmande sviten (5]-);?‘;0 (méngderna 15]- hér i (ii) har inte nagot att géra med
méngderna i (i)) véljs hér sa att méngderna D; dr nagot mindre rektanglar &n D.
Med det poléra variabelbytet 7" ger detta oss motsvarande uttommande svit (D;)52,,
dir méngderna D; &r nagot mindre &n D. Pa detta sitt &r f kontinuerlig pa det
slutna holjet D; for varje j, sa enligt (i) &r

//D' f(x)dxdzy = //]5 f(rcos,rsinp)rdrde.

Later vi hdar j — oo foljer (8.7) genom att anvinda Lemma 6.7 bade i hoger och
vanster led. ]

Exempel 8.10. Vi o6nskar berdkna dubbelintegralen
// Ty dx1dxs, D = {(z1,22) € R? ; o] + 25 < 4, 29 > |11}
D

Omradet ar cirkelsektorn innanfér cirkeln med centrum i origo och radie r = 2
och mellan stralarna ¢ = 7/4 och ¢ = 37/4 (rita upp!). Vi noterar forst att bade
omradet och funktionen &r symmetriska med avseende pa xs-axeln. Delar vi darfor
upp D = Dy U N U D, dir D, ar halvan av D i hoger halvplan z; > 0, NV dr en
nollméngd och D, dr halvan av D i vanster halvplan, sa ar

// i) dl’ldl'z = // ) dl‘ld$2 + // ) dl'ldxg = 2// ) d.fL'ldCCQ.
D D1 Do D1

(For att se att de tva bitarna &r lika kan du gora det linjéira variabelbytet 7' : Dy —
Dy : (21, x9) ¥ (—x1,x2).) Eftersom D; &r en cirkelsektor gor vi polirt variabelbyte
och far

2 w/2
2// xgdxldx2:2/ / rsinpde | rdr
Dy 0 w/4
2 w/2 2
:2</ T2d7“) / sin p dp :%_.
0 /4 3

For att kontrollera riakningen hér rdknar vi d&ven ut integralen direkt med hjilp av
itererad integration, och far

V2 [ pyfaad V2 2
2// Ty dridry = 2/ / Todxs | doy = / (4 — 20)dr, = %
Dy 0 1 0 3

aterigen (hur stéllde vi upp grénserna?).

Man kan dven kombinera ett linjart och polart variabelbyte. Detta dr speciellt
anviandbart da integrationsomradet ar en ellips.



48 Andreas Axelsson, Lund 2006

Exempel 8.11. Vi vill berdkna
// x5 dxydas, D={xecR?; 2] — 2129 + 15 < 3}.
D

Idén &r har att forst 6verfora ellipsen till en cirkel med ett linjért variabelbyte och
darefter 6verfora cirkeln till en rektangel med polért variabelbyte, dir man slutligen

kan berdkna integralen med hjalp av itererad integration. For att gora omradet

1

cirkulirt kvadratkompletterar vi forst, vilket ger (z; — 3z2)% + 223 < 3, det vill séiga

2 2
(\m/% 2?5) (%) <L
Det ar nu lampligt att gora variabelbytet

Y= V5T A
922%2,

eftersom ekvationen som bestimmer D di 6vergar i y7 + y5 < 1, det vill siga det
nya omradet D blir enhetsskivan. For att gora variabelbytet x = Ay, behover vi de
gamla variablerna uttryckta i de nya. Vi loser darfor ut x; och z5 och far

{171 = \/33/1 + Yo,

To = 2y2

Speciellt ser vi att A = {\/3 1}, sa att det A = 24/3. Linjirt variabelbyte ger

0 2

//D x5 drydrg = //5(2y2)2(2\/§) dyy dys.

Vi kan nu gora det poldra variabelbytet och far

//~(2y2)2(2\/§) dy1dys = 8\/5// (r?*sin® )r drdyp
D 0<r<1,0<p<2m
1 2w
:8\/§</ r3d7“) (/ SinQ(dep):8\/§-i'ﬂ':2\/§ﬂ'.
0 0

Vi har héir anvéint omskrivningen sin® ¢ = (1 — cos(2¢)), fran formeln fér dubbla
vinkeln for cosinus, fér att berdkna den sista integralen.
9 Trippelintegralen och rymdpolart variabelbyte

Vi har hittills behandlat dubbelintegralen av en funktion f(x;,z2) av tva variab-
ler 6ver D C R2. Analogt definieras multipelintegralen av en kontinuerlig funktion
f(x1,...,x,) av n variabler 6ver en 6ppet mangd D C R™. I fallet f > 0 har vi

/Df(x)dx:/.../Df(xl,...,xn)dxl...dxn —1Gp(f),
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dar det forsta skrivsittet dr den kompakta notationen. Subgrafen
Gp(f) ={xecR"" ;xe€D,0< 1, < f(x)},

ar nu en delmingd av R™™!. Mattet av denna dppna mingd definieras med hjélp
av hyperkuber @ med sidlingd 277 och matt (=n + 1-volym) (277)"*1. Det enklaste
fallet ar da n = 3, da vi skriver

/// f(l’l,(lfg,.rg) deldIgdl’g
D

for trippelintegralen av en trevariabelfunktion f &ver den tredimensionella mingden
D C R3. Redan for trippelintegralen dr dess subgraf en delmingd av R*, varfor vi
nojt oss med dubbelintegralen fram till nu for den geometriska askadlighetens skull.
Aven om endast definitionsmingden D som kan askadliggoras for trippelintegraler
har denna en mycket konkret anvindning, till exempel for berdkning av massa och
tyngdpunkt av en tredimensionell kropp.

Exempel 9.1. Betrakta en kropp D C R? med densitetsfunktion p(x). Detta bety-
der att om D; C D ér en liten omgivning av punkten x; (jimfor Riemannsummorna
fran Definition 7.12) sa har D; approximativt massan p(x;)|D;|. Har man darfor en
uppdelning D = D; U Dy U ... U D U N édr den totala massan av D darmed

k

M(D)~ Y p(x;)|Djl.

J=1

Med motsvarande Sats 7.13 for trippelintegraler ser man genom finare och finare
uppdelning av D att denna approximation blir béttre och béttre och efter gréanso-
vergang far man upptrycket

M(D) = ///D p(x) dxidxadrs

for den totala massan av kroppen D. Denna formel kan ses som en definition av
massan av en kropp med given densitetsfunktion p, motiverad genom argumentet
med Riemannsummor ovan.

Vi noterar ocksa foljande samband mellan de tre- och fyrdimensionella matten
som visas helt analogt med Sats 2.10.

Sats 9.2. Lait D C R? wvara en dppen mdingd och lit a > 0. Dd ges 4-volymen av
cylindern D x (0,a) := {(x1, 22, 23,74) € R ; (71, 29,73) € D, 24 € (0,a)} C R*
av |D x (0,a)| = a|D|. Enligt definitionen av trippelintegralen betyder detta att

/// adxidxsdrs = a|D].
D

Speciellt kan man alltsd berikna volymen |D| av ett omradet genom att trip-
pelintegrera den konstanta funktionen 1 6ver D. Detta ger oss ytterligare en teknik
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jamte dubbelintegraler for att berdkna volymer: i trippelintegralen kan vi som vi
snart ska se gora tredimensionella variabelbyten.

Lat oss forst se hur vi kan berdkna trippelintegraler med itererad integration.
Lasaren har formodligen redan noterat att stav- och skivformeln for att berdkna
volymen av en tredimensionell kropp €2 egentligen &r en och samma sats. Anvénder
vi den kortfattade vektornotationen for integraler siger bada satserna att

2= [ Iondx
D

Enda skillnaden &r att for stavformeln ar projektionen D tvadimensionell medan
tvarsnittet €y &r endimensionellt (staven). For skivformeln &r projektionen D en-
dimensionell medan tvérsnittet 2, dr tvadimensionellt (skivan). For ett fyrdimen-
sionellt omrade 2 C R? far man analogt tre formler. (Lat inte de fyrdimensionella
resonemangen i (i)-(iii) nedan avskricka. Det ar formlerna (9.1) och (9.2) for itererad
integration i trippelintegraler som &r viktigast hér, och méngderna Dy, I, (D¢)z 4,
och (Dy),, dr alla hogst tredimensionella. )

(i) Med dimensioner (2, D, Q) = (4,3, 1) far man stavformeln for berdkning av

4-volymen av €
’Q’ = // |Qx1x2x3‘ d$1d$’2d£[)3.
D

Har dr D projektionen av 2 pa x;xex3-rummet och (2, ,,,, dr endimensionella tvér-
snitt parallella med z4-axeln.

(ii) Med dimensioner (€2, D, Q) = (4,2, 2) far man skivformeln for berékning av

4-volymen av €2
|Q|:// Q| dzydas.
D

Hir dr D projektionen av  C R?* pa zixo-planet och ., dr tvadimensionella
tvarsnitt parallella med z3x4-planet.

Speciellt genom att vélja €2 som subgrafen av en trevariabelfunktion f : Dy — R
over ett oppet omrade Dy C R? och "under” grafen x4 = f(z1, 2, x3), leder detta
till formeln

[, st masan = [[ ([
! f

dir I projektionen av Dy C R® pa z1z9-planet och (Dy),, ., dr linjen parallell med
rg-axeln som gar genom (z1,2,0). (Vi skriver hir Dy for f:s definitionsméngd for
att skilja den fran D i skivformeln.)

f(%l,ZEQ,Ig) dl’g) dl’leEQ, (91)

122

(i) Med dimensioner (2, D,Qy) = (4,1,3) far man en variant av stav- och
skivformeln med tredimensionella snitt for berdkning av 4-volymen av €2

Q) :/ 1, | day.
D

Hir &r D projektionen av Q C R?* pa z;j-axeln och €, ir tredimensionella tviirsnitt
parallella med xox3x4-rummet.
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Speciellt genom att vilja {2 som subgrafen av en trevariabelfunktion f : Dy — R
over ett oppet omrade Dy C R? och "under” grafen x4 = f(x1, 29, 23), leder detta
till formeln

// f(i[)l,ilfg,fﬂg) d%ldilfgdxg = / (// f(il?l,fﬂg,l'g) dl'Qdﬂ?g) d.ﬁEl, (92)
Dy 1 (Df)ay

dir I projektionen av D; C R?® pa zq-axeln och (Dy),, édr planet parallellt med
rows-planet som gar genom (z1,0,0).

Bade i (9.1) och (9.2) kan dubbelintegralen beriknas med itererad integration
for dubbelintegraler enligt tidigare. Till sist noterar vi att vi givetvis i alla dessa
formler kan byta ordning pa variablerna analogt med anmérkning 5.5.

Exempel 9.3. Betrakta glasstruten (rita upp!)

D= {(xl,xg,xg) ER? ;w3 > /2l + 23, 2 + a5+ 15 < 2}.

Vi antar att glassen har en varierande densitet p(z1,x2,2z3) = 3 (sa att toppen &r
tyngst) och Onskar berikna dess totala massa. Denna beriiknas enligt exempel 9.1

som
/// Z3 dl’1d$2d$3.
D

Pa grund av att omradet D ar rotationssymmetriskt kring xs-axeln ar det lampligt
att genomfora itererad integration enligt [[([ dzs)dzidzs eller [([[ dayidzy)dus.
(i) Vi integrerar hir med avseende pa x3 forst (innerst) och projicerar dérfér D
pa zixo-planet. I din figur ser du att projektionen &dr enhetsskivan. For att finna
granserna till den inre integralen, fixerar vi en punkt (z1,zs) i enhetsskivan och
betraktar tvirsnittet parallellt med zs-axeln. Den vertikala linjen ses skdra D ovanfor

konen x3 = \/x? + x2 och under sfiren z3 = \/2 — 22 — x3. Detta ger den itererade

integralen

2— xlf:rQ
// / T3 dIg dl’ld]?Q
1+.Z'2<1 x +1‘2
1
:// <1_x%_95§)d5€1d$2=27r/ (1 —7r*)rdr = z,
w2 +ai<l 0 9

dar vi anvént radialformeln for att berdkna dubbelintegralen eftersom omradet och
funktionen ar rotationssymmetriska.

(i) Vi integrerar nu istillet med avseende pa z1x, forst (innerst) och projicerar
dirfor D pa rs-axeln. I din figur ser du att projektionen #r intervallet (0,+/2).
For att finna det plana omradet i den inre dubbelintegralen, fixerar vi en punkt
x5 € (0,/2) och skir glasstruten med ett horisontellt plan pa héjden zs. Vi ser
nu i figuren att om x3 < 1 s& kommer tvérsnittet vara en cirkelskiva med radien
z3 (konen bestdmmer tvérsnittet) medan om z3 > 1 sd kommer tvirsnittet vara en
cirkelskiva med radien /2 — 2} (sfiren bestimmer tvirsnittet). Har bor vi alltsi
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dela upp D i delen D; under x3 = 1 och delen Dy 6ver x3 = 1. Med motsvarande
Foljdsats 7.7 for trippelintegraler far vi

/// T3 dridredrs = /// r3dridradrs + /// r3dridradrs
Dy
/ // X3 dxldxz dl’g +/ // T3 dl’ldlﬂg d$3
x2+a}2<z3 z2+a:2<2 a:d

V2
:/ Wxg dxg—l-/ 7T1U3(2—173)d133 Z+7T[_%(2_$3) ]I/E:
0 1

O |

Notera hir tricket vi anviint for att integrera z3(2 — z3): det underlittar att inte
multiplicera in x3 hér!

Aven variabelbyten i trippelintegraler fungerar analogt med de for dubbelinte-
graler, sa nar som pa att geometrin blir lite mer komplicerad. Givet en bijektiv
variabelbytesfunktion 7' : D — D mellan det "nya” omradet D C R? och det "gam-
la” omradet D C R?, dir vi antar att alla 18 partiella derivator av 7" och 7!
existerar och dr kontinuerliga, géller variabelbytesformeln

///f ) dadzadzs = ///f ) [J7(y)| dyrdyzdys.

Enda skillnaden &r att Jacobianen Jr dr 3/3-determinanten

8t1 (9151 6t1
dy1  Jya  Oys

R Oty Oty Ota
JT(Y) = det Oy1 Oya  Oys

Oty Oty Oty

Oy1  Oy2  Oys
Faktorn |Jr(y)| betyder nu geometriskt den lokala volymsforstoringen som 7' ger
runt y. Vi ndjer oss hir med att studera det mest anvindbara variabelbytet for
trippelintegraler: det rymdpoldra variabelbytet. Innan vi gar in pa detta behoéver
vi infora diverse kroklinjiga koordinater for att beskriva punkter i rummet som &r
standard.

Definition 9.4. Lat x = (z, 79, 73) vara en punkt i R3. Vi tinker oss zz-axeln
pekandes uppat, ri-axeln pekandes mot oss och xs-axeln pekandes at hoger.

(i) Betrakta det vertikala planet som innehéaller xz-axeln och som &r roterat sa att
punkten (x1,x9,x3) ligger i planet. Detta plan innehéller &ven punkten (z1,x9,0),
det vill sdga projektionen av x i zjxs-planet, och punkten (0,0, x3), det vill siga
projektionen av x pa xs-axeln. Betrakta nu rektangeln med horn i origo, (x4, x9,0),
x och (0,0, z3). Den kroklinjiga koordinaten r definieras som lingden av diagonalen

i denna rektangel
ri=/a} + 23+ 23,

det vill sdga r ar avstandet fran x till origo. Den kroklinjiga koordinaten p definieras
som ldngden av basen i denna rektangel

p = ol + 13,
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det vill sidga p ar avstandet fran x till x3-azeln. Den kroklinjiga koordinaten 6 defi-
nieras som vinkeln

0 := £((0,0,23),0,x) = arccos(z3/7),
det vill sdga 6 ar wvinkeln fran positiva xs-azeln till x. Observera att om x ligger

over zyzo-planet (z3 > 0) s dr 0 < 0 < 7/2, medan om x ligger under z;zo-planet
(x3 <0)saarm/2 <0 <m.

X2

()(l )Xl /o)

(ii) Betrakta nu xjxe-planet och den projicerade punkten (xi, z5,0) déri fran (i).
Den kroklinjiga koordinaten p ar alltsa langden av diagonalen i rektangeln med horn
i origo, (21,0,0), (x1,22,0) och (0, x2,0). Vi definierar nu slutligen den kroklinjiga
koordinaten ¢ som den planpoldra vinkeln ¢ for punkten (z1,x2,0) i 21, xo-planet
sasom definierad i kapitel 8.2, det vill sdga ¢ ar vinkeln moturs (sett uppifrdn) fran
positiva x1-azeln till (x1,x4,0).

Vi noterar att dessa kroklinjiga koordinater alltid ska uppfylla
r>0, p>0, 0<6<7m, 0<p<2m.

De rymdpolira koordinaterna &r (1,0, ), och kallas dven ibland de sfariska koordi-
naterna. Vi har hir dven infort koordinaten p eftersom denna ofta &r anvindbar,
speciellt vid rotationssymmetri kring zs-axeln.

Anmirkning 9.5. Gor inte misstaget att till exempel § = 37 /2 for punkten
(0,—1,0). Det &r alltid den vinkel < 7 mellan positiva zs-axeln och vektorn fran
origo till punkten (den sa kallade ortsvektorn) som anvénds. Du ser att den korrek-
ta vinkeln istéllet dr = /2 (medan ¢ = 37/2). Notera ocksa att alla punkter i
r1To-planet har 6 = /2!

Lemma 9.6. Varje punkt x = (x1, 2, x3) som inte ligger i halvplanet
N = {(1'1,1'2,333) € R3 ; Lo = O, T 2 0}
ar entydigt bestamd av sina rymdpoldira koordinater

r>0 0<f<m 0<p<?2r.
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Den rymdpolira variabelbytesfunktionen (xq1,x9,x3) = T'(r,0, ) har koordinatfunk-
tionerna

r1 =rsinfcosy (= pcosy),

To = rsinfsinp (= psingp),

r3 = 1rcosb,

och dr alltsa en bijektiv funktion
T :(0,00) x (0,7) x (0,27) — R*\ N.

Bevis. For att bestamma (7,0, @), givet x = (1, 2, x3), gor vi som foljer. Rikna ut
avstandet till origo 7. Alla punkter med detta r utgor en sfiar med radie r runt origo.
Bestdm nu latituden for x pa sfiren, vilket ger vinkeln #. Har dr 6 = 0 nordpolen,
medan 6 = 7 &r sydpolen. Alla punkter med dessa r och 6 utgor en cirkel parallell
med ekvatorn pa sfiren. Med ¢ kan vi till slut bestimma punkten entydigt pa denna
cirkel.

Lat oss nu bestamma koordinatfunktionerna for 7. Betrakta rektangeln i Defini-
tion 9.4(i). Av definitionen av r och 6 ser vi att x5 = r cos# och p = rsinf. A andra
sidan har nu den projicerade punkten (x1,x2,0) i (ii) planpolira koordinater (p, )
i x1zo-planet, vilket ger uttrycken for x; och xs. O

Ovning 9.7. Beskriv mingderna

D, = {(xl,mg,xg) eR? ;a3 > /a2 —i—x%},
Dy = {(l‘l,l‘g,fg) e R? ; Ty < —\/ZL‘% —I—l‘%},
Ds = {(xl,xg,xg) € R?; |m3) < /a2 —i—x%},

med rymdpolira koordinater.

Anmirkning 9.8. Koordinaterna (p, ¢, zs) (det vill sdga planpolidra koordinater
for zixe-planet tillsammans med hojden x3) kallas ibland for cylinderkoordinater.
Da vi anviander planpolara koordinater for xxo-planet i rummet, kallar vi alltsa den
radiella koordinaten for p.

Vid ett rymdpolart variabelbyte i en trippelintegral dr Jacobianen

sinfcose rcosfcosy —rsinfsing
Jr(r,0,¢) :=det |sinfsiny rcosfsing rsinfcosy
cosf —rsinf 0

_ 2 (cosp |08 0 cos ¢ —'Slnesmgo 4 sind SI'H(QCF)S © —.sme sin
cosflsing  sinf cos g sinfsiny sinfcosy

= r?(cos f(cos 0 sin 0) + sin f(sin? §)) = r?sin 6,

dar vi brutit ut r ur de tva sista kolumnerna i den férsta matrisen, utvecklat denna
langs tredje raden och sedan anvént trigonometriska ettan ett antal ganger.
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b

Sats 9.9 (Rymdpoldra variabelbytessatsen). Ldt x = (21, x9,23) = T(r,0,¢) vara
det rymdpolira variabelbytet. Fizera 0 < ri < ry < 00, 0 < 67 < 6y < 7w och
0 < 1 <o <27 och betrakta den dppna mdangden

52:{(7’,0,Q0>€R2;Tl<T<T2>91<0<627901<Q0<902}‘

Det poldra variabelbytet T avbildar detta rdtblock @ det nya koordinatrummet bijektivt
pa en oppen mdangd D 1 xyxox3-rummet. Vi har att

/ / /D f(x) dzydzodus = / / /5 f(T(r,0,9))r*sin6 drddde, (9.3)

(observera Jacobianen Jr(r,¢) =r*sinf) om f: D — R dr kontinuerlig.

Bewvis. Vart bevis hir ar helt analogt med beviset fér det planpolédra variabelbytet
Sats 8.9. Enda skillnaden &r att volymen av D; ér lite mer komplicerad att berdkna
har.

(i) Vi ska visa att det i varje litet ratblock

ﬁj::{(r,e,go)ERZ;a<r<b,a<0<ﬂ,7<gp<5},

finns en punkt (r;,6;,¢;) saidan att volymen av bildméngden D; := T(D;) av D;
under det rymdpolédra variabelbytet ar

For att visa detta ska vi explicit rikna ut |D;|. Vi betraktar forst méngden

CRo = {XER3;:C%+QJ§+:U§ < R? x3 > \/x%—i—m%/tana}.

Denna ses (rita figur!) vara omradet ovanfor konen som i rymdpolira koordinater
ges av = « och innanfor sfiren » = R. Vi hdvdar att dess volym &r

|Cral = 2”3R3(1 — cos ).
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Det riicker att visa detta for o < /2 eftersom resten av sfiren (med volym 47 R3/3),
vilken dr en roterad kopia av Cg r_a, da ses ha volymen

47r3R3 B 27r3R3(1 — Cosa) = @(1 + Cosa) = @(1 — COS(7T _ a))

For att rikna ut |Cr| under antagandet o < 7/2 ska vi anvénda stavformeln (3.1).
Eftersom omradet ar rotationssymmetriskt runt zs-axeln ar det lampligt att anvinda
den kroklinjiga koordinaten p i stéllet for x; och x5. Vi skriver dérfor sfarens och
konens ekvation som

p*+ a3 =R? och xr3 = p/tana

respektive. Genom att eliminera x3 fran dessa bada ekvationer ser vi att projektionen
i 129-planet blir cirkeln runt origo med radie R sin a.. Tvérsnittet ovanfor (xy, 2, 0)

blir med p = /2?2 + 22 intervallet p/tana < x3 < \/R2 — p2. Enligt stavformeln #r

volymen

|CR,a|://2 . (\/RQ—xf—x%—\/m%+x§/tana>dx1dxg
x34x3<(Rsin a)?

o , Rsina
:27T/ (\/m_p/tan&)pdp:2ﬂ.[_%(R2—,02)‘5/2_3&1@}’) 0
0 —
. 2 R3
N 27r< a %RS cos” a — Igg)t:;ia + %3> - 7T3 (1 —cosa)

som onskat. Vi kan nu berdkna volymen |D;| av bilden av det lilla ratblocket lN)j
stegvis.

A

§ ¥

(i) Volymen mellan konerna 6 = o och 6 = [ och innanfér sféren r = b blir

|Cy | — |Chal = @(Cosa —cos f3).
(ii) Volymen mellan konerna 6 = v och # = 3 och mellan sfirerna r = a och r = b
blir
(ICs5] = |Cbal) = (ICap] = |Caal) = F(b” = a*)(cos a — cos B).
(iii) Det lilla omradet D; ses utgora andelen (6 —)/(27) av hela ringen runt ;-
axeln fran (ii), vilket ger

|D;| = 1(b® — a*)(cosa — cos B)(6 — 7).

1
3
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A andra sidan har det lilla ritblocket 153- i det "nya” (r,0,¢)- rummet volymen
(b—a)(B— a)(d — ) vilket ger

|D;1/1D;| =

1 b3—a3 cosa—cos 8
3 b—a B—a

Kom nu ihag medelvirdessatsen fran envariabelanalysen, som siger att om g(z) ar
en deriverbar funktion pa intervallet [a,b] sa finns £ € (a,b) sadan att

=) — g (c)

Genom att tillimpa detta pa funktionerna g(z) = 2% och g(z) = — cos(z), ser vi att
det finns a < 7r; < b, o < 8; < B och ¢; ;== (y+)/2 sa att

|D;|/1D;| = rj sin 6,

vilket skulle visas.

(ii) Resten av beviset dr nu helt analogt med beviset for Sats 8.9. Vi antar forst
att D &r ett begrinsat ritblock och att f dr kontinuerlig pa det slutna héljet D. Vi
delar upp réatblocket L B B

D=DU...UDyUN,
dar vi i varje litet ratblock ﬁj véljer punkten (7, 6;, ¢;) och infér motsvarande punkt

x; 1= T(r;,0;,¢;) i den lilla bildméngden D; under det rymdpolira variabelbytet.
Vi far enligt (i)

Z f(x;)|D;| = Zf (15,05, ¢; )T?sin0j|Dj|,

7j=1

och vi ser att dessa bada summor dr Riemannsummor {ér respektive integraler i
(9.3). Later vi nu forfiningen ga mot noll, far vi (9.3) efter griansovergang enligt
Sats 7.13. Precis som i steg (ii) i beviset for Sats 8.9 kan vi till sist ta bort de extra
forutsidttningarna pa D och f ovan genom att anvinda Lemma 6.7 for trippelinte-
graler. ]

En vanlig anvindning av formeln for rymdpolart variabelbyte &r for att rakna ut
en trippelintegral 6ver ett klot 0 < r < R med radie R. Later vi i Sats 9.9 r; = 0,
01 =0, p1 =0 o0ch ro = R, 85 = 7 och py = 27 foljer det att

///|X<R f(x) dardrydes

R ™ 21
= / (/ ( f(rsinf cos @, rsin 0 sin @, r cos ) r sin@dgp) d9> dr,
0 0 0

om f &r kontinuerlig pa klotet |x| < R. Vi har hir anvént i vinsterledet att halv-
planet N := {(z1,29,23) € R® ; 15 = 0, x; > 0} fran Lemma 9.6 ir en nollmiingd,
och darfor att

/] /XI<Rf(x) i, = [ /x.<R,x¢N R
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Exempel 9.10. Aven for koniska omraden gar mycket bra att anvinda rymdpolira
koordinater. Vi atervinder till glasstruten i exempel 9.3 och rdknar ut dess massa
pa ett tredje sitt: med rymdpolért variabelbyte. Vi ser (eller hur?) att glasstruten i
rymdpoliira koordinater ges av r < /2 och 6 < 7 /4. Vidare #r densitetsfunktionen
p(r,0,¢p) = rcosf. (Denna har inget att gora med avstandet p till z3-axeln.) Vi far
att massan blir

V2 w/4 2
/// f(x) dzydzodas :/ (/ (/ rcosr? sin@dgp) d@) dr
D 0 0 0
V2 w/4 2
= (/ 7’3dr> (/ sin@cos@d@) (/ 1dcp>—§.
0 0 0

Vi kan nu kinna oss sikra pa vad denna massa &r!

Anmirkning 9.11. Notera att vi i exemplet anvéinde oss av f6ljande faktum (visal!).
Om vi har en funktion med separerade variabler, det vill siga

f(x1, w9, 23) = fi(w1) fa(x2) f3(73),
definierad pa ett ratblock D = (a1, b;) X (ag,bs) X (as,bs). Da &r

/ / /D F(x) dardadzs — < b fl(xl)dxl) ( b Fola) d@) < b Fo(s) dacg).

Det ar viktigt att notera att alla grinserna maste vara fixa, det vill siga integra-
tionsomradet maste vara ett ratblock, for att denna formel ska gélla.

Precis som for det planpolira variabelbytet, fas som ett specialfall av (9.3) dven
en radialformel for trippelintegraler som kan anvindas da funktionen ar radiellt sym-
metrisk. En trevariabelfunktion f(z1,x9,x3) sdgs hér vara radiell om motsvarande
funktion f(r,0, ), som erhalls efter variabelbytet, inte beror pa @ eller . Vi skriver
da f(zq1,x9,23) = f(r).

Foljdsats 9.12 (Radialformeln for trippelintegraler). Lit f(x1,x2,23) = f(r) vara
en radiell funktion, definierad pa omradet a < r < b mellan de tvd sfirerna r = a
och r = b, som dr kontinuerlig och begrinsad. Da dr

b
/// f($17$27 1’3) dxldx2d$3 = 47T/ f(T,),r,Q dr.
a<r<b a

Bevis. Genom rymdpolért variabelbyte (8.7) foljt av itererad integration far vi

///m@f (1, @2, 75) do1doadzs = / b ( /0 ﬂ ( /0 2ﬂldso) smede) fr)r2dr
- 27T/ab (/;Sing(w) fr)yr2dr = 47T/abf(7“)7’2dr

vilket visar radialformeln. O]

Anmirkning 9.13. Analogt med anmérkning 5.10 ar radialformeln for trippelin-
tegraler ett specialfall av en mer allmén teknik som kallas integration med avseende
pa niwaytor. Vi noterar att om vi betecknar volymen av klotet med radie r med
v(r) = 4mr3/3, sa dr faktorn i formeln ovan v'(r) = 477,
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A Generaliserade teckenvixlande integraler

Vi ska hér ytterligare utveckla teorin i kapitel 6 genom att betrakta generaliserade
integraler av teckenvixlande funktioner. Problemet hir ligger i att man i Defini-
tion 3.9 kan raka ut for att

/Df(x)dxz/Dfl(X)dX—/DfQ(X)dXzoo—oo’

vilket saknar mening. For att fa en tillfredsstillande teori behover vi ldra oss mer
om nollméngderna fran kapitel 7. Féljande begrepp ér grundliggande inom integra-
tionsteorin.

Definition A.1. Lat D C R"™ vara en 6ppen méngd och lat P = P(x) vara en utsaga
som beror pa x € D. Vi séger att P géller nastan dverallt (vilket forkortas n.6.) i D,
eller alternativt géller for ndstan alla x € D (n.a. x € D), om undantagsméngden
{x € D ; P(x) ar ej sann} &r en nollméngd.

Exempel A.2. Om f(x) dr odefinierad bara pa en nollméngd, sidger vi att f &r
definierad néstan overallt.

Om f;(x) — f(x) for alla x utanfor en nollméngd, séger vi att f; — f néstan
overallt.

Lemma A.3. Lit f : D — R, ddr D C R" dr en dppen mdingd, och antag att f dr
positiv, har dppen subgraf och har en konvergent integral fD f <oo. Da dr

N:={xeD; f(x) =00}
en nollmdangd, det vill sdga [ dr dndlig ndstan dverallt ¢ D.

Bevis. Lat 0 < a < 0o och definiera den 6ppna (varfor?) méngden
D,:={xeD; f(x)>a}.

Betrakta nu subgrafen 2 := Gp(f) € R™". Uppenbarligen #r D, x (0,a) C Q,
vilket visar att |D,| < a”!Q]. Men for varje a ir N C D, och genom att vilja a
stort kan |D,| fas godtyckligt litet eftersom vi antog att |Q2] < co. Alltsa d&r N en
nollméngd. O]

Sats A.4. Lat f : D — R och g : D — R wara tva funktioner definierade pd den
dppna mdngden D C R", och antag att f och g dr positiva och har dppna subgrafer.
Da gdller att om f = g ndstan dverallt © D sd dr

/D F(x) dx = /D g(x) dx.

Bewvis. Betrakta de 6ppna subgraferna 1y := Gp(f) och Q, := Gp(g), och bilda
snittet Q := QrNQy, vilket ocksa &r en 6ppen méngd. (Visa att 2 = Gp(min(f, g))!)
Enligt antagande ar N := {x € D ; f(x) # g(x)} en nollméngd. Eftersom f # ¢
bara pa N ser vi att det finns nollméngder Ny C N x R och N, C N x R sadana
att 0y = QU Ny och Qy = QU N,. Av Sats 7.6 foljer darfor att

[ rxyax =195 =191 = 19,] = [ glxax.
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Anmirkning A.5. For att visa satsen kan vi inte anvinda Fdljdsats 7.7 direkt
eftersom det ar fullt mojligt hér att D\ N inte dr en 6ppen méngd. For ett konkret
exempel, 1at D = (0, 1) och 1at g vara den konstanta funktionen 1 medan f definieras
som
f(2) = 1—1/q, om z =p/qochp,q€ Z" ir relativt prima,
) 1, omz € R\ Q.

Funktionen f har 6ppen subgraf och f(z) = g(z) om och endast om x ir ett irratio-
nellt tal. Vidare foljer det direkt fran Sats 7.3(ii) att @) &r en nollméngd, eftersom
() ar uppréknelig. (Visa dessa pastaenden!) Eftersom f = g néstan 6verallt drar vi
slutsatsen att fol f(z)dx = 1.

Lat nu f: D — R vara en godtycklig (mdjligen teckenviixlande och obegrénsad)
kontinuerlig funktion pa en 6ppen méngd D C R". Som tidigare kan vi bilda f:s
positiva och negativa del f*, vilka ses vara positiva och kontinuerliga funktioner pa
D. Vi kommer ihag att

JE) =[x —f(x)  och |f(x)]=[T(x)+ [ (x).

Definition A.6. Lat f: D — R vara en kontinuerlig funktion pa en 6ppen méngd
D C R". Vi séger att fD f ar absolutkonvergent om

/QLNXMdX:=!GDﬂfDI<<m-

Ovning A.7. Visa att [, f #r absolutkonvergent om och endast om [, f* och
[, f~ &r konvergenta.

Definition A.8. Lat f : D — R vara en funktion definierad nastan overallt pa en
oppen mangd D C R" och antag att det finns tva positiva funktioner f; : D — R
och fy : D — R med 6ppna subgrafer och konvergenta integraler sadana att

f(x) = fi(x) — fa(x) for néstan alla x € D.

Da definierar vi integralen av f 6ver D som

[ togaxi= [ nax— [ pxdx = 1Go(5)] = Go(sa)l

Speciellt om f &ar kontinuerlig och fD f ar absolutkonvergent sa kan vi vilja f; = f*

och fo = f~.

Vi noterar att eftersom [, fi och [, f, antas vara konvergenta sa &r fi — fo
definierad, det vill siga dr inte det meningslosa uttrycket oo — 0o, n.6. enligt Lem-
ma A.3.

Som i kapitel 3 kan vi visa att denna definition av integralen fD f inte beror pa
valet av f; och f;. Antag namligen att

f(x) = fi(x) = fa(x) = 1(x) — g2(x) for nistan alla x € D,
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det vill sdga f1(x) + g2(x) = g1(x) + fo(x) for n.a. x € D. Enligt Sats A.4 far vi da
fD fi+ ngz = ng1 +fD fa, vilket ger

/Dfl—/Df2=/Dgl—/Dg27

eftersom alla integralerna antas vara konvergenta.

Sats A.9 (Fubini). Lit f : D — R wara en kontinuerlig funktion pd en éppen och
mangd D C R". Antag att den generaliserade integralen fD f dr absolutkonvergent.
Lat 0 < k < n och beteckna med

I:={(z1,...,2;) € R* ; (21,...,2,) € D for nigot (xjp1,...,2,) € R"F}
projektionen av D pd xy ...xg-rummet. Vidare, givet (z1,...,x) € I, ldt

leu.zk = {(karl, RN ,.an) € ]R,nilc ) (.ﬁCl, Ce ,I'n) € D}

beteckna tvartsnittet av D parallellt med Tgiq...x,-rummet vid (xy,...,zx). Dd
uppfyller foy wp @ Dazyonp — R, dar fo, 2 (Try1, ... x0) = f(x1,...,2,), forut-
sattningarna i Definition A.8 for ndstan alla (x1,...,x) € I, och det gor dven
A: I — R, dar

Az, ..., T / / Joroan(@kg1s - ooy Tp) dTppy - .. dy,

dven om A ej ndédvindigtvis dr kontinuerlig eller ens definierad dverallt. Dédrmed
existerar deras integraler, och vi har formeln

/ /fxl,..., )day ... dz,
//(//D xl,...,:z:n)dxk+1...d:cn>d:cl...da:'k. (A1)

L1 Tl

Anmairkning A.10. Det finns en viktig skillnad mellan denna sats, som kallas Fubi-
nis sats, och motsvarande Sats 6.4 for generaliserade integraler av positiva funktioner
som anvandes i kapitel 6, som kallas Tonellis sats. Med Tonellis sats kan man rikna
ut den itererade integralen i hogerledet och om resultatet ar dndligt dra slutsatsen
att integralen i vansterledet &r konvergent. I sjdlva verket ar hogerledet dndligt om
och endast om vénsterledet adr det. For att ddremot kunna anvidnda Fubinis sats
maste man veta a priori att integralen i vansterledet dr absolutkonvergent.

Bewvis. Dela upp f i positiv och negativ del f*. Da ér Jp foch [, f~ konvergenta,

sa enligt Tonellis sats ar
+
/(/ wlxk> < OO?
1 \JD

T1... T

det vill siga integralen av AT := over I ar konvergent. Speciellt dr

fDml Ty 331 Tk
A% < oo for n.a. x € I enligt Lemma A.3, det vill siiga for n.a. x € [ dr integralen
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av [ .. over Dy, konvergent. Betraktar vinu fo,. o, = fif . — for. 4., si f0ljer
det darfor att dess integral 6ver D, . &r absolutkonvergent for n.a. x € 1. Vi

definierar for dessa x € I funktionen A = fD fa1.., OCh ser att for n.a. x € I

sa dir A = A* — A~. Eftersom A* har 6ppna subgrafer och konvergenta integraler
enligt Tonellis sats ir integralen av A 6ver I definierad och lika med [, AT — [, A~
enligt Definition A.8. Detta ger nu

oL oo

vilket skulle visas. [

Exempel A.11. Vi demonstrerar hir att forutsittningen att [[, f &r absolutkon-
vergent i Fubinis sats verkligen ar nédvandig. Betrakta den generaliserade integralen

1 _
// L deydrs, D= (0,1) x (0,1).
D

2?2 4+ 22 11 + 19

Det ldmnas som &vning at ldsaren att visa att denna integral, som dr generaliserad
i (0,0), inte &r absolutkonvergent.

LAt oss beriikna den itererade integralen fol(fol f (2, 25) dzs)dzy. Den inre inte-
gralen blir

1 1/xy
1 — 1 1 1—t¢
A(Il):/ 5 21'1 o dx2:/x2:x1t/:—/ T dt
0 Ti+x571 + 290 1 Jo 14+t21+4¢

s L s
1 Jo 2+1 t+1 e 0
] (1—}—331)2 1 271 1
=l = ——In(1 - o)
5 n 1_‘_3;% 20, n +1+$% 1—|—:17%+ (111)

Vi ser hirav att A existerar for alla x € (0,1) och dr en uppat och nedat begriansad
positiv och kontinuerlig funktion, det vill sdga det existerar 0 < m < M < oo sa att
m < A(zy) < M for alla z; € (0,1). Speciellt existerar dven den yttre integralen,
med ett virde

1
m §/ A(zy)dx; < M.
0

Notera speciellt att hir existerar inte vénsterledet i (A.1), medan hogerledet ar
véldefinierat och snéllt. Att det inte finns nagon mdjlighet att ge en meningsfull de-
finition av hogerledet inser man da man forséker genomfora itererad integration med
avseende pa z; forst istéllet, det vill siga forsoker berikna fol(fol f(z1, x2) dxy)ds.
Vi noterar har att f(xy,22) = —f(xq, 1) vilket innebar att

/01 (/Olf($1,:£2)da:1) dzy = —/01 (/Olf(xl,ﬁz) dl’g) dz,.

Genomfor vi rdkningen kommer vi dérfor att fa ett tal i intervallet [—M, —m). Tte-
rerad integration kommer alltsa att ge olika resultat beroende pa vilken variabel vi
forst integrerar med avseende pa pa. Dessutom kommer vi inte fa nagon indikation
pa att integralen f f p [ isjélva verket inte dr absolutkonvergent!
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B Halvkontinuerliga funktioner

Vart mal i detta kompendium har varit att utveckla teorin for att integrera konti-
nuerliga funktioner 6ver 6ppna méngder. Det visade sig dock redan Lemma 2.3 som
vi anmarkte dir att teorin gar igen utan fordandring for sa kallade nedat halvkonti-
nuerliga funktioner. Detta ar precis den klass av funktioner som har 6ppen subgraf,
det vill sdga identifierar vi en positiv funktion med dess subgraf sa motsvarar kra-
vet pa funktionen att den ska vara nedat halvkontinuerlig precis kravet pa méngden
2 = Gp(f) att denna ska vara 6ppen. Lat oss hdr undersoka dessa halvkontinuerliga
funktioner lite ndrmare.

Definition B.1. Lat D C R" vara en 6ppen méngd.

(i) Vi séger att en funktion f : D — (—o0,00) dr kontinuerlig i punkten a € D
om det for varje litet € > 0 existerar 0 > 0 sadant att

fa)—e< f(x) < f(a) +e, om |x —a| <.
Ekvivalent ar f kontinuerlig i a om limy ., f(x) existerar med virdet f(a).

(i) Viséger att en funktion f : D — (—o0, 00] &r neddt halvkontinuerlig i punkten
ac€ D, da f(a) < oo, om det for varje litet € > 0 existerar 6 > 0 sadant att

fa) —e < f(x), om |x —a| <.

[ fallet f(a) = oo kriaver vi att limy ., f(x) = oo. Ekvivalent &r f nedat
halvkontinuerlig i a om lims_¢ infjx_a<s f(x) = f(a).

(iii) Vi sédger att en funktion f : D — [—o0, 00) &r uppdt halvkontinuerlig i punkten
ac€ D, da f(a) > —oo, om det for varje litet € > 0 existerar 6 > 0 sadant att

f(x) < f(a) +e, om |x —a| <.

I fallet f(a) = —oo krdver vi att limy ., f(X) = —oo. Ekvivalent ar f uppat
halvkontinuerlig i a om lims_o supj,_, <5 f(x) = f(a).

Funktionen f ségs vara kontinuerlig pa D om den &r kontinuerlig i varje punkt a € D,
och analogt for (ii) och (iii).

Vi ser att en funktion dr kontinuerlig om och endast om den bade &r nedat och
uppat halvkontinuerlig, samt att f dr nedat halvkontinuerlig om och endast om —f
ar uppat halvkontinuerlig.

Exempel B.2. Lat f : R — R vara en envariabelfunktion som ar kontinuerlig
forutom i punkten & dar f har en sprangdiskontinuitet, sa att hogergransvéirdet
f(&+) == lim, ¢, f(x) och vénstergransvirdet f(—) := lim, ., f(z) existerar men
inte dr lika. Da ar f nedat halvkontinuerlig i £ om och endast om

f(§) < min(f(&+), f(§-)),

och f &r uppat halvkontinuerlig i & om och endast om

f(&) = max(f(&+), f(§-)).
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Sats B.3. Lit D C R"™ wara en dppen mdingd och lit f : D — [0,00] vara en
positiv funktion. Dda dr f nedat halvkontinuerlig om och endast om dess subgraf
Gp(f) C R" dr en dppen mingd.

Bevis. Vi har redan visat i Lemma 2.3 att Gp(f) adr 6ppen om f ar nedat halvkon-
tinuerlig (4ven om lemmat endast formulerades for kontinuerliga funktioner). Antag
omvént att Gp(f) ar en 6ppen méngd och tag a € D och ett litet € > 0. Betrakta
punkten (a,a,+1), dir a,1; := f(a) —e. Vi kan hér anta att a,+1 = f(a) —€ > 0
eftersom det annars inte finns nagot att visa. Vi ser att (a,a,4+1) € Gp(f) och
eftersom denna mingd &r 6ppen finns en liten cylinder

C={(x,2n11) €R"™ ; [2p41 — appa| < h, [x —a] <6},
dér h > 0 och 6 > 0, sadan att C' C Gp(f). Det foljer (varfor?) att
FX) > ant = fla) —e,  dafx—a <4,
vilket visar att f &r nedat halvkontinuerlig. ]

Betrakta nu en positiv funktion f pa en 6ppen méingd D. Om f ar nedat halv-
kontinuerlig &r [, f = 0 om och endast om f = 0 6verallt i D (varfor?). Fér uppat
halvkontinuerliga funktioner har vi féljande analoga resultat.

Sats B.4. Lat g vara en uppdt halvkontinuerlig funktion pa en éppen och begrdinsad
mangd D C R™, och antag att g dar positiv och begrinsad: 0 < g(x) < C for alla
x € D. Da ar ng =0 om och endast om g = 0 ndstan éverallt i D.

Bevis. Notera att g = C' — (C' — g), didr C' och C — g &r positiva och nedat halvkon-
tinuerliga funktioner. Enligt Definition A.8 &r alltsa

[a=cipi- [ c-a.

Av Sats A.4 ser vi darfor att fD g = 0 om g = 0 nistan 6verallt. Omvént, antag att
fD g = 0. Vi ser att detta innebér att supergrafen

{(X7In+1> € Rn+1 ;X € D? g(X) < Tpy1 < 0}7

vilken ses vara oppen eftersom ¢ ar uppat halvkontinuerlig, har mattet C|D|. Vad
vi behover visa ar att
N={xeD; g(x)£0}

ar en nollméngd. Enligt Sats 7.3(ii) récker det dock att visa att N; := {x € D ;
9(x) > 277} dr en nollméngd for varje j € Z*, for N = 2, N;.

Fixera j och lat € > 0. Genom att betrakta den undre randytan till en méangd Uy
i den kanoniska sviten till supergrafen, ser vi att det finns en nedat halvkontinuerlig
funktion h sddan att A > g och fD h < e, eftersom |Uy| — C|D| enligt antagande.
Mer precist véljer vi k tillrickligt stort sa att |Ug| > C|D| — € och later h(x) :=
inf{z,i1 ; (X, Zns1) € U}y da (Ug)x # 0, och i 6vrigt sitter vi h(x) := C. Miingden

Q:={xeD; hx)> 277}

ses nu vara dppen, och vi har N; C Q; och uppskattningen [©2;|277 = |Q; x (0,277)| <
fD h < e. Eftersom j ér fixt och € > 0 kan véljas godtyckligt litet ser vi att N; ar en
nollméngd, vilket behévde visas. [l
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Notera att en nedat halvkontinuerlig funktion tillats anta funktionsvirdet 4oo
medan en uppat halvkontinuerlig funktion tillats anta funktionsvirdet —oo. A and-
ra sidan ar det ingen storre inskrdnkning att kriva att en nedat halvkontinuerlig
funktion ska vara nedat begrinsad, till exempel positiv, och vice versa for uppat
halvkontinuerliga funktioner.

Sats B.5. Lat f : K — R wvara en nedat halvkontinuerlig funktion definierad pa
en kompakt mdangd K C R". Da finns det en punkt a € K dar f antar sitt minsta

vdrde, det vill saga
f(x) > f(a), for alla x € K.

Speciellt dr f en nedat begrinsad funktion pa K.

Detta &r motsvarigheten for nedat halvkontinuerliga funktioner till Satsen om
storsta och minsta varde |1, Foljdsats, s.99] som géller for kontinuerliga funktioner
pa kompakta mangder. Sats B.5 kan dérfor kallas Satsen om minsta vdirde. Analogt
géller Satsen om storsta virde for uppat halvkontinuerliga funktioner pa kompakta
mangder. Bevisen for dessa dr analoga med det for Satsen om stoérsta och minsta
viarde och vi gar inte in pa dessa har.

Pa grund av likheterna i definitionerna kan man férledas att tro att halvkonti-
nuerliga funktioner dr snarlika kontinuerliga. Féljande exempel ger dock exempel pa
relativt vilda halvkontinuerliga funktioner.

Exempel B.6. Lat A € (0,00] vara ett fixt tal, mojligen +oo, och lat € > 0. Da
finns det en positiv, nedat halvkontinuerlig envariabelfunktion f : R — [0, A] med
konvergent integral [ f(x)dx < e sadan att f(q) = A for varje rationellt tal .

Vi konstruerar f pa foljande satt. Lat (q.j>;il vara en upprikning av de rationella
talen Q. Tag for varje j en nedat halvkontinuerlig funktion g; : R — [0, A] sddan
att

9j(¢;) =A  och / gj(z) dx < 277¢.
R

Satt sedan f;(x) = max(g1(z), g2(x),...,gj(x)) och lat f(x) := lim;_, f;(x). Vi
ser att 0 < f(z) < A och att f(g;) > fi(q;) > g¢;(¢;) = A. Eftersom f; / f
foljer det av Lemma 3.4 att f &r en nedat halvkontinuerlig funktion. Dessutom &r
fi < g1+ ...+ gj, sa att

J J
ey [y eie=a-2
R i=1 /R i=1

och dérmed far vi att [ f = lim;j_o [ f; < e
Funktioner g; som ovan &r inte svara att konstruera. Lat oss ge tva exempel.
(i) Lat A = oo och € =1 och siitt
1 1

gi(x) =277 — .
! 21 \/lz = q;|(1 + |z — g5])

Dessa ses uppfylla forutsiattningarna och ger oss exempel pa en nedat halvkon-
tinuerlig positiv funktion med integral [; f(z)dz < 1 sadan att f(q) = 400
i varje rationell punkt. Notera att det foljer av Lemma A.3 att Q &r en noll-
méngd pa linjen.
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(ii) Lat A =1, e < 1 och sitt

1, |z —q] <e/2t

95(%) 1= X(gy—e/2it1 e () 7= {0, |z — g < e/2%1.

Dessa uppfyller ocksa forutsattningarna. Betrakta nu den konstruerade funk-
tionen f pa intervallet (0,1). Detta adr en nedat halvkontinuerlig funktion
f:(0,1) — [0,1] med integral

/OlfS/Rf§6<1.

Trots detta ar f(q) = 1 i varje rationell punkt. Denna funktion &r i princip
identisk med konstruktionen i [1, exempel 4.2, 5.155].

Avslutningsvis gor vi en jamforelse av integralen definierad i detta kompendium
med Riemannintegralen och Lebesgueintegralen. Vi ndjer oss hir med att betrakta
begrinsade funktioner pa ett 6ppet och begriansat intervall (a,b) C R, och definierar
foljande klasser av sadana funktioner.

(C) Detta ar den klass av funktioner som man i en forsta kurs behover kunna
integrera.

C:={f:(a,b) = R ; f ar begridnsad och kontinuerlig}

(R) Detta dr klassen av funktioner fran Definition 4.2 och som vanligen betraktas
i envariabelintegrationsteorin.

R:={f:(a,b) = R ; f ar begrinsad och Riemannintegrerbar}

(H) Detta ar den klass av funktioner vi betraktar i detta kompendium, mer precist
tanker jag mig hir de begrinsade funktioner som uppfyller féorutsittningarna
i Definition A.8.

H:={f:(a,b) - R ; f ar begrinsad och det finns n.h.k.
och begriansade f; > 0, f, > 0 sddana att f = f; — fo n.6.}

Observera att detta ar ekvivalent med att f kan skrivas som summan av en
begrinsad och nedat halvkontinuerlig funktion, och en begrinsad och uppat
halvkontinuerlig funktion.

(L) Detta &r klassen av Lebesgueintegrabla funktioner. Det &r Lebesgueintegralen
man vanligen anvander sig av inom matematiken da man arbetar med irregul-
jara méangder och funktioner.

L:={f:(a,b) = R ; f ar begriansad och Lebesgueintegrerbar}

Det ar visat att det dr omdjligt att avgora huruvida det finns (begrinsade)
funktioner som inte dr Lebesgueintegrerbara, om man inte tillater sig att an-
vianda det sa kallade urvalsaxiomet.
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Dessa klasser forhaller sig till varandra enligt

CCRCHESI

dar alla delméngder dr strikta. Det som behover kommenteras hér ar varfor R C
H. For att se detta, lat f vara begrédnsad och Riemannintegrerbar och definiera
funktionerna

f(z):=lm inf f(y), f(x) :=1lim sup f(y).

- 00 Jy—=[<é 0=0 |y —z|<s

Dessa kallas for f:s undre hdlje och dvre hélje respektive. Definiera vidare for en
funktion g : (a,b) — R méngderna

Gan(@) ={(z,y) eR? s a <z <by<g(r)}
Ga,b)(g) ={(z,y) eR* ; a<z<b y>g)}

Dessa kallas for g:s obegrinsade subgraf och g:s obegrinsade supergraf respektive.

Ovning B.7. (i) Visa att f dr en nedat halvkontinuerlig funktion, vars obegrén-
sade subgraf dr det inre av G, , (f), och att f &r en uppat halvkontinuerlig
funktion, vars obegrinsade supergraf ar det inre av Gab)(f). Visa dven att
f(z) < f(x) < f(x) dir f(z) = f(x) om och endast om f dr nedat halvkonti-
nuerlig i # och f(x) = f(x) om och endast om f #r uppat halvkontinuerlig i
T.

(ii) Visa, genom att generalisera Sats 4.4, att for en godtycklig begrénsad funktion
f ar fab f lika med Riemanns underintegral sup,, -, fab t1, medan fabf ar lika

med Riemanns 6verintegral infy,> ¢ fab to.

(iii) Visamed (i), (ii) och Sats B.4 att en begrénsad funktion dr Riemannintegrerbar
om och endast om den ar kontinuerlig nistan 6verallt.

(iv) Vad &r f och f i exempel B.6(ii) och hur visar detta att f dér inte &r Rieman-
nintegrerbar?

Eftersom en Riemannintegrerbar funktion f dr kontinuerlig néstan overallt ar
J=/f=/fno, dar f ir nedit halvkontinuerlig och f &r uppat halvkontinuerlig.
Detta visar att R C H.

Ovning B.8. Betrakta foljande tva snarlika pastaenden for en begrinsad funktion

f:(ab) — R.
(i) Funktionen f &r kontinuerlig néstan overallt i (a, b).

(ii) Det finns en kontinuerlig funktion g : (a,b) — R sadan att f = g néstan
overallt i (a,b).
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Observera att enligt ovan betyder (i) precis att f &r Riemannintegrerbar. Lat f;
vara funktionen som &r 1 for alla irrationella tal och 0 for alla rationella tal. Lat fo
vara en funktion som i exempel B.2 med sprang i a < £ < b. Lat till sist f5 vara
funktionen f i anmérkning A.5. Visa att f; uppfyller (ii) men ej (i), att fo uppfyller
(i) men ej (ii) och att f; uppfyller bade (i) och (ii). Alltsa, att vara kontinuerlig n.o.
har inget att géra med att vara lika med en kontinuerlig funktion n.o.

En férdel med H gentemot R &r att teorin for generaliserade integraler och itere-
rad integration ar naturligare i H dn i R. Notera att vart bevis for Tonellis sats 6.4
héar gar igenom for alla funktioner som har 6ppen subgraf, inte bara de kontinuer-
liga, och att f,, och A i satsen da ocksa har 6ppna subgrafer. Pa samma sétt gar
beviset for Fubinis sats igenom for alla funktioner som uppfyller férutsittningarna
i Definition A.8, inte bara de kontinuerliga, och funktionerna i satsen uppfyller da
dven de forutsidttningarna i Definition A.8. Var klass H kan ocksa betraktas som ett
forsta steg mot den kompletta integrationsteorin, det vill siga L, dir man betraktar
matt av mycket mer allménna méingder &n de Gppna.
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