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Riemannintegralens definition

En variabel:

Indelning av ett kompakt intervall [a, b] gors.

Trappfunktioners integral definieras.

f(x) ar Riemannintegrerbar om 6ver- och undertrappfunktioner med
integraler godtyckligt ndra varandra existerar.

Kontinuerliga funktioner dr Riemannintegrerbara. Beviset anvander
likformig kontinuitet och kompakthet.

o Generaliserade integraler definieras genom att gd i grans med a eller b.
Flera variabler:

@ Analogt med en variabel for ett axelparallellt kompakt ratblock.

@ For allmdn begransad mangd: f utvidgas med 0 till ett omgivande
ratblock. (Instdngningsidén lite problematisk i flera variabler.)

o (Positiva) generaliserade integraler definieras med hjilp av
uttdbmmande sviter.
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pre-Lebesguemattets definition

Lat Q € R? (R™! for flervariabelanalys) vara en ppen mingd.
Definiera den kanoniska sviten

bhcUclUclUcC...cQ

o Vilj de dyadiska kvadrater Q med sidlingd 27/ s&dana att Q C Q.

o | fallet d& Q ar obegriansad ar det lampligt att ocks3 krava
dist (Q,0) < j.

o L&t Uj vara det inre av det slutna holjet av unionen av alla dessa

kuber Q.

Definition (m&tt av 6ppen mangd)

Q] := limj_,o |Uj|, med uppenbar tolkning av arean |Uj|.
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pre-Lebesgueintegralens definition: positiva fallet

L&t f : D — R vara en kontinuerlig funktion pa en éppen miangd D C R
(eller D C R" i flervariabelanalys).
Under forutsattning att £ > 0 definierar vi f:s subgraf

Gp(f) :={(x,t) eR? ; x€ D,0 < t < f(x)},

vilket &r en 6ppen mangd. (Detta giller mer allmént d& f &r nedat
halvkontinuerlig p& en 6ppen mingd.)

Definition (positiv integrand)

For f > 0 som har dppen subgraf definierar vi pre-Lebesgueintegralen
[p f(x)dx :=|Gp(f)|. (Aven om f eller D &r obegrinsad.)
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pre-Lebesgueintegralens definition: teckenvaxlande fallet

L&t f : D — R vara en kontinuerlig funktion p3 en éppen mingd D C R
(eller D C R i flervariabelanalys).
Vi definierar f:s positiva och negativa delar

ft = max(f,0),
f~ := —min(f,0),

s att f = ft — f—, dir f* > 0 &r kontinuerliga.

Definition (teckenvaxlande integrand)

For en funktion f = f; — f, : D — R, dar fi, b > 0 har dppna subgrafer,
med andliga métt, definierar vi pre-Lebesgueintegralen

Jp f(x)dx == |Gp(f)| - |Gp(£)|

Andreas Rosén (Linkdping University) Riemann eller Lebesgue? Oktober 2011 5/ 14



Kommentarer om definitionerna

o Oppna mangder, snarare dn kompakta miangder, ir mest
naturliga/grundldggande vid area/volymberékningar. (Ingen rand, bara
inre punkter!) Darfor bor dessa vara i fokus i integrationsteorin.

@ Analysstudenter har knappast behov av att integrera mer allminna
funktioner dn kontinuerliga. Klassen av funktioner som betraktas i
integrationsteorin bor vara s& lite storre dn de kontinuerliga som
mojligt.

e Kopplingen mellan integral och area/volymberikning framgar tydligt i
pre-Lebesgueintegralens definition.

@ Den for pre-Lebesgueintegralen nédvandiga uppdelningen i positiv och
negativ del fortydligar ocks3 integralens tolkning.

o Enhetlighet: till skillnad fr&n Riemannintegraler anvinds uttdmmande
sviter och uppdelning i positiv och negativ del genomgéende, inte bara
for generaliserade integraler.
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Huvudsatsen for pre-Lebesgueintegralen

Om Q; C Qy C ... CQ ardppna mangder som témmer ut Q) s§ ar
imj o 127] = 12,

Det ar i beviset av denna nyckelsats som kompakthetsargument anvands.
Till skillnad fr&n Riemannintegralen ar kontinuerliga funktioner p3 dppna
mangder “trivialt” pre-Lebesgueintegrerbara. (De har &ppen subgraf < &r
nedat halvkontinuerliga.).

Foljdsats (Monoton konvergens)

Om D ar éppenoch0< i < fh <K <...—f pd D, dar f; ar
kontinuerliga, s& har f Gppen subgraf och [, fi(x)dx — [, f(x)dx.

For Riemannintegralen behdver inte en sddan gransfunktion vara
integrerbar.
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Stavformeln

Sats (Stavformeln)

L5t Q C R vara Gppen, med projektion D p& R" och tvarsnittslingd
U(x), x € D, langs xp41-axeln. D& har ¢ : D — R &ppen subgraf och

|Q|—/£X1,..., dX]_ d

Bevis ar enkelt for en méangd i den kanoniska sviten U; C 2. For Q foljer
sedan stavformeln genom griansévergdng med huvudsatsen.
OBS: /(x) behdver inte vara kontinuerlig, eller ens Riemannintegrerbar.
Vad som féljer av stavformeln:

o Additivitet for pre-Lebesgueintegralen: [(f +g)= [, + [, &-

@ Integralen av en teckenvaxlande funktion ar valdefinierad.

@ Formeln fér mattet av omr&den mellan tva grafer:

9] = [p(f(x) — g(x))dx.
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Nollmangder

Definition

En mangd N 3r en nollmidngd om for varje e > 0 finns en 6ppen mingd
QDO N med Q] <e

R" = D°uUdD U (D°)°,
i praktiken med D°, (D€)° 6ppna och 9D nollmangd.

o Huvudexempel: grafer av kontinuerliga funktioner i R?,R3, . ...
(Anvand stavformeln.)

e Upprakneliga unioner av nollmangder &r nollmangder. (Anvénd
huvudsatsen.) For Jordannollmangder i Riemannintegrationsteorin
giller inte detta.

@ Om N ir en nollmingd i R” s& 4r N x R en nollmingd i R™1.
(R=U;(=/,J)) Av detta foljer klart att nollmangder kan férsummas
vid integration.

Andreas Rosén (Linkdping University) Riemann eller Lebesgue? Oktober 2011 9/ 14



Uppdelning och variabelbyte

Féljande bor i hogre grad dn vad som gors betonas som en
berdkningsteknik i sig, vilket gors om fokus ligger pd 6ppna mangder.

Antag f : D — R kontinuerlig p& éppen mangd, och att
D =DyU...UDxUN med oppna disjunkta D; och nollmangd N. D& ar

/f: fr.+[ f
D Dy Dy

Teoretisk anvandning:

@ | en variabel anviands uppdelning och medelvirdessatsen for integraler
for att bevisa analysens huvudsats: f f(t)dt = f(x).

@ | en eller fler variabler anvands uppdelnlng och likformig kontinuitet
for att visa att Riemannsummor konvergerar mot integralen.
Variabelbytessatsen visas p& sedvanligt satt.
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Skivformeln och itererad integration

Helt analogt med stavformeln visas:

Sats (Skivformeln)

Lt Q C R3 vara 6ppen, med projektion | ps xi-axeln och tvirsnittsarea
A(x1), x1 € I, parallellt med xox3-planet. D& har A : | — R éppen subgraf
och

Q= /IA(xl)dxl.

Genom att lata Q = Gp(f) vara subgrafen till en given funktion f : D — R
erhalls fran skivformeln formeln for itererad integration:

// f(x1, x2)dx1dxo :/< f(X]_,XQ)dxz) dxi.

Teorin for generaliserade integraler kraver knappt ndgon specialbehandling.
Tonellis sats for positiva generaliserade integraler fljer direkt. Fubinis sats
for teckenvixlande absolutkonvergenta integraler anvander klassen H nedan.
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Overkurs: pa viag mot den fulla Lebesgueintegralen

@ Vad pre-Lebesgueintegralen klarar av: |Q| for 6ppna mangder, och
Jp f av kontinuerliga f Gver Gppna D.

@ Vad den fulla Lebesgueintegralen klarar av: |E| for “helt godtyckliga”
mangder, och [ f fér “helt godtyckliga” f. (Urvalsaxiomet?)

Lite bortom pre-Lebesgueintegralen har vi foljande.

Definition (Klassen H)

L&t f : E — R vara en funktion pd en mingd E. Antag att det finns en

oppen mangd D sidan att EAD = (EU D)\ (E N D) &r en nollmingd,
och positiva funktioner fi, f, : D — R med dppna subgrafer, med andliga
matt, sddana att f = f; — f, p& E N D. Definiera d& integralen

Je fdx == [Gp(f)| — |Gp(F)]-

Anvandning: integration dver omradden med rand som &r nollmangd,
integration av funktioner som ar diskontinuerliga pa en sluten nollmangd.
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Kommentarer om klassen H

H som i Halvkontinuerlig eller som i Halvvags...

Man visar forstas oberoende av det exakta valet av D, f; och f.

Klassen H ger en snygg Fubinis sats (itererad integration av
absolutkonvergenta generaliserade integraler) for kontinuerliga
funktioner p& 6ppna mangder, dvs den inre integralen dr en funktion
fran klassen H.

Klassen H innehller strikt alla Riemannintegrerbara funktioner: en
Riemannintegrerbar funktion &r lika med sitt évre holje, vilket &r en
ned&t halvkontinuerlig funktion, nastan Sverallt. (Den &r ocks& nistan
overallt lika med sitt undre hélje, en uppét halvkontinuerlig funktion.)

Till skillnad fran Riemannintegralen, ar vi redan lite p& vig mot den
fulla Lebesgueintegralen. (Yttre) Lebesguemattet av en godtycklig
mangd E definieras i en avancerad integrationsteorikurs som

|E| := infq~g |Q], dér infimum tas Sver Gppna omgivningar.
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Diskussion

@ “Ensidiga” utémmande sviter for ppna mangder kontra “tvasidig”
instangning?

o Indelning i grafrummet R™ kontra uppdelning i definitionsrummet
R"?

@ Hur bor pre-Lebesgueintegralen undervisas for olika studenter? Hur
mycket detaljerna om kontinuitets- och éppenhetsantaganden och
méttets definition bor ges?
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