MFP II: FUNKTIONENTHEORIE, FEUER UND WELLEN

JULIE ROWLETT

1. DIFFERENZIERBARKEIT AUF C

Definition 1.1. Essei f : C — C eine Funktion. Fiir ein 2y € Cist f (komplex) differenzierbar
beziehungsweise holomorph falls der Grenzwert

lim f(z) = f(20)
220 zZ — 20

existiert. In diesem Fall ist f’(z¢) durch diesen Grenzwert definiert.
Lemma 1.2. Es sei f holomorph in zg. Dann ist f auch stetig in zg.

Proof. Wir betrachten

lim f(2) — f(z0) = lim (2 — z0) 2 =FG0) _ g

zZ—r20 zZ—r20 zZ— 20

O

Eine dquivalente Definition von Holomorphie in einem Punkt zg ist: Es existiert eine stetige
Funktion A : C — C (wir nennen diese Funktion nicht zuféllig A, wir werden bald sehen,
warum), sodass A in zq stetig ist und

f(2) = f(z0) + A(2)(2 — 20)
fiir alle z in einer Umgebung von 2 gilt. Fiir den Beweis nehmen wir zunéchst an, dass f in
zo holomorph ist. Dann erhalten wir:
f(z) = f(=0)

A(z) = M, z# 20, Azp):= lim —————=.
zZ— 20 z—20 Z— 29
Umgekehrt gilt:

lim fE) = fz0) = zh—{g) A(z) = A(zp).

Z— 20 z — ZO
Da wir komplexe Zahlen multiplizieren und dividieren kénnen und dabei dieselben Regeln wie
in R gelten, folgt aus der Analysis I fiir f,g: C — C:

(1) sind f sowie g in zo holomorph, so auch f + ¢ und es gilt:
(f +9)'(20) = f'(20) + ¢'(20)
(f9)'(20) = f'(20)9(20) + ¢ (20) f (20)
(2) Gilt ferner f(zp) # 0, so ist auch f/g holomorph und es gilt
<f>' (sg) = L0 (20) = I'(z0)g z0)
g) " (f(20))? '
(3) Mit f in g(zp) und ¢ in zq ist auch f o g in zy holomorph und es gilt
(fo9) (20) = f'(9(20))g (20)-

Definition 1.3. Eine Funktion f : C — C, die auf ganz C holomorph ist, heifit ... (can you
guess?) ganz!
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Da die Funktionen f(z) = z sowie ¢(z) = ¢ ganz sind, wobei ¢ € C eine Konstante ist, folgt
sofort, dass jedes Polynom ganz ist. Rationale Funktionen sind holomorph in jedem Punkt, in
dem der Nenner nicht verschwindet.

Definition 1.4. Eine Funktion f: U — V, wobei U, V zwei offene Teilmengen (d.h. Gebiete)
von C sind, heiflt biholomorph auf U, falls f holomorph und bijektiv auf U und f~! holomorph
auf V ist.

Proposition 1.5. Es sei f : U — C eine holomorphe Funktion auf dem Gebiet U C C, sodass
f'(z) # 0Vz € U. Dann gilt: Fir alle zo € U gibt es eine Umgebung U(zp) von zy sodass
f(2) = f(zo) fiir z € U(z0) genau dann, wenn z = zg.

Proof. Da f holomorph ist und f/(zg) # 0 fiir 29 € U, gilt lokal
f(z) = f(z0) + A(2)(z — 20), A(z0) # 0.

Eine kleine Bemerkung: Dieses A héangt in der Tat von dem Punkt zg ab, d.h. genauer sollte
man A als A, schreiben. Da diese Proposition lokal ist, ist das unwichtig. Es gibt also ein
d > 0 sodass fiir alle z € C mit |z — zp| < ¢ und

A(z)

AG) = Azo)] < =5

= [A(2)] > |A(20)]/2 >0,
also gilt auch
If(2) — f(z0)] = |A(2)|]z — 20| > 0Vz e Cmit 0<|z— 2| <.
Dementsprechend kann man setzen
U(z0) == Bs(20).
O

1.1. Vergleich mit der Differenzierbarkeit auf R?. Wir kénnen R? in kanonischer Weise
mit C identifizieren. Wie ist also das Verhéltnis zwischen der Differenzierbarkeit bzgl. R? und
C? Aye, there’s the rub. Genau deswegen verwenden wir dieses A, was an den Laplace-Operator
erinnern soll, weil holomorphe Funktionen differenzierbar bzgl. R? sind und eine zusdtzliche
partielle Differenzialgleichung erfilllen miissen. Diese Gleichung ist mit der Laplace-Gleichung
sowie dem Laplace-Operator verbunden.

Definition 1.6. Essei f = g+ih : U — C, wobei U ein Gebiet in C und g, h jeweils reellwertig
seien. Dann ist f R2-differenzierbar in z9 = x¢ + iyo (was nicht gleich holomorph bedeutet!)
genau dann, wenn es zwei stetige Funktionen Ay, As von U in C gibt sodass

f(z) = f(z0) + A1(2)(x — zg) + A2 (2)(y — yo), Vz=x+iyec U.

Die iibliche Definition, dass eine Funktion F' : R? — R? differenzierbar in (x¢,yo) ist, ist, dass
es eine 2 x 2 Matrix A gibt, sodass gilt

F(l’,y) - F(x()ay()) = A(Z - ZO) + O(Z)ﬂ
wobel (z,y) = z, (xo,¥0) = 20 und o(z) — 0 als z — zp, was dquivalent zu der Aussage ist,
dass es eine Matrix A(z) = [a;;(2)] gibt, sodass a;; : R — R stetige Funktionen in z sind.
So ist also jede R2-differenzierbare Funktion auf C in kanonischer Weise mit einer differenzier-
baren Funktion F : R? — R? identifiziert.
Es seien ) )
FE = §(A1 —|—ZA2), A= §(A1 — iAQ),
dann rechnet man leicht nach, dass f genau dann in zy R2-differenzierbar ist, wenn
(1.1) f(2) = fz0) + (2 — 20)A(2) + (2 — 20) E(2).
Man sieht ebenso, dass
Al=A+E Ay=E-A, A=E.
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Definition 1.7. Die Werte

A(Zo) = %(20), E(Z()) = %(Zo)

nennt man die Wirtinger-Ableitungen von f im Punkt zg.
Natiirlich ist
Jz 1= go +ihyg, .fy = gy"'ihya
also
1 ) 1 .
Iz = i(fx - ny)v fz= §(f:c JFny)-

Jetzt konnen wir C- und R2-Differenzierbarkeit vergleichen.

Satz 1.8. FEine Funktion f : U — C ist holomorph in zy € U (U ist wie immer ein Gebiet)
genau dann, wenn f R2-differenzierbar ist und ferner gilt:

fg(ZO) = O
In diesem Fall ist

f'(z0) = f:(20).

Proof. Laut der Definition der R?-Differenzierbarkeit wissen wir schon, dass es zwei Funktionen
A1 und Ay von U C C gibt, die in zg stetig sind, sodass fiir A sowie E wie gerade definiert gilt:

f(2) = f(20) + (2 — 20)A(2) + (2 — 20) E(2),
und durch die Definitionen von A und E und die Stetigkeit von A, Ay sind A und E beide
stetig. Die Definition der Holomorphie ist also genau dann erfiillt, wenn E(zg) = 0, da dann

F(2) = F(20) + (2 — 20) (A(z) L iz Z_OE(z)) |

zZ— 20

Da E(zp) = 0 und

Z2— 2 —1,
zZ— 20
ist die Funktion L
Z— 20
A FE
() + =225(2)

stetig in zg. Also erfiillt f die Definition der Holomorphie in zy. Fiir die Umkehrung, dass falls
f holomorph in zj ist, es ein A : U — C gibt, das in zq stetig ist, sodass

f(z) = f(20) + A(2)(z — 20),
konnen wir E(z) = 0 nehmen und f erfiillt (1.1). O

Definition 1.9. Den Differentialoperator
1 )
nennt man Cauchy-Riemann-Operator.

Eine holomorphe Funktion ist also eine R?-differenzierbare Funktion, die zusdtzlich die Cauchy-
Riemann-Gleichung erfiillt, namlich
85“ =0.

Bemerkung: Der Laplace-Operator schreibt sich auch

A =40,05.
Wenn wir wieder f = g 4 ih schreiben, ist die Cauchy-Riemann-Gleichung dquivalent zu den
Gleichungen

Gz = hy7 Gy = _hx-

Proposition 1.10. Es sei f : G — C holomorph (G sei ein Gebiet), sodass f' = 0 auf G.
Dann ist f konstant.
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Proof. Wir haben also f, = 0 sowie f; = 0, also sind auch f, = f, = 0. Dementsprechend ist
f in beide Richtungen konstant, also konstant auf G. g
2. GLEICHMASSIGE KONVERGENZ UND POTENZREIHEN

Die folgende Proposition kennen Sie schon aus der Analysis 1.

Proposition 2.1. Die geometrische Reihe

o0
sz, zeC
k=0

konvergiert genau dann, wenn |z| < 1. In diesem Fall ist
oo
1
S
1-=2
k=0

Definition 2.2. Eine Folge Funktionen f; : U — C auf einem Gebiet U C C konvergiert
gleichmdfig gegen die Funktion f auf U genau dann, wenn es fir ¢ > 0 N € N gibt, sodass
Vk > N und Vz € U gilt:

[fk(2) = f(2)] <&

Wir nennen die Folge kompakt konvergent genau dann, wenn die Folge fiir jedes kompakte
K C U gleichméfig auf K konvergiert.

Wir wissen aus Analysis 1:

Proposition 2.3. Der Grenzwert einer gleichmafig konvergenten (oder kompakt konvergenten)
Folge stetiger Funktionen ist stetig.

Wir haben auch eine Proposition iiber die Konvergenz der Ableitungen:

Proposition 2.4. Es sei{fr} eine Folge holomorpher Funktionen, die auf einem Gebiet U C C
gegen eine Funktion f konvergieren. Es seien die Ableitungen f;, stetig und gegen eine Funktion
g kompakt konvergent. Dann ist f holomorph und ' = g.

Proof. Wegen der kompakten Konvergenz kann man fiir zo € U folgende Grenzwerte aus-
tauschen:

lim f(z) = f(z0) _ lim Tim fr(z) = fe(z0) _ lim Tim fe(2) = fr(20)

Z—r20 Z— 20 z—20 k—o00 Z =20 k—00 z2—2z0 Z— 20

= g(20)-

Ferner ist g auf U stetig, da sie der Grenzwert stetiger kompakt konvergenter Funktionen ist.
Also ist f' = g und f auf U holomorph. O

Definition 2.5. Eine Funktionenreihe Zkzo fr auf M C C heifit absolut konvergent auf M,

wenn
> 1l

k>0
auf M gleichméafig konvergiert.

Die folgende Proposition ist eine Wiederholung aus der Analysis I.

Proposition 2.6 (Konvergenzkriterien). Die Reihe Y fi ist absolut gleichmafSig konvergent
auf M:
(1) wenn esVe >0 ein N € N gibt, sodass Yn,m > N undVz € M gilt:

S If(z) <e.

Dieses nennt man das Cauchy-Kriterium.
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(2) Ist > ay eine konvergente Reihe mit ar, > 0 Yk und es gilt fir fast alle k und Vz € M

[fi(2)] < ax,

so ist Y fr absolut gleichmaflig konvergent auf M. Dieses nennt man das Dominan-
tenkriterium.

Bemerkung: Fast alle heifit hier bis auf eine endliche Teilmenge.
Definition 2.7. Die Einheitskreisscheibe ist
D={z€C:|z| <1}

Fir » > 0 wir verwenden
rD:={ze€C:|z| <r}.

Definition 2.8. Eine Potenzreihe ist eine Reihe der Form

Z ar(z — 20)".
Proposition 2.9. Es sei z1 # 0 und M > 0 sodass gilt:
lapz¥| < M, VEk.

E akzk

absolut kompakt in der Kreisscheibe |z1|D.

Dann konvergiert die Reihe

Proposition 2.10. Fiir jede Potenzreihe P(z) = Y ayz* gibt es ein 0 < r < oo, sodass P(z)
absolut und kompakt konvergent auf rD ist und fir |z| > r divergiert. Dieses r nennt man

Konvergenzradius. Es gilt:
1

"= lim sup |ag|*/*"

P(z) = Z apz®

ist in ithrem Konvergenzgebiet (d.h. der Kreisscheibe mit Radius gleich dem Konvergenzradius)
holomorph. Ihre Ableitung ist
P'(z) = Z kapz"~t,
1

und der Konvergenzradius von P’ stimmt mit dem von P tberein.

Satz 2.11. Eine Potenzreihe

Proof. Die Funktionen

fu(2) = Z apz”
k=0

sind jeweils ganz und stetig. Die Ableitungen
n
fl(z) = Z ka2t
1

sind auch ganz und stetig. In ihrem Konvergenzgebiet konvergieren die Funktionen f,, kompakt
gegen P(z). Es folgt aus der Analysis I, dass der Konvergenzradius von

Z kakzk_l

mit dem von P ubereinstimmt. Es sei also
g(z) == Zkakzkfl.

Somit ist die Folge f/ auf kompakten Teilmengen des Konvergenzgebietes gleichméBig gegen g
konvergent. Es folgt aus Proposition 2.4, dass g = P’, also ist g die Ableitungsfunktion von P
und P ist auf dem Konvergenzgebiet holomorph. O
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Satz 2.12 (Identitétssatz). Es sei P(z) =Y a;jz7 eine konvergente Potenzreihe. Dann ist
P® (4 ij—l =k + a2k,

pk) (0)
k!

Falls es eine Umgebung von 0 gibt, in der P = 0, dann ist aj, = 0 Vk. Falls Q(z) = Y bpz* auch
in einer Umgebung von 0 konvergiert und in dieser Umgebung P = Q) gilt, dann ist ai, = by, Vk.

ap —

Proof. Wir konnen den Satz 2.11 wieder auf P’ verwenden, mit z.B. ay, := (k + 1)ag41. Dann

ist
"(2) = Z&\gz P'(z Zakkzk ! Z k(k —1)apz"2,
0 2

und P” dasselbe Konvergenzgebiet besitzt. Wenn man dieses £ mal macht hat man die Formel
fiir die k% Ableitungsfunktion fiir P. Die Formel fiir a; folgt, wenn man z = 0 in der Formel
fir P*) setzt. Ist P = 0 in einer Umgebung U von 0, dann ist ag = 0. Da P auch in dieser
Umgebung konstant ist, ist P’ = 0 in dieser Umgebung. Dasselbe gilt also fiir P” und P*) fiir
jede k. Also ist im Punkt 0

P®(0)=0 VEk>0,

und laut der Formel fiir ay, ist ap = 0 Vk.
Falls @ auch konvergiert in einer Umgebung von 0, in der P = ), dann da

IZ k= a)z"| < Z [bx] + lak])|2|* = ZlkaIZIk +Z Jarll=l",
und beide konvergieren in dieser Umgebung, ist also die Potenzreihe
R(z) =Y (b — ax)z"

absolut kompakt konvergent in dieser Umgebung U und

R(z)=Q(z) — P(z)=0vz e U.
Wir haben gezeigt, dass die Koeffizienten dann jeweils verschwinden,

b —ar, = Wk = by = a,Vk.

O

Der Sagt, dass konvergente Potenzreihen eine eindeutige Darstellung haben, dementsprechend
nennen wir den Satz der Identitdtssatz, weil er uns sagt, dass eine konvergente Potenzreihe
eine eindeutige “Identitdt” hat. Der Mittepunkt, 0 ist unwichtig. Wir kénnen das gleiche fiir
Potenzreihen um einem anderen Punkt, zg,

= Zak(z - zo)k

3. EXPONENTIELLE UND TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN
Es gibt eine wichtige Funktion
K
z
r— -
€= Z kKl
0
Berechnen Sie den Konvergenzradius. Diese Funktion ist dementsprechend ganz. Thre Ableitung
ist... sich selbst! Laut der Definition kann man zeigen, dass

(1) e# =¢*
(2) =1
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(3) Es sel w € C fest. Dann ist fiir f(z) = e*T und g(z) = e * laut der Produktregel
(fg)(z) = e"tWe ™ —*TWe % = (.
Dementsprechend ist fg konstant. Also gilt
e =0CeC
ist eine konstante Funktion. Fiir z = 0 ist C' = e", also gilt fiir jede z € C,
(3.1) eFTWe % = e,
Da w zuféllig aus C war, gilt dieses fiir jede w € C. Dann, fir w = 0 gilt (laut (2))
efe =0 =0 =1,
Also wenn wir e*T%e™% = ¢ mit e* multiplizieren und (3.1) verwenden haben wir
eTWe e = *TW x 1 = * T = e%e.
(4) Aus (1) und (3) haben wir
le*| = \/(ez)(ez) = Vertz = o(312)/2 — R(2),
Es folgt, dass der Bild {e® : R(z) = ¢} auf einer Kreisscheibe liegt. Wie schén. Insbesondere
{e* : R(z) =0} C ID.

Das Verhaltnis zwischen z und der Lage des Punkts e* auf der Kreisscheibe mit dem Radius
e®™®) werden wir mithilfe der folgenden wichtigen Funktionen betrachten.

Definition 3.1. Die trigonometrische-Funktionen
1 . ,
cos(z) := i(e” +e 7).
1

sin(z) := i(eiz —e?).

Die hyperbolische-trigonometrische Funktionen

1
cosh(z) := E(ez +e77).

sinh(z) := %(ez —e %)

Diese Funktionen haben folgende Eigenschaften, die aus der Potenzreihe fiir e* sowie die Defi-
nitionen folgen.

(1) sin’(z) = cos(z), cos’(z) = —sin(z), sinh(z) = cosh(z), cosh’(z) = sinh(z).

(2) sin(z+w) = sin z cos w + cos z sinw, cos(z + w) = cosz cosw — sin z sinw. sinh(z+w) =

sinh z cosh w 4 cosh z sinh w. cosh(z + w) = cosh z cosh w + sinh z sinh w.
(3) Fiir jede diese Funktion gilt f(z) = f(2).
(4) Mithilfe der Potenzreihe e kann man ausrechnen
52k . S2k+1
cos(z) = Z(—l)k o sin(z) = Z(—l)km.
2k 22k+1

cosh(z) = Z 20T sin(z) = Z 2R

(5) €* = cosz +isinz. Fiir 2 = y € R hat man also

e = cosy + isiny.
Dementsprechend gilt:
e" T = e%e = e®(cosy + isiny).

(6) sin?z + cos? z = 1.
(7) cosh® z —sinh® z = 1.
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Zu jedem Punkt
z=x+1iy €D,
gilt
2+ y2 =1.
Fiir passende
0 = arctan ~
x
gilt
i0

e =cosf+isind =z + iy.

Dementsprechend ist e* : iR — 0D auch surjektiv. Wir kénnen damit 7 definieren.

Definition 3.2. 7 ist die kleinste reelle Zahl, sodass
271
e =1.

Laut dieser Eigenschaften der Exponentielle-Funktion haben wir folgende.

(1) e ist periodisch mit Period 27i.

(2) t+ e’ ist von R — (0, 00) bijektiv.

(3) t > e ist von [0,27) — ID bijektiv.
Daraus folgt es, dass fiir jede z € C es 7,6 € R geben, sodass z = re’?. Diese Darstellung einer
komplen Zahl nennt man Polar-Darstellung, und man nennt (r, ) Polar-Koordinaten.
Folgende Proposition kennt man aus der Analysis I; zu zeigen ist aber, dass es keine Nullstellen
gibt, der Form z = = + iy, wobei y # 0.

Proposition 3.3. Die Nullstellen der sin sind die reelle Zahlen km wobei k € Z, und die
Nullstellen der cos sind die reelle Zahlen 5 + km, wobei k € Z.

Proof. Wir betrachten den sin Fall. Falls sin(z) = 0, laut der Definition gilt:
ef—eF=0 = ¥ - 1=0 = ¥ =1 = 2iz = 2iknm

wobei k € Z. Der Fall cos ist ahnlich. O

4. GRUNDLAGEN DER INTEGRATION

Eine die wichtigste Technik der Funktionentheorie ist die Integration. Zuerst benotigen wir
einige Ergebnisse aus der Analysis I/11.

Definition 4.1. Eine Funktion f : [a,b] — C heiit stuckweise stetig (ss) falls es a = ty <
... < t, = b geben, sodass f eingeschriankt auf (¢;,¢;41) ist fiir ¢ = 0,...,n — 1 stetig, und f
eine stetige Fortsetzung auf den Randpunkte ¢; und t;4; hat. Die Funktion heifit stuckweise
differenzierbar falls f existiert bis auf {t;}7, und f’ kann also ss Funktion fortgesetzt werden.

Es sei f : [a,b] — C messbar; das gilt genau dann, wenn es g, h : [a,b] — R geben, die messbar
sind, sodass
f=g+ih.
Dann ist
b b b
I(f) = / )t = / g(t)dt +¢/ h(t)dt.

Es gelten:

(1) Die Funktional [ ist linear

(2) I(f) =1(f)

(3) I(Rf) =RI(f)

(4) I(Sf) =SI(f)

Lemma 4.2. FEs sei f : [a,b] = C messbar. Dann gilt

[ rwal < [0
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Proof. Da f; f(t)dt =n € C, kénnen wir n als Polar-Darstellung schreiben:
n=re?, r0ecR.
Dann gilt:
e ¥p=r>0.
Da |e=%| = 1, gilt
le™nl = le™[In| = Inl,

und ferner gilt

b b
[ = e 1(f)| = R(e™I(f)) :ge/ e_wf(t)dtZ/ R(e™ f(2))dt

b b
SL/ k‘”f@ﬂdt=b/ (8]t
O

Alles was wir von Integration auf R schon wissen gelten genau so auf C. Insbesondere haben
wir

Proposition 4.3. Es sei f € C([a,b]). Dann gilt

b
/j%Wﬁ:ﬂm—fm»

Es sei [ stuckweise stetig auf [a,b] und sei h : [c,d] — [a,b] eine stetige, monoton waichsend
und stuckweise differenzierbare bijektion. Dann

b d
[ s = [ suienn @
Jetzt konnen wir Integration auf C definieren.

Definition 4.4. Es sei M C C. Ein Integrationsweg in M ist eine stetige und stuckweise
differenzierbare Abbildung « : [a,b] — M. Das Interval [a,b] ist das Parameter-Interval und
der Anfangspunkt « ist y(a) und der Endpunkt ~ ist «(b). Der Bild ~[a,b] ist der Spur des
Wegs s und wiirde mit Sp v gezeichnet. Die Lange eines Integrationswegs ist

uw:/wmw.

Es sei f : M — C stetig auf M C C, und v : [a,b] — M ein Integrationsweg. Dann ist das
Integral von f auf dem (Integrations)Weg =,

b
[ 1= [ s @
v a
Wir werden oft Integrationsweg mit Weg abkiirzen. Hier sind einige Beispiele:
(1) Es seien a <be€ CNR und 7 : [0,1] — C definiert durch
v(t) =a+1tb—a).
Dann ist
1 b
f(z)dz = / fla+tb—a))(b—a)dt= / f(s)ds,
[a,b] 0 a

wobel wir s := a + t(b — a) zusammen mit Koordinaten-Wechsel fiir reelle Variable
verwendet haben.
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(2) Es sei zp € C und r >, und
Y(t) := 29 + re : [—m, ] = 29 + 7D.

Dann ist

Mw=/|ﬂmﬁ=/lmﬂm=%n

—T —T

Also gliicklicherweise stimmt unsere Definition 7« mit der iiblichen geometrischen Defi-

nition .
dz T grett )
= T = 2mi.
v 2= 20 _. Te

(3) Besonders wichtig ist
Jetzt wollen wir zeigen, dass Integration auf C eindeut definiert ist.

Definition 4.5. Eine Parameter-Wechsel ist eine Funktion h : [¢,d] — [a,b], die eine stetige,
stuckweise differenzierbare bijektion ist, sodass es eine § > 0 gibt, sodass gilt

h'(t) > 8Vt sodass b’ definiert ist.

Fiir einen Integrationsweg v, dann ist yoh : [¢, d] — C ein Integrationsweg mit demselben Spur.
Wir nennen « o h eine Reparametrizierung von . Es sei f auf Sp 7 stetig. Dann gilt

b d
L/f@wz=/ﬂfWUDM@M#=/ FOh(s) (o) (s)ds = | f(2)d.

~yoh
Wir werden Integrationswege, die Reparametrizierungen von einander sind, identifizieren.

Proposition 4.6. Es sei f stetig auf Sp . Dann gilt:
[ 161z < 1) _mx_[562).
¥

zZESpur vy
Proof. Da 7 : [a,b] — C stetig ist, ist v([a, b]) kompakt. (Warum?) Da f auch stetig auf Spur
ist, dann gibt es M € R sodass gilt
|f(2)] < MVz € Spur~.

Es folgt aus der letzten Proposition, dass

Af(z)dz

b b
/fmmwmﬁs/ﬁﬂwmwww

b
;/Mwwszuw
O

Proposition 4.7. Es seien {fi} stetige Funktionen, die gleichmd fig gegen eine Funktion f
auf Spur~y konvergieren. Dann ist f stetig und

/ f(2)dz = lim fi(2)dz.
~ k—oc0

Proof. Wir wissen schon, dass f stetig ist. Wir konnen den DomKon Satz von Lebesgue ver-
wenden, da wegen der gleichmé 8ig Konvergenz, gibt es N € N sodass fiir jede kK > N und fir
jede z € Spury gilt:

[fe(2) = f(2)] < L.
Da f auf Spur -y stetig ist, und Spur~ kompakt ist, gibt es M € R sodass gilt

|f(2)] < MYz € Spur~.

Es sei
My, := max{|fi(2)| : z € Spur~}.
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(Warum ist es max und nicht nur sup?)
G := max{Ml, ]\427 ey MNfl, M + ].}

Dann gilt fir jede k inN
|fi(2)] < G¥z € Spur.
Die Proposition folgt also aus dem DomKon Satz von Lebesgue. O

Man ké')nnte auch direkt abschéitzen :
f(z)dz — f d — d

< L(v) x| |f(2) = fr(2)] = 0 als k — oo,

wobei diese folgt aus der Definition der gleichméfig Konvergenz.
Wir konnen auch die Integrationssiatze aus der Lebesgue-Integrationstheorie verwenden und
folgende beweisen.

Proposition 4.8. FEs sei v ein Integrationsweg in C, M C R™ und f : Spury x M — C sei
stetig. Dann es gelten:
(1) Die Funktion

F(x) :Lf(z,x)dz

st auf M stetig.
(2) Es sei M offen und die partielle Ableitung von f bzgl. xj stetig auf Spury x M, dann
ist F C bzgl. x), und es gilt
OF of
—(x)= | == dz.
R (x o (z,2)dz

(8) Es sei M C C offen und Vz € Spury f sei holomorph bzgl. w € M und f,(z,w) sei
stetig auf Spury x M, dann ist F' holomorph in w und

F'(w) = / Fulz, w)dz.

Es seien o und B zwei Integrationswege und f sei auf Spur a x Spur 3 stetig. Dann es gilt

[ (f semm)as= [ ([ o) .

Es seien {aj i} komplexe Zahlen. Falls es M € R gibt, sodass gilt

m n
S5 Jagl < MYm.n €N,

=0 k=0

Za;m sind die Reihen 3,35, ajy sowie Yy > . ajk absolut konvergent und dieselbe Summe
aben.

5. STAMMFUNKTIONEN UND INTEGRATION
Es gibt eine interessante Verbindung zwischen den folgenden drei Fragen bzgl. eine Funktion
f G — C auf einem Gebiet G C C:

(1) Gibt es eine Stammfunktion F' sodass gilt F’ = f?
(2) Was ist das Integral von f auf abgeschlossenen Integrationswegen?
(3) Ist f holomorph auf G?

Wir werden zuerst den Zusammenhang zwischen (1) und (2) untersuchen.
Definition 5.1. Es sei f : G — C eine stetige Funktion, die auf einem Gebiet G C C definiert

ist. Eine Funktion F': G — C heifit eine Stammfunktion (fir f) falls F' holomorph ist und es
gilt: F' = f.
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Zum Beispiel fiir eine Potenzreihe auf seinem Konvergenzgebiet
z) = Z an(z — 23), G = Konvergenzgebiet von f,

ist

F(z) = (e —z0)"

eine Stammfunktion fiir f. Diese Funktion hat dasselbe Konvergenzgebiet vie f (warum? zeigen
Sie!). Sie konnen also mithilfe der Potenzreihen fiir e*, cos z, sin z Stammfunktionen fiir diese
Funktionen berechnen und sie sind nichts anders als erwartet.

Es sei F' eine Stammfunktion fiir f, dann fir ein Integrationsweg v : [a,b] — C, da (f o)y’
stetig ist, gilt (Kettenregel, Fundamentalsatz der Analysis)

/f M—/f L%%wWW—meme»

Ist also v abgeschlossen, gilt

Lf@MZZQ

Proposition 5.2. Es sei F' eine Stammfunktion fir f : G — C. Dann fir jeden Integrationsweg
v : la,b] = C mit Spur(y) C G gilt

/ﬂmh=ﬂﬂm—FW@)

Falls v abgeschlossen ist, dann ist
[ stz =
~

5.1. Vergleich mit R. Es sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann ist die Funktion

F(t):= /at f(s)ds

eine Stammfunktion fir f auf (a,bd), laut dem Fundamentalsatz der Analysis. Gibt es also
immer eine Stammfunktion fiir jede stetige Funktion, die auf einem Gebiet in R definiert ist.
Diese Aussage gilt nicht fiir jede stetige Funktion G € C — C. Zum Beispiel (diese Funktion
ist immer gut im Kopf zu behalten)

f@p:%:G:@\w}%c

ist auf G stetig. Wir berechnen fiir den Integrationsweg v : [0, 27r] — C, ~(t) = €*,

2m 1 2m ] )
f(2)dz :/ —— (t)dt = / e et dt = 2mi.
/7 ) o @) (® 0

Die Proposition sagt, dass wenn f(z) eine Stammfunktion hétte, dann miisste das Integral
verschwinden, da Spur(vy) C G.

Proposition 5.3. Es sei [ eine stetige Funktion auf einem zusammenhdangenden Gebiet G C C

sodass gilt
[ stz =
y
fiir jeden abgeschlossen Integrationsweg v mit Spur(y) C G. Dann gibt es eine Stammfunktion
F fir f.

Proof. Es sei a € G. Fiir z € G, sei v, ein Integrationsweg von a nach z in G. Damit -,
existiert braucht man, dass G zusammenhéngt. Sei

F(z):= [ f(w)dw

RE
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Da G ein Gebiet ist, ist G angenommen offen. Diese Definition héngt von a ab aber sie hiangt
nicht von der Wahl v, ab. Sei o, ein Integrationsweg zwischen a und z in G. Wir werden oft
annehmen, dass a = 0 und b = 1, da wir einfach ein Parameterwechsel verwenden koénnten, und
das Integral sowie Integrationsweg gleich bleiben. Dann ist

v(t) :==7.(t), t € [0,1], o, (2—1),t€]1,2]
ein abgeschlossener Integrationsweg in G wobei wir merken, dass 0,(2—t) : [1,2] — G ist genau
—0,(t) =0(l —t):[0,1] = G d.h. o, einfach riickwérts. Dementsprechend ist

/f Ydw =0 = f(w)dw — /f Ydw = f dw—/f
vz

Noch zu bemerken ist, da

1 1
/0 Flo(1—t))dt = 7/0 flo(s))ds, s=1—t.

Jetzt werden wir zeigen, dass so definiert ist F' holomorph und die Ableitungsfunktion f ist.
Fiir zgp € G, es gibt € > 0 sodass fiir jede z € C mit |z — 29| < € ist z € G und damit ist der
Weg [z, z0] C G. Der Integrationsweg

Y(#) =75, (8), t € [-1,0], (1 —1t)zo +tz,t€[0,1], o(t) =7.(3—1),t€]l,2],
ist ein abgeschlossener Integrationsweg in G also gilt

fdw+ [ fwide - [ fwydo=o

Yzo [2,20] z

Eine kleine Bemerkung ist, dass so definiert kann man 7, (2 — ¢) mit —v, identifizieren, da der
Spur 7,(2 — t) ist genau der Spur 7, nur Riickwérts gelaufen. Wir haben also

F(z)— Flzo) = | fw)dw— [ f(w)dw=— /[ Sy =

Vs Y=o

F(2) - F(z0) = /0 Flz0 41z — 20)) (2 — 20)dt = (= — zo)/o F(z0 + £z — 20))dt.
Dementsprechend ist

lim F(z) = Flzo) = lim 1 f(zo +1t(z — 20))dt

Z—r 20 z — ZO Z—r20 0

1
- /0 F(z0)dt = f(z0).

Eine Eigenschaft fehlt fiir den Gebiet C\ {0}: Konvexitét.

In der Analysis ist Konvexitdt eine sehr wichtige Eigenschaft, die Konzequenzen
fir die Lésungen partielle Differentialgleichungen hat!!

Die Existenz einer Stammfunktion ist eine DG grades eins (F’ = f), die in der Regel nicht
homogen ist (d.h. f # 0).
Eine etwas schwachere geometrische Eigenschaft als Konvexitét ist sternformig.

Definition 5.4. Eine Gebiet G heifit sternformig falls es a € G gibt, sodass fiir jede z € G der
gerade Weg [a, 2] in G liegt.

Es ist klar, dass jede konvexe Gebiet sternformig ist!

Proposition 5.5. Es sei G C C ein sternformiges Gebiet bzgl. a € G und sei f : G — C
stetig. Falls es gilt fiir jeden abgeschlossenen Dreieck T C G dessen Ecken in G sind,

/8 fwdw =0,

dann hat f eine Stammfunktion.
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Proof. Es sei
F(z):= f(w)dw.
[a,2]
Wir werden zeigen, dass F' eine Stammfunktion fiir f ist. Sei zp € G und z sodass [z, 2] C G,
dann ist T der Dreieck mit Ecken a, z, und zg innerhalb von G (zeichnen Sie!) und gilt also

0= [ fwyto = s /[] fwidu+ [ flwyde

[ZO 72]

[20,2]

s F(2) - F(z) = / f(w)dw.

[20,2]

Wie im letzten Bewelis ist also

F(z) = F(20) = /0 fz0 +t(2 — 20))(2 — 20)dt = (2 — Zo)/o f(z0 +t(z — 20))dt.

Dementsprechend ist
F(z)—F !
lim Fz) = Fz0) = lim f(z0 +t(z — 20))dt
Z—20 zZ— 20 zZ—20 0
1
=/ f(zo)dt = f(z0).
0
O

5.2. Der Fundamentalsatz der Funktionentheorie. Um den Fundamentalsatz zu beweisen
werden wir folgenden bendtigen.

Lemma 5.6 (Goursat). Es sei f holomorph auf einer Umgebung G D T wobei T C C ein
Dreieck ist. Dann gilt

f(z)dz = 0.
orT

Proof. Man kann den Dreieck in vier kleinere Dreiecke {7} }1_, aufteilen, in dem wir auf jedem
Rand dem Mittelpunkten verbinden. Dann ldufen die Integrationswege sodass, die mitteleren

gegenseitig vernichten, also gilt
/ f(z)dz|.
oTk

Es sei T} der Dreieck, dessen Integral am Rand das Maximum erreicht. Dann gilt

f(2)dz J(2)dz
aT Ty

4
dz = d X
8Tf(z) z Z f(z)dz <4 ma

k 1<k<4
k=1 0Ty =r=

<4

Wir machen genauso mit 77, damit es 75 gibt und immer weiter so. Dann ist T C T7 D
To... Tk DTkt ..., und es gilt

(5.1) (2)dz| < 4F ,

orT

f(z)d=

0Ty,

Laut Euclidische Geometrie gilt:
1
03| = 5[0T1,  |0Tx| = 27701,

wobei |0T| die Lange des Rands bedeutet. Da der Durchmesser eines Dreiecks gleich die Lange
der langsten Seite ist, gilt auch
d(Ty) = 27%d(T).
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Jede T}, ist kompakt, also folgt es aus der Vollstandigkeit C, dass
Ne>1Tk # 0,

und da dieser Durchschnitt in jedem T}, liegt, ist der Durchmesser kleiner als 2~%d(T) fiir jede
k € N. Da dieses gegen 0 konvergiert ist dementsprechend

Ni>1Tk = {20}

(Wenn es ein anderen Punk gébe, muss der Abstand zwischen den beiden positiv sein und wére
der Durchmesser dann mindestens so gross und damit nicht mehr 0). Angenommen war, dass
f holomorph ist, also gibt es eine stetige Funktion A auf T sodass

f(z) = f(z0) + (2 = 20) f'(20) + (2 — 20) A(2),
wobei A(zp) = 0. Die Funktion
9(2) = f(20) + (2 = 20) f'(20)
hat eine Stammfunktion, namlich

(z — 20)?

Glz) 1= 2f () +

f'(20)-

Dementsprechend ist

/aTg(z)dz = 0.

Dann haben wir

f(z)dz

0Ty

/ (z — 20)A(2)dz
oTy,

< 0T max| (= — 20)A(2)

< |0T:|d(T) max | A(z)].

Wenn wir (5.1) zusammen mit dem Verhéltniss der Umfassungen sowie Durchmesser verwenden,
haben wir

(z)dz

< 4827k |91 |277d(T) max | A(2)| = |0T|d(T) max |A(z)|.
9T z2E€TY z2E€TY

Da Tj, — {20} als k — oo und A(zp) = 0 ist stetig in zp, konvergiert die rechte Seite gegen 0
als k — oo und dementsprechend ist

/8 Sz =0
O

Satz 5.7 (Cauchy-Integralsatz). Es sei f eine holomorphe Funktion auf einem sternformigen
Gebiet G. Dann hat f eine Stammfunktion und gilt

L f(2)dz =0,

fiir jeden abgeschlossenen Integrationsweq v in G.

Proof. Nach dem Goursat-Lemma verschwindet das Integral von f auf jedem Integrationsweg,
der ein Dreieck ist. Dann nach der Proposition fiir sternformige Gebiete, hat f eine Stamm-
funktion. Laut noch einer Proposition verschwindet das Integral fiir jeden abgeschlossenen
Integrationsweg in G. d



16 JULIE ROWLETT

6. DAS CAUCHY-INTEGRALFORMEL

Wir werden sehen, dass die Werte einer holomorphen Funktion innerhalb eines Kreises durch
den Werte auf dem Rand des Kreises bestimmt werden. Dieses konnen Sie beim Integra-
tionsrechnung verwenden!

Lemma 6.1. Es sei T C C ein Dreieck und es sei f holomorph auf einem Gebiet G das T
enthdlt mit T CC G auserhalb vielleicht einem Punkt zo in dem Inneren von T in dem f nur
stetig ist. Dann ist

f(z)dz = 0.
aT
Proof. (1) Es sei zp eine Ecke von T. Da f stetig ist, ist f auf der kompakten Menge T'
beschrankt, sodass es M > 0 gibt mit |f(w)] < M for all w € T. Es sei ¢ > 0. Wir
teilen T in drei neuen Dreiecken, sodass zg in 7} ist und L(T}) < <. Dann da in einer

M
Umgebung von den anderen Dreiecken 75 und 73 die Funktion f holomorph ist, gilt

f(z)dz=0, i=1,2.
oT;

Da

f(z)d=
T

/ f(z)dz = f(z)dz+ f(z)dz + f(z)dz = f(z)dz
aT T T, Ty T

< L(T)M < e.

Dieses gilt fiir jede € > 0 also ist

f(z)dz =0,
orT

falls zo eine Ecke ist.
(2) Es sei zp auf einer Seite von T. Dann teilen wir 7" in zwei Dreiecken, sodass zy eine
Ecke fiir beide ist. Laut (1) gilt

f(z)dz=0, i=1,2
oT;

= /Tf(z)dz: . f(z)dz + ; f(z)dz = 0.

(3) Im letzten Fall, ist zp in dem Inneren von 7. Auch kein Problem. Dieses mal teilen wir
T in zwei Dreiecken, sodass zy auf einer gemeinsamen Seite von 7T} und 75 ist. Laut
(2) ist

f(z)dz=0, i=1,2
oT;

= /Tf(z)dz: ; f(z)dz + ; f(z)dz =0.

Aus dem Lemma fogt den

Korollar 6.2. Es sei G C C ein sternformiges Gebiet und f : G — C eine stetige Funktion die
auf G\ {z0} holomorph ist. Dann fiir jeden abgeschlossenen Integrationsweg v in G gilt

L F(2)dz = 0.
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Proof. Es sei T ein Dreieck sodass T CC G. Dann falls zy € T ist, laut dem Lemma ist

f(z)dz = 0.
aT
Falls T'N 29 = (J, dann ist f holomorph auf einer Umgebung von T' also nach dem Lemma von
Goursat ist

f(z)dz=0.
orT
Dementsprechend sind die Voraussetzungen der Proposition 5.5 erfiillt und die Proposition sagt,
dass f eine Stammfunktion hat. Dann folgt die Aussage aus der Proposition 5.2. O

Satz 6.3 (Cauchy Integralformel). Es sei G ein Gebiet in C und zg € G. Es sei D = D,.(z9) CC

G. Dann fur jede holomorphe Funktion f auf G,
1
fz)=— (w) dw, VzeD.
21 Jop w — 2

Proof. Da das Gebiet offen ist, gibt es € > 0, sodass ¥V r € (0,¢] D,(z9) CC G. Essei z € D
und es sei r € (0,¢). Wir definieren

o(2) = f(wlz:i‘(z) wz
f'(z) w =2z
Die Funktion g ist holomorph auf U := D(,1.)/2 und ist auf jeden Fall stetig im Punkt 2. Laut
dem Korollar kénnen wir den Cauchy-Integralsatz auf g verwenden also gilt

W16 [ Iy [ IE)

oD 8D w—==z op W — 2 op W — 2

Man merkt, dass f(z) konstant auf 0D ist. Also ist

W) gy~ f(2) =

op W — 2 pwW—2z

dw
/@ pwW—2
berechnen. Wir wissen das Ergebnis falls z = zg aber falls nicht..? Die Frage ist wie dndert
sich das Integral als z sich dndert? Dementsprechend berechnen wir

0 dw / dw
0z Jopw—2z  Jop (w—2)2
(Der Grund, warum wir die Ableitung (= ein Grenzwert) in dem Integral reinziehen kénnen folgt

aus dem Dominierten Konvergenzsatz von Lebesgue, da die Funktion ﬁ auf 0D gleichméBig
beschrankt ist!) Die Funktion

Wir mochten das Integral

1
R
hat eine Stammfunktion auf dem Gebiet G = C\ z, némlich
1
G =
(w) = —
Da 0D C C\ z, ist also
0 d
/ gw)dw =0 = — Y o
oD 0z Jop w— 2
Dann miiss die Funktion
dw
Z =
op W — z

konstant auf D sein und dementsprechend ist

dw dw 27 riet ,
9D W — 2 oD W — 2o 0o 2o tret—z
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wobei wir den Integrationsweg v(t) = 2 + re't : [0, 27] — D verwendet haben. Ist also

v =g [ L —onife) = s =5 [ T,

op W — % pw—2 21t Jop w— 2

Das Formel konnen wir jetzt verwenden um irgendwas sehr interessantes zu beweisen ...

Satz 6.4 (Supermegadifferenzierbarkeit). Es sei G ein Gebiet in C und f eine holomorphe
Funktion auf G. Dann ist f' auch holomorph, sowie ", und so weiter: f ist unendlich-mal
komplex differenzierbar! Es gilt fir jede zo € G und r > 0 so klein, dass D = D,(z9) CC G,

fur z € D,
)y K f(w) duw
96 =5 [ L.

T 2mi Jop (w— 2)kHT
Dieses Formel nennt man auch das Cauchy-Integralformel.

Proof. Es sei zg € G und r > 0 so klein, dass D = D,.(zp) CC G. Dann laut dem Integralformel
ist fur jede z € D
1
f(z)=— de.
21t Jop w — 2
Da das Integrand gleichméfig auf 9D beschréinkt ist, konnen wir schon wieder

azf(z)—i/waz 1)

211 w—z

betrachten. Auf der rechten Seite ist die Ableitung des Integrands
5 L) _Jw)

fw—z  (w—2)?’

also ist

0.1 = 1) = 5 [ L.

" 27 Jop (w—2)
Das Integrand ist eine holomorphe Funktion fiir z € D. Dann kann man nochmal betrachten
1
210 Jop  (w — 2)?
_2 [, W)
2mi Jop (w—2)3
Dementsprechend ist f’ auch holomorph auf D mit

ey 2 f(w)
(=) = %/{w azmdw.

Das Integrand ist immer noch eine holomorphe Funktion fiir z € D. Wir kénnen dieses so oft
wiederholen, wie wir wollen. Allgemein gilt:

k! w
96 = o= [ (Z))kﬂ du.

Wir konnen diese fiir jedes zg € G tun, um zu zeigen, dass in einer Umgebung von jedem Punkt
in G, f unendlich-mal komplex differenzierbar ist. O

dw.

Bemerkung: Man sicht hier ein GROSSES Unterschied zwischen R Differenzierbarkeit und
C Differenzierbarkeit. Dasselbe gilt nicht fiir R differenzierbare Funktionen. Was ware ein
Beispiel? (vlt. f(x) = z® fiir irgendein «. ..

Proposition 6.5 (Morera). Es sei [ eine stetige Funktion auf einem Gebiet G C C und sei
f(z)dz=0
oT

fiir jeden Dreieck T'CC G. Dann ist f auf G holomorph.
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Proof. Es sei D CC G eine Kreisscheibe. Dann gilt fiir jeden T' C D,

F(2)dz =0,
oT

da T auch CC G. Wir bemerken, dass D konvex und dementsprechend auch sternformig ist.
Also folgt es aus der Proposition 5.5, dass f eine Stammfunktion F' auf D hat. Ist also

F'(z) = f(z), VzeD.

Laut dem Satz ist F' unendlich mal C differenzierbar und dementsprechend ist auch f. Ist also
f holomorph auf D. Da fiir jeden zy € G es r > 0 gibt, sodass D = D,.(z9) CC G, haben wir
gezeigt, dass f auf G holomorph ist. g

Satz 6.6 (Riemannische Fortsetzungssatz). Es sei G C C ein Gebiet mit zg € G, sodass f auf
G\ {20} holomorph ist und es r, M > 0 gibt, sodass

lf(2)| < M, VzeG mit|z—z| <.
Dann gibt es eine eindeutige holomorphe Fortsetzung von f, die holomorph auf G ist.

Proof. Da f in der Nahe von zg beschrankt ist, gilt
zl;rglo(z —20)f(z) =0.

Dementsprechend ist die Funktion

F(z) :{ (z—20)f(2) z# 20

0 z =2

holomorph auf G und stetig in zy5. Aus dem ersten Lemma dieses Abschnitts ist

/aT F(2)dz =0,

fiir jeden Dreieck T' CC G. Folgt es also aus der Proposition von Morera, dass F' holomorph
auf G ist. Dann gilt:

F'(zo) = lim M —

zZ—r 20 Z — ZO Z—r 20

Gibt es also ein eindeutiger Grenzwert lim,_,,, f(z), ndmlich F’(zp) und wir definieren die

Fortsetzung
fo={ 2, 1%

F'(z0) z=2

7. POTENZREIHEN HOLOMORPHE FUNKTIONEN

Holomorphe Funktionen sind nich nur supermegadifferenzierbar sondern auch besitzen jeweils
eine Potenzreihe.

Satz 7.1 (Potenzreiheit). Es sei f eine holomorphe Funktion auf dem Gebiet G C C und
20 € G. Dann gibt es r > 0, sodass auf D = D,(zy) ist

. 1
f(2) =) ar(z—=20)" ar= gf(k)(ZO)
k>0
Der Konvergenzradius p(zo) erfilt

p >sup{p > 0s.d.D,(z) CC G}.
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Proof. Wir verwenden das Cauchy-Integralformel auf D,.(zg)

f(z) = 1 de.

S 2mi Jop w— 2

11 11 53 z—2\"
w—z w—zyl— 22  w—z w — 2o

w—20 n=0

Wir schreiben

Fiir jeden z € D ist
Z— 20

w — 2y
also konvergiert die geometrische Reihe absolut

oo n
S (=
w—2zy/)

n=0

Da f auf 0D gleichméflig beschrankt ist, konvergiert ebenso die Reihe

Ist also

Laut dem Identitatssatz sind die Koeffizienten der Potenzreihen eindeutig. Wir kénnen das
gleiche auf D,(zy) tun, fiir jede p > 0 sodass D,(z9) CC G, dementsprechend folgt die Aussage
wegen des Konvergenzradiuses. O

Mithilfe dieses Satzes konnen wir eine starkere Identétssatz formulieren. Wir werden vorher
einen topologischen Hilfsatz beweisen.

Lemma 7.2 (Clopen). Es sei M offen sowie abgeschlossen und M C G wobei G offen und
zusammenhdngend ist. Dann ist M = G oder M = ().

Proof. Angenommen ist M # (). Beweis durch Wiederspruch. Sei M # G. Dann gibt es
g € G\M. Da @ zusammenhéngend ist, gibt es einen Weg in G von ¢ nach M. Dementsprechend
gibt es eine Folge {p,} C G\ M sowie p € M sodass

d(pn,p) — 0.
Da p € M und M offen ist, gibt es € > 0 sodass
B.(p) C M.
Wegen p, — p gibt es N € N sodass
d(pn,p) < €/n > N.
Dann ist p, € M Vn > N, was wiederspricht {p,} C G\ M. O

Proposition 7.3 (Ident"itétssatz v.2). Es sei G C C ein Gebiet und f sowie g holomorphe
Funktionen auf G. FASA
(1) Es gibt zop € G und eine Folge {z,} C G\ {20} die gegen zy konvergiert, sodass
flzx) =9(z) VkeN.

(2) f=g
(8) Es gibt zo € G sodass ™ (zy) = g™ (20) ¥ n > 0.
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Proof. Es ist klar, dass (2) = (1) sowie (3). Betrachten wir die Funktion h = f —g. Nehmen
wir (1) an, also gibt es eine zy und eine Folge sodass

h(z) =0 Vke€N,

und wollen wir zeigen, dass

h=0.

Betrachten wir die Potenzreihe
h(z) = Z an(z — 2z9)".
n>0
Es folgt aus der Stetigkeit h, dass
h(zp) = nh_}rr;o h(zp) =0 = ap =0.
Es sei denn a9 = a1 = ... = a,_1 =0 fiir n > 1. Dann ist
h(z) = (2 — 20)"(an + ant1(z — 20) +...) = (2 — 20)" H(2),

und H ist stetig in z9. Da 2z, # 2o V n € N aber h(z,) = 0 Vn € N miiss H(z,) =0 Vn € N.
Dementsprechend ist
H(zp) = lim H(z,)=0.

n—oo

Laut der Definition H ist
an = H(zp).
Ist also a, = 0. Dieses zeigt, dass (1) = (3). Ferner gilt, da der Potenzreihe in einer
Umgebung von zq gleich die Funktion h ist,
h(z) = 0 in einer Umgebung von zg.
Nehmen wir jetzt also (3) an. Laut dem Satz der Potenzreihen holomorphe Funktionen (Poten-
zreiheit) gibt es r > 0, sodass h(z) =0V z € D,(29) CC G. Es sei
M :={z € G: esr >0 gibt, sodass h(z) =0Vz € D,(z1)}.
Falls z; € M, dann gibt es 7 > 0, sodass V z € D;(21) h(z) = 0. Dann ist fiir 2o € D, /5(21)

|z — 2| <r/2 = |z—zl|§|z—22|+\zg—z1\<%+g:r,

also ist
z € Dp(z1) = h(z) =0.
Ist also
Dr/g(zl) Cc M.

Dementsprechend ist M offen. Angenommen (widerspruch) M sei nicht abgeschlossen in G,
dann gibt es z* € G\ M und eine Folge {z,} C M die gegen z* konvergiert. Da z* ¢ M, ist
also {z,} € G\ {z*}. Aus dem ersten Teil ist also h(™ (2*) = 0 V n > 0. Danach verschwindet
die Potenzreihe von h in einer Umgebung von z* was bedeutet, dass es r* > 0 gibt, sodass

h(z) =0Vz € D= (2") = 2* € M.

Ist also M offen sowie abgeschlossen in G. Da zp € M ist M # () und da G ein Gebiet (d.h.
offen und zusammenhéngend) ist, miiss M = G. Dementsprechend ist A = 0 auf G. O

Wir kénnen unsere Ergebnisse tiber holomorphe Funktionen jetzt so zusammenfassen.

Satz 7.4. Es sei f: U — C wobei U C C offen ist. F. A. 8. A.

(1) f ist holomorph.

(2) f ist reel differenzierbar und die Cauchy-Riemann Gleichungen gelten fir f.

(3) Fiir jeden z € U gibt es > 0 sodass in D, (z) f eine Entwicklung als absolut konver-
gente Potenzreihe besitzt.

(4) Fiir jeden z € U gibt es r > 0 sodass es F' eine holomorphe Funktion F : D,.(z) — C
gibt mit F' = f auf D,(2).

(5) [ ist stetig und fir jeden Dreieck T CC U, f@T f(z)dz=0.
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8. WEITERE EIGENSCHAFTEN HOLOMORPHE FUNKTIONEN

Jetzt haben wir die notwendige Grundlagen, um noch mehr Eigenschaften holomorphe Funktion
zu bestimmen.
Proposition 8.1 (Cauchy-Ungleichungen). Es sei f holomorph in einer (offenen) Umgebung

U>D DR(ZO).
FEs sei 0 <r < R. Dann fir jede z € 0D, (z) und n > 0,
'R
(n) ‘< R :
1| < Gy o )

Proof. Laut dem Cauchy-Integralformel gilt:

|
e / S g,
278 oD p(z0) (w—z)

Da w € dDg(zp) gibt es 6 € R sodass

|
< &271'17{ max M
o wedDg(z0) |w — 2P+

£ )| =

w =z + Re'.
Da z € 0D, (zp) gibt es o € R sodass
z =20+ re'’.

Dementsprechend ist

lw—z| =/ (w—2)(w-—2) = \/R2 — 2R(Re?rei?) 4 r2.
Wir bemerken, (da R(z) < |z| gilt immer!)
2R(Rere?) < 2Rr = R? — 2R(Re“re®) + 72 > R* —2Rr + 72 = (R —7)?
= |w—z| > |R —r| gilt YVw € dDg(zp).
Dementsprechend ist

max |f(w)| < 1 max
wedDR(z0) |w — 2|t = (R — r)"*! wedDg(z0)

[/ (w)]

und es gilt

n'R
(R = )T el ()l

£ <
g

Satz 8.2 (Maximum Betrag). Es sei f holomorph auf einem Gebiet G C C. Falls |f| ein
Mazximum im Punkt zyg € G erreicht, dann ist f konstant. Falls f # 0 auf G und f ein
Minimum im Punkt zo € G erreicht, dann ist f konstant.

Proof. Es sei zg ein Maximum sodass gilt
|f(2)] <|f(20)] Vz € Dp(z20) CCG.

Das Cauchy-Integralformel impliziert

fGo) =5 | 1) gy = L7 i treya,
o]

2mi Dr(z0) 2~ 20 2m Jo
wobei wir den Integrationsweg v(t) = 29 + re® : [0,2n] — 0D,(20) verwendet haben, mit

9'(t) = riet’; Dann haben wir

2 27
o)l < 52 [ 1 Go+retian< o [ 1ol = 1ol

Damit diese gilt muss |f(zo + re| = |f(2)| = |f(20)| fast iiberall gelten. Da f stetig ist gilt
also | f(2)] = |f(z0)| fiir jede z € Dgr(zp) (da r < R zufillig war). Dementsprechend haben wir

If1?> = (ff) = konstant auf Dg(zp).
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Dementsprechend ist die Funktion f f holomorph. Falls f = 0, dann sind wir fertig mit dem
Beweis. Falls nicht dann ist ff = ¢ > 0 und dementsprechend da f holomorph ist und |f| =
c>0 = f#0ist

f=c/f
auch holmorph. Die Ableitung ist also
f'(2).
Laut der Produktregel ist als0
0= (o) = (ff)(2) = () F'(2) = |f' (2) %,

also ist ' = 0 auf Dg(2p). Dementsprechend ist f konstant und es gilt f(z) = f(z0). Fiir die
zweite Aussage ist, da f # 0 auf G die Funktion ¢ = 1/f holomorph und hat ein Maximum
im Punkt zp. Laut dem ersten Teil ist g konstant und es folgt, dass f ebenso konstant sein
muss. U

Korollar 8.3. Es sei G CC C ein beschrinktes Gebiet und f : G — C stetig auf G und
holomorph auf G. Dann das Mazimum |f| wird auf OG erreicht und falls f nicht konsant ist,
gilt

£ (2)] < max [f(2)]

z€0G

Falls f keine Nullstellen in G hat, dann erreicht |f| sein Minimum auf OG und falls f nicht
konstant ist, gilt

[f(2)] > max |f(2)].

z€0G

Es gibt noch ein wichtiger Satz der Funktionentheorie, den wir bereits beweisen kénnen.

Satz 8.4 (Liouville). Es sei f : C — C eine beschrdnkte holomorphe Funktion. Dann ist f
konstant.

Proof. Aus der Cauchy-Ungleichung gilt fiir jeden R > 0

| |
2 omax |f(w)] € =M,

() <
|f ( )| ~ R™ wedr(z0) R

wobei M > 0 erfilt
If(z)| <M VzeC,

und so ein M existiert, da f auf C beschrankt ist. Es sei also n > 1. Dann lassen wir R — oo.
n n!M n
[FPO) < Fom R 00 = [f(0)]=0.
Dann fiir die holomorphe (ganze) Funktion
9(z) :== f(0),
gilt im Punkt 0,
g™ (0) = £ (0)¥n > 0.
Laut dem Identitatssatz v.2 ist f = g auf C. D.h. f ist konstant. 0
Mithilfe dem Liouville Satz kénnen wir auch den Fundamentalsatz der Algebra beweisen.

Satz 8.5 (Fundamentalsatz der Algebra). Es sei p(z) ein Polynom mit Koeffizienten in C mit
dem Grad n > 1. Dann gibt es eine Findeutige Menge {ry}3_, C C sodass

p(z) =19 H(z —Tk).
k=1
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Proof. Der Beweis ist durch Induktion. Es sei p ein Polynom Grades eins. Dann ist
p(z) =19z +b, 19#0 = p(2) =ro(z —b/ry),
ist also 7y = b/rg. Satz ist in dem Fall bewiesen.
Nehmen wir jetzt an, dass der Satz fiir jeden Polynom Grades n —1 > 1 bewiesen ist. Es sei p
ein Polynom Grades n > 1.
Beweis durch Wiederspruch: falls p keine Nullstellen in C hat, dann ist f(z) := ﬁ eine ganze
Funktion. Da der Grad von p gréfer gleich eins ist, gilt
p(2)] = ¢f2]",
fiir eine Konstante ¢ > 0. Insbesondere
[p(2)] = o0 als |z] = 00 = |f(2)| — 0 als |z]| = oo.
Namlich gibt es R > 0 sodass
£(z)] < 1¥]2| > R.
Da RD beschriinkt ist, ist | f| auf RD beschriinkt (f ist ja stetig). Ist also f ganz und beschrinkt
auf C und dementsprechend laut dem Liouville-Satz konstant. Dann muss aber p auch konstant
sein was zu einem Wiederspruch fithrt, da der Grad von p grofler gleich eins ist.

Dementsprechend hat p eine Nullstelle r,,. Wir definieren r( also die Koeffizient von dem Term
in p Grades n. Ist also

p(z) =70z = rn)q(2).
Falls der Grad von ¢ gleich Null ist, dann muss ¢(z) = 1 (Definition ry). Falls der Grad von ¢
grofler gleich eins ist dann laut Induktion

q(2) = s0 I:I(Z — k) = p(z) =roso H(Z = Tk)-
k=1 k=1

Damit die Koeffizient z™ gleich rq ist, muss sg = 1. Also ist
n
p(z) =19 H(z —Trg).
k=1

Die Eindeutigkeit rg folgt aus der Definition ry. Falls

p(z) =10 H(z —sp) = H(z —Sp) = H(z —T)).
k=1 k=1

= k=1
Falls s, & {z;} dann teilt (z — sx) p und
p(z) =ro(z — sg) H(z — r;) nicht Grad n sondern Grad n + 1.
j=1
Die Nullstellen sind dementsprechend eindeutig. g

9. SINGULARITATEN!

Manchmal ist eine Funktion schén und holomorph bis auf manche Stellen. Niemand ist perfekt,
zum Beispiel

oder noch wesentclich schlimmer

Wenn eine Funktion bis auf einige Stellen holomorph ist dann kann man identifizieren, genau
wie schlimm diese Stellen sind.

Definition 9.1. Es sei f holomorph auf D, (zp) \ {20}. Dann nennen wir dem Punkt z eine
isolierte Singularitat der Funktion f.

Es gibt genau drei Moglichkeiten.
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(1) f hat eine eindeutige holomorphe Fortsetzung auf D,(zp) und wir nennen zy eine
abziehare Singularitat.

(2) 1/f hat eine eindeutige holomorphe Fortsetzung g auf Ds(zg) fiir irgendeine 0 < § < r,
sodass g(z9) = 0, und wir nennen zq ein Pol.

(3) Falls (1) sowie (2) nicht gelten ist zp eine wesentliche Singularitét.

Satz 9.2 (Identitét der Singularitét). Es sei f holomorph auf D,(z0) \ {20}. Dann hat f ein
Pol in zy genau dann, wenn

Jim [f(2)] = o0,
Proof. Erst nehmen wir an, dass f ein Pol in zp hat. Dann sei g := 1/ f definiert auf D = Dj;(z).
Da g holomorph und deswegen auch stetig ist gilt

. 1 . B
e =0 = A VRl =oo

Anderseits sei

lim |f(2)| = co.

zZ—20

Dann gibt es eine § > 0 mit § < r sodass fiir jede z € C mit 0 < |z — zo| < 4,
1
lf(z)]>1 = 7 ist holomorph auf Ds(20) \ {20},

und ferner gilt

f(2)
Laut der Riemannische Fortsetzungssatz hat 1/ f eine eindeutige holomorphe Fortsetzung g auf
Ds(z0) und da die Fortsetzung auch stetig ist (holomorph = stetig) gilt

1

ZILH;O [iE] =0=g(20)-

<1 Vze Ds(20)\ {20}

O

Fall (3) ist etwas besonders. Wir werden folgenden Satz nicht beweisen, er ist allerdings gut zu
wissen.

Satz 9.3 (Der grofier Satz von Picard). Es sei zg eine Singularitit der art (3). Dann fir jede
r >0 gibt es w € C sodass

f(Dr(20) \ {20}) 2 C\ {w}.

Das heisst, dass die Funktion f sich total WILD lauft in jeder Umgebung von zy. Die Funktion
nimmt némlich jeden Wert aufer vielleicht einen an !!
Wir wollen dementsprechend uns fern von solchem Punkten halten.

Definition 9.4. Eine Funktion f : G — C heif3t meromorph, falls die Funktion holomorph bis
auf eine endliche Menge Punkten in G in dem die Funktion Singularitdten der Art (1) oder (2)
(Polen) hat.

Proposition 9.5. Es sei f : U\{z9} holomorph und zq sei ein Pol. Dann gibt es eine eindeutige
k > 1 sowie eine holomorphe Funktion g : U — C, sodass g(z9) # 0 und

fz) = (2 = 20)""g(z) Yz e U\ {z}.
Die Zahl k heif$t der Grad des Pols zy. Fulls k =1 dann ist das Pol einfach.

Proof. Es gibt r > 0 sodass die Funktion 2 = 1/ f holomorph auf D, (zp) C U ist und h(z) = 0.
Die Funktion h hat eine eindeutige Potenzreihe auf D, (zo),

(k) (4
h(z) = Zak(zfzo)k, ay = h k‘(' O).

k>0
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Da f holomorph auf D,(zp) \ {20} ist, kann die Funktion h # 0 auf D,(z9) \ {z0}. De-
mentsprechend gibt es laut dem Identitatssatz gibt £ € N sodass

ht*) (z9) # 0.
Es sei k die kleinste davon. Da h(zg) = 0 ist k > 1. Dementsprechend ist
hz) =Y aj(z—2) = (z—20)" > ar;(z— 20),
jzk i>0

also sei
hk) (20)
k!

H(z):= Zakﬂ-(z — %)) = H(z) =ay =
Jj=0
Die Funktion H is holomorph auf D, (z9). Da H(zy) # 0, gibt es p € (0,r) sodass H # 0 auf
D,(29). Dann ist die Funktion
g:=1/H

holomorph auf D,(z). Ferner gilt
—(2) =h(2) = (z — 20)"H(2) = f(2) = (2 — 20) "g(2) auf D,(20),

und

g(Zo) = 1/H(Zo) = 1/ak 75 0.
Falls es auch j > 1 sowie eine Funktion u damit die Voraussetzungen erfiilt sind OBDA ist
7 > k. Dann aber ist

f(2) = (z—20) Pu(z) = (2 — 20) *g(2) = w(z) = (2—2)""%g(z) = 0 as z — z

also miiss u(zg) = 0 was ein Wiederspruch ist. Dementsprechend ist k& und danach auch g
eindeutig. 0

Proposition 9.6. Es sei f holomorph auf U \ {zo} mit einem Pol Grades k in zy. Dann gibt
es eine Laurent-Entwicklung

f(z) = a_k(z — zo)_k 4+ ...+ a_1(Z — Zo)_l + Zan(z - ZO)na
n=0

wobet
1
An = - / 7f(z)n+l dz.
27 Jop, (z) (2 — 20)

Proof. Nach dem Beweis der letzten Proposition ist

F(2)=(z=20)""g(2) = D bulz —20)" ", g(z) =D bulz —20)",

n>0 n>0

da die Funktion g holomorph auf D,.(2¢) ist und dementsprechend eine konvergente Potenzreihe
hat. Die Koeffiziente {b,} sind eindeutig. Fiir n > k ist also

1 o) 1 (== 20)*g(2)

Ap =bpip = — -_ = —
" T 000 Jop, (z) (2 = 20)n TR 2mi Jop,(z) (2 — 20)" Tt

1 f(z)
= ——dz.
2mi /8DT(ZO) (2 — zp)"t1
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10. ALLGEMEINE CAUCHY-INTEGRALFORMEL

Wir moéchten verstehen, was das Integral einer holomorphen Funktion, auf einem allgemeinen
Integrationsweg ist.

Definition 10.1. Ein abgeschlossener Integrationsweg heisst einfach, falls die Spur nur einmal
auf dem Weg laiift und die Spur sich nicht {iberschneidet. Aquivalent ist, dass der Weg injektiv
bis auf einem Punkt ist (das Anfangs/Endpunkt).

Zum Beispiel, y(t) = €' : [0,27] — 9D ist einfach, aber v(t) = €' : [0,47] — dD ist nicht.

Definition 10.2. Es sei 7 ein einfacher abgeschlossener Integrationsweg. Es sei G das Gebiet,
die vy abschliesst. Falls auf dem Weg vy G immer nach Links ist, dann heisst v positiv orientiert.

Falls auf dem Weg v G immer nach Rechts ist, dann heisst v negativ orientiert.
Zu Beispiel ist der Weg ~(t) = e’ : [0,27] — 0D positiv orientiert wobei der Weg o (t) = e~ :
[0, 27] — OD negativ orientiert ist. Wir berechnen

/027r |y (t)|dt = 2m = /0% v (t)dt = — /0% o' (t)dt.

Satz 10.3 (Allgemeine Cauchy-Integralsatz). Es sei G ein Gebiet undy sowie o zwei abgeschlossene
einfache positiv orientierte Integrationswege, die jeweils von [0,1] — G abbilden, sodass es eine
stetige Abbildung ®(t,s) : [0,1] x [0,1] — C gibt, mit

(1) ®(t,0) =~(t) fiir jede t € [0,1]

(2) ®(t,1) = o(t) fir jede t € [0, 1]

(3) ®©(0,s) = ®(1,s) fir jede s € [0, 1].
Dann nennt man v und o dquivalent bis auf Homotopie. Es sei ferner die Spur von ®(t,s) :
[0,1] = C in G liegt. Dann gilt fiir jede holomorphe Funktion f :G — C,

Lf(z)dzz/gf(z)dz.

Proof. Die Funktion ® : [0,1] x [0,1] — G ist stetig und invertierbar. Die Idee des Beweises ist,
dass wir [0, 1]? in kleinen Rechtecken aufteilen. Es sei ¢ > 0, dann da ® stetig ist, gibt es eine
§ > 0 sodass, fiir |z —y| < J, |®(z) — ®(y)| < e. Wir teilen [0, 1]? in einer Gitte auf, sodass der
Durchmesser jedes Rechtecks < §. Z.B.

j k 1)
t, ==, =—, 1l/n<—.
J n Sk n /n \@
Es sei @ := ®(t;,s) € G. Da der Durchmesser jedes Rechtecks < 0, ist der Bild bzgl. ®
([t tj41] X [sk, Sk41]) C De(Pjr)-
Da X = ®([0,1] x [0, 1]) eine kompakte Teilmenge G ist und komplett in G (offen) liegt, kénnen
wir € > 0 so klein wéahlen, dass
{zeC:|z-X|<e} CCQq.
Dann ist jede D.(®,;) CC G. Diese ist konvex und dementsprechend sternformig ist also das
Integral von f auf jedem Weg in dieser Kreisscheibe = 0. Insbesondere sei der Integrationsweg
(genauer gesagt, die Spur des Integrationsweg)
Rk =[®jk; i) U [Rjs10 Ryt krt] U [ kt1, Rjka] U [P kr1, Dk

Dann laut dem CIF fiir sternformige Gebiet (und eine Kreisscheibe ist sternformig!) ist

/Rjk F(2)dz = 0.

%:/R f(z)dz = 0.

Gilt also ebenso
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Fir 0 < j < nsowie 0 < k < n ist der Weg ®; 41 — @, in R, und ist aber der Weg
umgekehrt @, — @, 11 in Bj_q k.

Rj1k = [j—10 Py U [Pk, Rjks1] U [Rjrr1, Rjmtort] U [R)—1 1, Rj—1,]-
Dementsprechend bleiben nur die Wege ®¢ 11 — ®o 1 sowie @, — Py p41.
Fir 0 < j < nsowie 0 < k < n ist der Weg @, . — ®,11 1 in R;; und riickwérts in R;,_1, da

i1 = (@551, i1 5-1] U [P 11,51, Pj1,k] U [P @] U [Pk, Py —1].
Dementsprechend bleiben nur die Wege ®;9 — ®;41 9 sowie ®;41 ., — ®; .
Die Wege ®¢ 41 — Po i in Ry sowie @, 1 — @, 41 in Ry,—1 5. Laut der Definition von @,
ist

Qo = @(0,51), Pnp=P(L,s1) = Pok = Py,
und ebenso gilt
Do 1 = P(0,564+1) = P(1, 5641) = P 1+

Dementsprechend sind die Wege ®g ;, — Po 41 in Ry sowie &y, — Dy pq1 in R,—1 3 das
gleiche nur in den genau gegenen Richtungen gelaufen also fallen diese auch weg. Haben wir
also insgesamt

Z/ Iz dZ—Z/ dz+2/ (2)dz =0

7,k=0 ®5,0,P;j41,0] Pjti,n,
—Z/ M—Z/ F(2)dz.
®5,0,%5+1,0] @;j41,n]
Laut der Definition ® sind die Wege [®; 0, ®,41,0] sowie {’y( )t € [tj,tiq1]} in De(Pj0) mit

demselben Anfangs- sowie Endpunkte. Ist das Integral also auf [<I>j’0, ®;41,0] und danach auf v
riickwérts gleich 0 und da das Integral auf v riickwarts gleich — f,y

:>/NJMJHMAMVw@W@w—O

J

- /JO, ]HO] dz_/ttj+1 J(v(s))7'(s)ds.

J

Ebenso da ®(t,1) = o(t) ist

/[<I>J ] f(2)dz = /:Hl F(o(s))o’(s)ds.

i
Damit haben wir insgesamt

S, sed= [ rawyo

0
n—1 1
Z/ f(2)dz = / f(o@)o' (t)dt
=0 [@jn,Pjt1,n] 0
also
1 1
| ra@r @i [ seoovi-o
0 0
und dementsprechend sind beide Integrals das gleiche. O

Korollar 10.4. Falls v positiv orientiert ist und o negativ orientiert ist, dann gilt

o f(z)dsz(z)dz+Lf(z)dZ
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Proof. Der Beweis folgt aus

/qu f(z)d’z:/vf(z)dz"‘/gf(Z)dz‘

Fiir o negativ orientiert mit o : [0,1] — C lduft also —o := o(1—1¢) : [0,1] — C genau riickwérts
auf der Spur von o. Ist also o(1 — ¢) positiv orientiert und es gilt

[U f(z)dz = Lf(z)dz

Da
1 0
[U f(z)dz = —/0 flo(1 =)o’ (1 —t)dt = /1 flo(s))o'(s)ds =
1
- [ stotopo'ts) == [ ez,
0 o
ist also
dz = dz = — dz,
[ s = [ sz =— [ s
und daraus folgt der Korollar. O
Beispiele Homotopie
(1) Es sei
() = 20 +1e®™ o(t) = 29 + Re*™ .
Dann sei

®(t,s) := 29 + (sR+ (1 — s)r)e*™,
Die Funktion ist stetig. Es gilt
®(t,0) = y(t), Vt € [0,1],

sowie
®(t,1) =o(t), Vt € [0,1],
und auch
D(0,5) =20+ (sR+ (1 —s)r) = ®(1,s), Vs € [0,1].
(2) Esseiv:[0,1] — C ein einfacher abgeschlossener Integrationsweg. Es sei p € C. Dann

0,
sei o(t) :=y(t) + p. Ist v ~ o durch
O(t,s) :=(t) + sp.
(3) Es sei v ~ o ~ n mithilfe ® bzgl. v ~ o sowie ¥ bzgl. ¢ ~ 1. Dann ist vy ~ 7 mithilfe
| ®(¢,2s) 0<s<1/2
Oft.s) = { U(t2s—1) 1/2<s<1
Korollar 10.5. Es sei vy sodass das Innere von v komplett in G liegt. Dann ist

Af(z)dz =0.

Proof. Das Innere von « komplett in G liegt. Ist 7 dementsprechend Homotopie-aquivalent
zu einem Punkt. Insbesonderer ist v dquivalent zu ¢ wobei die Lange von o so klein gewahlt
werden kann, wie wir mochten. Zum Beispiel angenommen ist 0 in dem Inneren von . Das
konnen wir OBdA annehmen, da wir gerade gezeigt (Beispiel 2), dass jeder Weg adquivalent
zu einer Translation des Wegs ist. Konnten wir also v und G komplett verschieben, damit 0
innerhalb von ~ liegt. Dann ist v ~ ¢, wobei

e(t) =ey(t), @(t,s)=(1+ec—s)y(t).

Lf(z)dz /Ef(z)dz

Dann ist
< eLfloo)
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und da f holomorph ist und ¢ liegt in dem abgeschlossenen Gebiet, das die Spur von ~ ab-
schliesst, ist || f||cc < 0 also wir kénnen die rechte Seite so klein wie wir méchten machen und

dementsprechend muss
[ 1ty
¥

Satz 10.6. Es sei f holomorph auf einem Gebiet G und ~y ein abgeschlossener einfacher Inte-
grationsweg in G sodass das Innere der Spur von v zusammen mit der Spur von v kompakt in
G liegen. Dann fir z in dem inneren von der Spur von vy (aber nicht auf der Spur von v) ist

[y %dw — omif(2).

Falls z in G ausserhalb von der Spur von v liegt, dann ist

/g(iiu)zdwzo.

Proof. Im zweiten Fall ist die Funktion

=0 <= Lf(z)dz:o.
O

f(w)
g(w) = "—
holomorph auf v sowie das Innere von v, was komplett in G liegt. Die Aussage folgt also aus
dem Korollar. Es bleibt also nur die erste Aussage. Fiir r klein genug, D,(z) im inneren von
v liegt. Dann da < einfach sowie abgeschlossen ist, ist v ~ D,.(z). Es sei ® die Homotopie
zwischen v sowie 0D, (z). Dann da diese angenommen werden kann, nicht durch z zu laufen,

ist die Funktion
f(w)

w—z
holomorph auf dem Inneren von v ohne dem Inneren von D,.(z). Laut dem ACI-Satz ist

[y f(wldw _ /D F®) g = 2mif(2),

w — T(Z)’U}—Z

wobei die letzte Gleichung aus dem Cauchy-Integralformel folgt. O

11. RESIDUM-INTEGRALS
Satz 11.1 (Laurent-Darstellung). Es sei f holomorph auf
K(zo;m, R) :={2€ C:r <|z—2]| < R}
Dann hat f eine eindeutige Entwicklung in einer Laurent-Darstellung
f(2) = fo(2) + foo (2),
sodass fo holomorph auf Dg(2q) ist und foo holomorph auf C\ D,(zo) ist. Ferner gilt

foo(2) = als |z]| = 0.

Proof. Angenommen ist 0 < r. OBdA nehmen wir an, dass zy = 0.
Jetzt brauchen wir einen Bild. Es sei r < r’ < |z| < R’ < R. Wenn wir einen sehr kleinen Kreis

um z betrachten, gilt
/ de =2mif(z).
ODe(2) W T %
Ferner gilt fiir jeden abgeschlossenen Integrationsweg v der homotopie-dquivalent zu diesem

Kreis ist
/ f(w) dw = 2mif(z).
~ z

w —
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Wenn wir statt den Weg den Weg erst auf 0D,, dann kurz vor dem Punkt z abbiegen bis auf
0Dpg und dann nochmal zuruck, um den Punkt z zu vermeiden, haben wir einen abgeschlosse-
nen Integrationsweg und im inneren ist

f(w)

w—z

= g(w)

eine holomorphe Funktion. Dementsprechend verschwindet das Integral. Dieses Integral ist

aber fast gleich
[ swdw= [ gwydw- [ fw)do,
8DRI 8DT/ Y

bis auf zwei kleinen seiten, wobei v ein kleinen Weg um z herum ist. Wir kénnen v immer
kleiner machen und diese Seiten Integrals verschwinden und wir haben die Konvergenz

/C?DR/ g(w)dw — ADT/ g(w)dw — Af(w)dw — omif(2).

Definieren wir

1 f(w) 1 f(w)

d %) = -_—
w, fool2) 27 Jop, w — 2z

fo(z) := dw.

2mi Jop,, w— %

Dann gilt
f(2) = fo(2) + foo (2)-
Ferner gilt, da die Funktion
1

——— holomorph fiir |z| < |w| sowie |z| > |w] ist,

w—z
dass fo holomorph auf D%, (0) ist. Der Integrationsweg 0D g/ ist allerdings homotopie-dquivalent
zu ODpgr fir jede R* < R” < R also bleibt das Integral gleich wenn wir R’ — R lassen.
Dementsprechend gibt es eine eindeutige Fortsetzung fy auf Dg.
Die Funktion f. ist ebenso holomorph fiir |z| > ' und da der Integrationsweg 0D,» homotopie-
aquivalent zum Weg D, fur jede r < r”” < 7/, bleibt das Integral gleich wenn wir ' — r lassen.
Dementsprechend gibt es eine eindeutige Fortsetzung f., auf

{z:]z| >r} =C\ D,.
Ferner gilt

1 2
|[foo(2)| = =— / f(w) dw| < o max |f(w)| — 0 als |z] = oo.
27 | Jop, W — z 27(|z| — r) wedD,
Angenommen gibt es eine zweite solche Darstellung,

f=ho+ hoso-
Dann ist
0= (fo—ho) + (foo — ho)
eine Laurent-Darstellung der Funktion 0. Ferner gilt
Jfo—ho=—(fo —hoo), 7T <|2|<R.
Dementsprechend ist die Funktion
F(z) = (fo(2) = ho(2)), |2] <R,

F(2) = =(foo(2) = hoo(2)) |2 >
ganz. Da foo sowie heo gegen 0 also |z| — oo ist diese Funktion F' ganz sowie beschrinkt und
laut dem Satz von Liouville konstant. Sie miiss, da sie gegen 0 als |z| — oo konvergiert gleich
0 sein. Also ist

fOEhOa fothoo
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Satz 11.2 (Laurent-Entwicklung). FEs sei f holomorph auf
K(zp;r, R):={z€C:r <|z— 2| < R}.

Dann gibt es eine kompakt konvergente Laurent-Reihe

f(z)= Z an(z — 20)".

ne”Z

Die Koeffizienten
1

an = 7
211

F(2)(z = 20) " dz,
|z—20|=p

wobei p € (r, R).
Proof. Es sei
f = fO + foo

die eindeutige Laurent-Darstellung laut dem letzten Satz. Die Funktion fy ist schon auf Dg(zg
holomorph und dementsprechend hat eine kompakt-konvergente Potenzreihe

fo(Z) = Zb](z - Zo)j.
J=0
Die Funktion fs ist holomorph fiir |z — 29| > r und da
lim fo(2) =0,

Z—> 00

koénnen wir die Funktion
g(w) = fuo(l/w), wi= (2 — z),
holomorph auf
{weC:|w| <r}\{0}

fortsetzen. Da aber

lim g(w) =0,

w—0

konnen wir g holomorph auf D, fortsetzen (laut dem Riemannische-Hebbare-Singularitit Satz
z.B.). Dann hat g auch eine kompakt-konvergente Potenzreihe,

gw) =Y et =S ez —20)E, o= g(0) = 0.
k>0 k>0
Wir definieren also
an:=b,, n>0, a,:=c_,, n<O.
Damit haben wir die Entwicklung f als Laurent-Reihe,

oo

fz)= Z an(z — 20)".

n=—oo

Dann ist also
o0

/z—zo|—p f(2)(z = 20)" " Vdz = / Z ap(z — 20)" " tdz.

|z—20|=p k=—00

Fiir £ # n hat die Funktion
(Z _ Zo)k—n—l

die Stammfunktion .
z—zg) "
B it

also laut Proposition ist das Integral 0 fiir jede k # n. Es bleibt also nur

/ an(z — 20) " tdz = 2mia,.
|z—20|=p
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Dementsprechend ist

ap, = ! f(2)(z = z) "Dz,

270 Jyamzo)=p

O

Satz 11.3 (Residum-Satz). Es sei f : G — C holomorph auf G bis auf eine endliche Menge
{7 };‘:1. Es sei G einfach zusammenhangend. Dann fiir jeden abgeschlossenen einfachen Inte-
grationsweg v in G, der nicht durch irgendeine (oder mehre) z; lduft gilt:

/ f(z)dz = QWiZReszj [+ wobei z; im inneren von vy sind,
v

und
1
Res., (f :—_/ f(2)dz,
N=55 ], 10

wobei § so klein gewdhlt ist, dass nur z; € Ds(z;) liegt und kein zy, fir k # j. Falls v keinen z;
im inneren hat, dann ist das Integral f7 f=0.

Proof. Angenommen ist n = 1. Falls z; nicht innerhalb ~ liegt, dann ist f im inneren von ~
holomorph und da G einfach zusammenhangend ist, ist v homotopie-dquivalent zu einem Punkt
also ist das Integral von f auf v gleich 0.

Falls z; doch im inneren von = ist, dann ist 7 homotopie-dquivalent zu jedem Kreis um z; mit
Radius ¢ klein genug, sodass Ds(z1) innerhalb ~ ist. Dann ist laut dem Cauchy-Integralsatz

/f(z)dz = /D . f(z)dz = 2miRes,, f.

Fiir n = 2, brauchen wir einen Bild.

Lf=L1f+L2f,

wobei wir den Weg v zwischen den Punkten z; sowie zo schneiden. Der Weg 7; geht auf « bis
um den Schnitt um z; und macht einen etwaige Kreis um z;. Der Weg ~9 geht auf v weiter und
dann geht in genau die andere Richtung auf dem Schnitt damit das Integral auf dem Schnitt
verschwindet (einmal in einer Richtung, einmal in der Gegenrichtung macht insgesamt 0). Der
Weg 72 geht um zo herum. Dementsprechend folgt es aus dem ersten Fall, dass

/f :/ f+ | f=2mi(Res;, f+Res,, f).
Y 71 2

Mithilfe Induktion angenommen gilt die Aussage fiir n. Fiir n + 1, machen wir ebenso einen
Umweg auf dem letzten Punkt und
Ji=[s+] 1
Yy 71 Y2

/ f= ZQm’ Res,, f,
Y1

k=1

Laut Induktion ist

und laut dem ersten Fall ist

f=2miRes;, [

Y2

Letztendlich was ist
Res, f7
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Proposition 11.4. Es sei f holomorph auf D,(z) \ {z0}. Es sei

f)= 3 anlz—20)"
die Laurent-Entwicklung von f. Dann ist
Res., f =a_1.
Proof. Fiir n # —1 hat
(z — 20)"

eine Stammfunktion auf D, (z9) \ {20}, némlich

_ n+1

F(z) = Em2)"

n+1

Dementsprechend (da die reihe kompakt-konvergiert) gilt:
[oe]
1
f(z)dz = an/ (z — 20)"dz = a_ / dz
/Da(zo) n;oo Ds(20) Ds(z0) # %0

= 2m’a,1.

11.1. Kluge Anwendungen auf Integrals auf R!! Sie haben einen schwierigen Integral

/_ZOO flz)dz?

Sie kénnen den nicht berechnen? Naja, setzen Sie die Funktionentheorie-Brillen mal auf. Ist

die Funktion

f(z):C—C

definiert? Sie setzen z € C fiir x € R einfach in der Definition von f ein. Wie sieht die
Funktion aus? Die Idee ist, sie integrieren f in C auf irgend einen abgeschlossenen einfachen
Integrationsweg 7, sodass eine Seite das Intervall [-R, R] C R ist. Dann machen Sie den Weg
immer grosser und betrachten Sie, was passiert auf den verschiedenen Teilen von «y. Das Integral
auf dem abgeschlossenen Integrationsweg v konnen Sie mit dem Satz berechnen (die Summe
der a’ ;s in der jeweiligen Laurtent-Entwicklungen - oder einfach 0 falls f keine Singularitéten

hat). Damit kénnen Sie R — oo lassen und das urspriinglichen Integral berechnen.
Es gibt auch kluge Variationen aber die Idee ist immer die gleiche.
Wir machen Beispiele an der Tafel!

Es sei )
Toodt
A e
o a-+sint

Wir verwenden z = e sowie sint = i(z — 271) um das Integral so darzustellen

/ 1 dz
I = 1. N
oD @+ 5: (2 — z71) iz

X2

wobei wir den Integrationsweg v(t) = z = e verwendet haben. Insbesondere gilt

TN (t)dt / dz
14]

o fO®)  Jop ()
wobei : 1
us :a—i_%(z_z_l):a-i-%(eit—e_“), fiir z = e’ € OD.
Dann ist

I—/ 2dz
~ Jop 2%+ 2iaz —1

und wir konnen den Riickstand-Satz verwenden um das Integral zu berechnen!!
Dieses zeigt folgendes:
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Prinzip 11.5. Es sei R(cost,sint) eine rationale Funktion von cost sowie sint. Dann mithilfe

z=ce
kann man das Integral
2 2 ) ) ) ) ,L'eit
R(cost,sint)dt = R(1/2(e" +e " 1/2(e" — e*”)),—itdt
0 0 e
-1 —1yy 42 =y
= R(1/2(z+277),1/2(z —277))— = R(z)dz,
oD 1z oD

—

wobei R(z) eine rationale Funktion ist und dementsprechend kann man das Integral mithilfe des
Satzes berechnen!

Als néchste, schauen wir was wir mit Integrals der Art
o0 o0
oL

(1 [~ = da. (Box oder Regenbogen) Die Idee ist, man verwendet die Funktion

—oo 1+z4

tun konnen.
Zum Beispiel berechnen wir

22

1@ ==

Dann fiir 2| >> R ist |f(2)| S |2|72. Man integriert auf einem Weg I'p von —R bis
nach R auf R C C, dan von R nach R+iR, dann wieder nach links bis zum —R+iR, und
danach wieder runter. Laut dem Residue-Satz ist das Integral (fiir R >> 0) gleich 2mi
mal die Summe den Residues innerhalb I'g. Die Integrals auf der Seiten des Boxes sowie
oben kann man von oben von etwa R~! abschatzen und dementsprechend konvergiert
das Integral iiber I'r genau gegen

o] 2
/ sc cdx.
o 1tz

Dementsprechend ist das Integral gleich 27wi die Summe des Residues innerhalb I'g.
Diese kann man wie im ersten Beispiel ausrechnen.

(2) ffooo (ffjrnxﬁ dx, a > 0. Die Idee hier ist den imagindren Teil eines Integrals zu berechnen.
Mann kann wieder einen Weg wie I'p verwenden mit der Funktion

f(z) =

Zelz

rsinz

a2 42
Vorsicht: da

|ei(w+iy)‘ =e Y,

damit wir das Integral auf der Seiten sowie oben des Boxes abschétzen kénnen, miiss
die Hohe ungleich R sein. Wenn z = R + iy fiir R >> 0 haben wir nur

FEI S 7
Wenn die Hohe also ~ R wire, da wir mit der Lénge der Seite multiplizieren miissen
um das Integral abzuschéatzen, hatten wir kein ausrecheinde Abschiatzung. Da aber die
Funktion super klein wird wenn y gross wird kénnen wir die Hohe zB als R'/2. Dann
integriert man auf dem weg —R nach R, dann hoch nach R + iv/R, dann nach links
und wieder runter. Dann konvergerien die Integrals auf der Seiten sowie oben gegen 0.
Das Integral auf dem Box ist die Summe des Residues innerhalb (es gibt nur ein Pol
innerhalb dem Box in z = ia da ¢ > 0. Laut dem Satz und der Konvergenz haben wir

~ R

R f(2)dz = S27miRes;o f — %/ f(z)dz
FR — 00



36 JULIE ROWLETT

> * zsinz

12. PHYSIKALISCHE VERBINDUNG ZUR FUNKTIONENTHEORIE

Funktionentheorie ist nicht nur mathematisch schén sondern auch wichtig fir die Untersuchung
der Physik. Durch die Wirmeleitungsgleichung (WLG) sowie die Wellengleichung kénnen wir
diese Verbindung sehen.

12.1. Die Warmeleitungsgleichung auf R™. Die Herleitung der WLG folgt aus den Geset-
zten der Thermodynamik und folgende Prinzip:

(1) Die Anderung der Energie durch Volumen ist proportionel zur Anderung des Temper-
aturs.

(2) Die Geschwindigkeit der Wérme durch eine Flache ist proportionel zu dem Gradient
der Funktion, die das Temperatur in einem Punkt ergibt.

(3) Angenommen es seien keine Quellen oder Klimaanlage gibt ist die Anderung der Energie
komplett durch verlust der Warme durch die Flache.

Wenn man diese Gesetze sowie den Fundamentalsatz der Analysis verwendet dann wird das
Ergebnis die WLG:

Opu(z,t) = up = O2u(w,t) = ugs(z,1),

wobei u das Temperatur im Punkt x sowie Zeitpunkt ¢ ist und angenommen im Zeitpunkt 0
war

u(x,0) = ug(x).
In héher Dimensionen (n) ist die WLG

n
Uy = E Ugpz), = —Au,
k=1

wobei A der Laplace-Operator ist.

Das heisst, man hitzt oder kiihlt das Objekt und dadurch definiert ug(x) aber danach tut man
nichts und schaut einfach wie das Temperatur des Objekts sich entwickelt. Die Funktion
(man kann zeigen, dass sie eindeutig ist) die die WLG sowie u(x, 0) = ug(z) erfiilt ergibt genau
das Temperatur im Zeitpunkt ¢ im Raumpunkt z.

Wie kann man die WLG 16sen? Mithilfe der Fundamentallésung.

Definition 12.1. Die Fundamentallosung der WLG auf R”" ist die eindeutige Funktion in
C>®(R"™ x R™ x (0,00)) die erfiilt:

H(x7 y? t) = H(y7 (I/‘, t)
H(1'7y,0):5($—y):1, r=Y, oder(), x;éy
H,=—-A,H.
Die Funktion H verschwindet exponentiell schnell als x oder y gegen oc.

So definiert ist die Losung der WLG fiir up(z) durch

U(l‘7t) = H(z,y,t)uo(y)dy
R’Vl
gegeben. Da das Integral so schén konvergiert kann man die Ableitungen ins Integral reinziehen
und es gilt

= / Hy(,y, uo(y)dy = / AuH (z,y, thuo(y)dy = Au.
Ferner gilt

u(z,0) = / 5z — yyu(y)dy = up(x).



MFP II: FUNKTIONENTHEORIE, FEUER UND WELLEN 37
In diesem Fall kénnen wir H tatséchlich ausrechnen. Da H(z,y,t) = H(y,x,t) ist H eine
Funktion, die von z = z(z,y) = z(y, z) abhéngig. Da also H(z,y,0) = §(z — y) ist also
zi=x—y.

Wir haben die Gleichung
Hi=-AH — /ezm'th(z,t)dz = _/e%izfAH(z,t)dz.
Wir verwenden auf der rechten Seite partielle Integration
f/e%izfAH(z,t)dz = /Vezmz'f -VH(z,t)dz,

und lassen wir partielle Integration nochmal verwenden (es gibt nichts von dem ,,Rand” weil
die Funktion H so schnell verschwindet als |z| — oo laut Voraussetzungen).

f/ez’riz'gAH(z,t)dz = f/Aezmz'gH(z,t)dz :47r2|£\2/62mz'5H(z,t)dz.
Wir haben also die Gleichung
6t/62”z'5H(z,t)dz = /eQ”iZ‘th(z,t)dz :47r2\§|2/62”2'5H(z,t)dz.

Es sei
G(t) == /eQ”iz'gH(z,t)dz.
Dann haben wir eine Differentialgleichung fiir G und zwar
G () = A€ ).
Diese Gleichung kénnen wir 16sen und die Losung ist (bis auf Multiplikation mit Konstante die
allerdings nur 1 sein kénnen damit H(z,0) = 6(z))
G(t) = '™ I,
Dementsprechend ist

/eQ’TiZ'éH(z,t)dz — eAmlelt

Kommt es IThnen etwas bekannt vor? Dieses ist nun das Inversum des Fourier-Transforms.
Betrachten wir auf beiden Seiten das Fourier-Transform und es ergibt

H(z,t) = /6_27riz'§e47r2|€|2td§ _ (47Tt)_n/26_|z|24t,

da laut den Ubungsaufgabe MfP I ist das Fourier-Transform einer Funktion

_ 2
e—orlél

die Funktion
a*ﬂ/%*ﬂ&\z/a,
und in unserem Fall ist a = 4nt. Da z =  — y ist die Fundamentallésung der WLG auf R"
e—le—yl* /4t
H(z,y,t) = T

Auch wenn Sie die WLG auf Mannigfaltigkeiten betrachten wollen hilft diese Losung, da
Warmeleitung lokal ist und Mannigfaltigkeiten sind lokal diffeomorph zu R™. Dementsprechend
ist die Warmeleitung in einem kleinen Fenster auf einer Mfk in jeder kleinen Umgebung gut
durch die Warmeleitung auf einer kleinen Umgebung in R (Mfk Dimension n) gegeben.

Man sieht noch nicht so deutlich die Verbindung zur Funktionentheorie aber sie kommt noch.
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12.2. Die Gamma Funktion.

Definition 12.2. Die Gamma Funktion
I'(s) :/ ts~te7tdt, R(s) > 0.
0
Proposition 12.3. Die Gamma Funktion ist holomorph auf {s € C : R(s) > 0} und hat eine
eindeutige meromorphe Fortsetzung auf C mit Pole in {1 —n :n € N}.

Beweis: Partielle Integration zeigt

(12.1) I'(s+1)= /tse_tdt = [-t%e"] - / —e sttt = 5 - T'(s)
0 0
Dal(1)= [Setdt =1,

Wenn wir 12.1 fir s € N verwenden bekommen wir

T(k)=(k—1)! VkeN,

1 1 3 1
I'(k+ 5) = (k- 5)(/‘3 - 5) : "F(§)~
Fiir ®(s) € (—1,0) ist die Funktion
I'(s+1)
s

holomorph. Die Funktion ist ebenso holomorph fiir i(s) = 0 solange s # 0. Dementsprechend
hat I eine eindeutige Fortsetzung auf der Streife

{s € C: R(s) € (—1,0]} \ {0}.
DaT(s+1) = I'(1) = 1 als s — 0 hat die Gamma Funktion ein einfachen Pol in s = 0 mit
Residue gleich 1. Wir kénnen die Gamma Funktion noch weiter nach links fortsetzen durch
Induktion. Es sei I' definiert auf

{s e C:R(s) e (—k,—k+ 1)} \ {—-k+1},
mit einem einfachen Pol in s = —k 4 1 und es gilt immer noch
I(s+1) = s[(s).
Dann ist die Funktion
I(s+1)

s
holomorph auf

{s € C:R(s) € (—k —1,—k]} \ {—k}.
DaT(s+1) — I'(—k) als k = —k — 1 hat T noch einen einfachen Pol in —k — 1.
O
Die Gamma Funktion hat viel mit der Physik sowie mit der Natur zu tun. Zum Beispiel ergibt
sie das Volumens eines Balls in jeder Dimension.

Proposition 12.4. Das Volumen (bzgl. Lebesque Mass) des Balls
B1(0) ={z e R": |z] < 1}

in R™ ist

s
wy, = Vol (B1(0)) = —.
Das Ziel ist also zu berechnen )
/ /r”_l drdo
S1(0) O

Proof. Wir teilen Diese Aufgabe in 4 Schritten
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(i) Zuerst vermuten wir, dass [ e~™2*dx = 1. Laut Fubini-Tonelli ist I,, = (I1)™. Also gilt,
Rﬂ.
I, = (I3)% und

=1 =y =1and I, = 1Vk € N.
Question 1. Was ist I'(1)?

Laut der Definition ist

(12.2) F(%) = /t%e—tdt

Sei s = t2, ds = it~ 2dt, ¢t = s2, 2ds = t~2dt. Dann ist rai) = e~*"2ds. Ferner sei

1
2

oy

u = ﬁ, Vmu = s. Dann, 12.2 lasst sich vereinfachen
I
F(i) =2 [ e ™ VTdu

0
oo

= / e‘”zuﬁdu

=Vrl =Vr

Dementsprechend ist T'(3) = /7.
(ii) Jetzt betrachten wir o, die Flache bzgl. n — 1-Dimensionale Lebesgue-Mass von S1(0) =
0B;(0). Wir wissen

o0 o0
1= /e‘”"””‘2 dr = / /6_7”"27""_1 drdo = an/e_”TZT"_l dr
R® S1(0) 0 0
Sei s = r?m, dann gilt ds = 2rmdr und dementsprechend
©0 n—1
1= n e s (i) 2 (js -
2 ) T (ﬁ) 2
Da 2% =p, 45 = dp.
™ ) 2mr
Jetzt haben wir
o0
On _ 91 On n
1l=—" [ e 5" 14g = I'(=
QW.W%_%/ 271'”/2 (2)
0

o /2
= 0p = (%)




40 JULIE ROWLETT

(iii) In diesem Schritt betrachten wir wy,.

/ dx = Vol (B1(0 //" 1drda—an/" 1dr—[n} :U—;:wn

B1(0) S1(0)
Dementsprechend ist w,, = %, was dem Beweis zum Ende fiihrt
2

O

12.3. Die Wellengleichung. Auf einem beschrankten Gebiet in R™ kann man die Wellenaus-
breitung mithilfe der Wellengleichung beschreiben. Die Wellengleichung, die ebenso durch
physikalische Gesetze hergeleitet werden kann ist

O2W (z,t) = —AW (z,1).
Wenn man den Ansatz macht, dass die Funktion
W(z,t) = f(x)g(t)
dann ergibt die Wellengleichung (WG)
g _ Af()
g(t) flz)

Diese Gleichung kann nur gelten, wenn beide Seite konstant sind. Also ergibt die WG folgende
Gleichung

9" ) f(x) = —Af(z)g(t) =

Af(z) = Af(x).

Diese Gleichung nennt man die Laplace-Gleichung. Die Zahlen A sodass es eine (nicht immer
gleich 0) Funktion f gibt, die die Laplace-Gleichung erfiilt mit A heissen Figenwerte. Die
Menge alle Eigenwerte heisst das Spektrum. Die Funktionen, die die Laplace-Gleichung erfiilen
heissen die Eigenfunktionen. Man kann beweisen Mithilfe der Funktionalanalysis in MfP I, dass
die Eigenfunktionen eine orthogonale Basis eines Hilbertraums bauen. Dementsprechend weiss
man, dass die Losungen laut dem Ansatz alle Losungen sind. Wir habe mit dem Ansatz also
nichts verpasst. Sobald man die Losungen f hat, dann kann man die Gleichung fiir ¢ 16sen, da
es nur eine Differentialgleichung ist und die Losungen kennt man schon. Angenommen fangt
die Welle im Zeitpunkt ¢t = 0 an, d.h. in dem Zeitpunkt ist alles still also ist g(0) = 0 und die
Losungen sind dementsprechend

g(t) = sin(V/At).

Mann kann beweisen, dass die Eigenwerte wenn man die Dirichlet-Randbedingung annimmt
(d.h. der Rand bewegt sich nicht, wie ein Trommel oder die Randpunkte auf einer Saite eines
Instruments, die fest gehalten sind!) so ein Verhéltnis haben

0< A <)Xy — 0.

Die bauen eine diskrete Folge {Ar} mit dem einzigen Haufungspunkt co. Weyl hat beweisen,
dass fiir ein Gebiet in R™, A\, ~ k™/2 als k — .
Die Fundamentallosung der WLG in diesem Fall ist

H(z,y,t) = > e ™ fi(@) fi(y),
k>1

wobei f, erfiilen
Afr = M frs /fk(:v)fj(x)dx =4(j — k).

Sie konnen einfach ausrechnen, dass diese Funktion die Gleichung erfult. Um zu sehen, dass
H(z,y,0) so definiert ist 6(x — y) ist gar nicht so einfach. Sie konnen dieses also einfach
annehmen.
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In der Physik ist es oft erwiinscht, den Determinant eines Operators betrachten zu kénnen. Fiir
eine diagonale n x n Matrix M mit den Eigenwerte {;}7_, ist der Determinant

11w
j=1

Der Laplace-Operator auf dem Hilbert-Raum mit der Basis {fx} ist ebenso eine diagonale
00 X 0o Matrix mit den Eigenwerte {\;}52,. Allerdings ist

ﬁ )\k = Q.
k=1

Naja konnen wir mithilfe Funktionentheorie dieses trotzdem definieren. Es sei

Cu(s) =Y 15"
j=1
Dann ist

Chr(s) = —In(pj)u;® = ¢y (0) = — Zln(ug‘)

J=1

— 674.;”(0) = H M] = det(M)
j=1
Definieren wir ebenso fiir den Laplace-Operator

o0

Cals) =D A"
k=1

Proposition 12.5. Es gilt
1 oo
Cals) = —— / EUH ()
L'(s) Jo

wobes

o0
H(t):=) e ™!
k=1
ist die Hitzespur.

Beweis: Zuerst merkt man, dass die Hitzespur ist genau die Spur (d.h. das Integral auf dem
Diagonal) der Fundamentallosung der WLG. Die Proposition kann man mit Substitution und
die Definitionen beweisen ist also als Aufgabe fiir den Leser gelassen. 0
Betrachten wir einen Beispiel. Es sei unser Gebiet in R! eine Saite mit der Linge m. Dann ist
die Laplace-Gleichung

—f"(@) = Af(x), [f(0)=f(r)=0.
Die Losungen sind

fu(x) =sin(kz), X =k

Die dazugehorige ¢ Funktion ist

((s) =D k72 = (r(29),

k>1

Cr(s) = k°

k>1

wobei

die Riemann zeta Funktion ist. Diese Funktion ist holomorph, solange $(s) > 1. Wir kénnen
trotzdem ¢’(0) definieren. Wir zeigen nur diesen Sonderfall aber das Prinzip und das Method
gilt auch fiir Gebiet in R™ allerdings kennt man die genaue Werte der Ay, nur ihre asymptotische
Verhaltnis (was aber reicht).
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Wir wissen laut der Proposition, dass

Y e N
C(S):ﬁ/o t lgekdt.

Da wir den Verhaltnis zwischen (r sowie ( betrachtet haben, konnen wir (g betrachten, weil
es etwas einfacher ist.
Es gilt

_L > s—1 = —k
nls) = 57 | > et

FEin Grund dieses einfacher zu betrachten ist, ist dass wir die geometrische Reihe summieren

konnen
—kt _ —t\k _ €
g e "= g (e™) =1t

k>1 k>1
Betrachten wir diese Funktion fiir ¢ € C (nicht nur in R) und wir sehen, dass diese Funktion holo-
morph auf C\ {0} ist und sie hat einen Pol Grades 1 im Punkt 0 hat. Sie hat dementsprechend
eine Laurent-Entwicklung die so aussieht

et ), T = Y et

&
n>0

1—et

und da die Funktion auf der linken Seite exponentiell schnell gegen 0 verschwindet als t — oo
miiss die Funktion auf der rechten Seite ebenso schnell verschwinden. Dann ist das Integral

o) o0
/ po-1 Z okt gy
0 k=1

1 1 [e%s}
:/ a,1t3—2+a0t8—1+a1t5dt+/ Zants_1+"dt+/ t5 a1t + f(t))dt.
0 0 1

n>2
Die letzte zwei Integrals konvergieren absolut fiir #(s) > —1 also definieren sie Funktionen, die
fiir R(s) > —1 holomorph sind. Das erste Integral kénnen wir einfach ausrechnen

a_i
s—1

ai
s+1°

1

a

/ a_1t°72 +apt® ™t + ayt*dt = + 204
0 S

Dementsprechend ist

e e Mar = 2L 4 %0 Yy h(s),  hist holomorph auf R(s) > —1.
/0 ;e sttt (s), h ist holomorph auf R(s) >

Diese Funktion hat einfache Pole (d.h. Grades 1) in s = 1,0,—1. Allerdings hat T'(s) ein
einfachen Pol in s = 0 also hat 1/T'(s) eine einfache (d.h. Grades 1) Nullstelle in s = 0 und

dementsprechend ist
1 a_1 ag ay
— — h
I'(s) (51 + s +s+1 + (8))

holomorph in s = 0. Wir kénnen also (5 (0) definieren! Dann gilt laut der Kettenregel

¢'(0) = Cr(2s)s=0 = 2Cx(0).
Allgemeiner fiir ein Gebiet hat die Hitzespur H(t) =}, e **' eine Laurent-Entwicklung als
t | 0 und man kann auch im allgemeinen Fall ¢/(0) definieren - die Idee ist genau das gleiche
wie in diesem Beispiel.
Einige witzige Bemerkungen

H k=" 6—(;?(0) — 61/2111(271') _ \/%

k>1

Yo ke="¢(1) = oo,

k>1
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weil ¢ einen Pol in s = 1 hat. Allerdings da ¢ keinen Pol in 0 hat ist

1
1+1+...“=”§(0):—§.
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