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℺մᇣ䇈䞠᳝ Ā亢䕼఼ā ϔ䇈  ̍䆆ⱘᰃ℺ᵫ催᭫Ё  ̍䯁Ϟⴐˈ⇨

≝Ѝ⬄ˈህৃҹߎᇍ℺఼ⱘ⾡㉏ǃᴹ㺁ⱘᮍㄝㄝǄ↨བǉ啭ܿ䚼Ǌ䞠

ⓖ҂ⱘ⥟䇁Ⴗˈϡҙ㛑ߎᇍՓ⫼ⱘᱫ఼ⱘᔶ⢊ˈ䖬ৃҹߎҪⱘ䮼⌒ǃ㒗

℺ⱘሖǃ᳝≵᳝䍄☿ܹ儨ㄝㄝ㒚㡖ĂĂᔧ✊䖭াᰃᇣ䇈ˈ⦄ᅲ⫳⌏Ёϡৃ㛑

᳝䖭ḋⱘҎǄԚᰃϔᮍ䴶  ̍ϔϾ᱂䗮Ҏৃҹ↿ϡ䌍ഄߎϡৠФ఼থߎⱘ

ໄ䷇  ̍↨བᦤ⨈ᇣᦤ⨈থߎⱘໄ䷇ህᰃϡϔḋⱘǄᦤ⨈ໄ䷇Ԣ≝ˈᇣᦤ

⨈ໄ䷇↨䕗⏙҂ǄϔϾফ䖛䆁㒗ⱘ䷇ФᎹ㗙㚃ᅮৃҹߚ䕼ߎⱘ㒚㡖Ǆ䖭

䞠ህѻ⫳ϔϾ᭄ᄺ䯂乬 བ̟ᵰ᳝ϔঠᅠ㕢ⱘ㘇ᴉˈᑊϨফ䖛䎇ⱘ䆁㒗ˈ䙷М

ϔϾҎ䗮䖛㾝᳔㛑ߎϔ⾡Ф఼ⱘᇥ㒚㡖˛

1966 ᑈ 偀̍ܟ • व˄ݍ Mark Kac, 1914-1984 ˅ǉ㕢᭄ᄺ᳜ߞǊ˄ American 
Mathematical Monthly˅Ϟথ㸼њϔ㆛᭛ゴˈ䯤䗄њ䖭Ͼ᭄ᄺ䯂乬Ǆ݊ᅲᇍѢ

ㅵᓺФ఼ᴹ䇈  ̍Ā䷇䕼఼ā 䖭Ͼ䯂乬↨䕗ㅔऩˈ⫮㟇ϡ䳔㽕⫼ࠄᇥ᭄ᄺǄ៥

Ӏⶹ䘧ˈϔ⾡ㅵᓺФ఼ˈ↨བᦤ⨈ˈᅗⱘ↣ϔḍᓺথߎⱘໄ䷇ⱘЏ㽕䚼ߚ㹿⿄

Ў䷇ˈ㗠䷇ⱘ乥⥛㹿⿄Ў⸔乥⥛Ǆ䰸њ䷇ҹ  ̍⨈ໄЁ䖬ࣙ⊯䷇Ǆ

⊯䷇ⱘ乥⥛ᰃ䷇ⱘᭈ᭄סˈᅗ㛑䷇ϔ䍋㒘៤䇤ⱘ݅ᤃП䷇ǄᇍѢϔ

ঠ♉ᬣⱘ㘇ᴉˈߎ䷇ⱘ乥⥛ᰃϡ៤䯂乬ⱘǄབᵰ䷇Ԣ≝ˈ䙷䇈ᯢᦤ⨈ⱘ

ᓺ↨䕗䭓ˈ䙷ህᰃᦤ⨈ˈབᵰ䷇↨䕗催Ѷˈ䙷ህᰃᇣᦤ⨈Ǆ

ѕܯઍ

䭲ᔃࠐ     㒃㡝㢵
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ᇣᦤ⨈ⱘᓺᴀ䋼Ϟᰃϔ㓈ⱘǄϔ㓈ⱘ䯂乬ᆍᯧ㾷އˈᇍѢѠ㓈ⱘ⠽ԧˈ

ৠḋⱘ䯂乬ህೄ䲒ᕫǄवݍⱘ᭛ゴЁˈҪ⫼哧ᴹЎϸ㓈Ф఼ⱘҷ㸼Ǆ

ⳳᅲⱘ哧ᔧ✊᭄䛑ᰃᔶⱘǄϡ䖛Ўњ㛑䅼䆎䖭䞠ⱘ᭄ᄺ䯂乬ˈ៥Ӏ

䆒؛ϔѯخ 佪̟ܜ៥Ӏ؛ᅮ哧থߎⱘໄ䷇া哧䴶ⱘᔶ⢊᳝݇  ̍㗠ϢᭈϾ˄ϝ

㓈ⱘ 哧˅ҹঞ⫳ѻ哧ⱘᴤ᭭᮴݇˗݊ ៥Ӏ؛ᅮ哧䴶ⱘᔶ⢊ϡҙৃҹᰃᔶⱘˈ

гৃҹᰃἁᔶⱘˈϝ㾦ᔶⱘˈ⫮㟇ৃҹᰃ䖍ᔶⱘǄгህᰃ䇈ˈ៥Ӏ؛ᅮ

哧䴶ᰃᑇ䴶ϞⱘϔϾ᳝⬠ऎඳǄᇣᦤ⨈ⱘᚙމⳌৠⱘᰃˈ᪖哧থߎໄ䷇ⱘ

Џ㽕䚼ߚ㹿⿄Ў䷇ˈ㗠䷇ⱘ乥⥛㹿⿄Ў⸔乥⥛ 䰸̠њ䷇ҹ  ̍哧ໄЁ

гࣙ⊯䷇Ǆᇣᦤ⨈ⱘᚙᔶϡৠⱘᰃ  ̍Ѡ㓈ⱘᚙᔶϟˈ⊯䷇ϔ㠀ϡᰃ䷇

ⱘᭈ᭄סњ  ̍ᅗӀП䯈г≵᳝ᯢᰒⱘ㘨㋏Ǆḍ᭄ᄺϞⱘٙゟ㑻᭄⧚䆎ˈ哧

ໄ݊ᅲᰃ䆌ϡৠ乥⥛ⱘໄ䷇˄䷇⊯䷇˅㒘ড়㗠៤ⱘǄ៥Ӏ؛ᅮϔঠᅠ

㕢ⱘ㘇ᴉৃҹҢ哧ໄЁߎ⾏ߚ᠔᳝ϡৠ乥⥛ⱘໄ䷇ˈ㗠↣ϔ⾡乥⥛ৃҹ⫼ϔ

Ͼℷᅲ᭄ᴹ㸼⼎  ̍䖭⾡؛䆒ϟˈ៥Ӏৃҹ䯂䖭ḋⱘϔϾ᭄ᄺ䯂乬 ᰃ̟৺᠔᳝

ⱘ䖭ѯᅲ᭄ⱘ䲚ড়㛑ᅠܼއᅮ䙷ϔ䴶㹿ⱘ哧ⱘᔶ⢊ਸ਼˛䖭Ͼህᰃ 1966 ᑈव

ⱘ㨫ৡⱘ䯂乬Ǆߎᦤݍ

༛ⱘᰃˈⷨお哧ໄ  ̍㗙哧ⱘᤃࡼˈ៥Ӏ᮹ᐌ⫳⌏ЁⱘϔϾᐌ㾕ⱘ

⦄䈵 ⛁̟Ӵᇐˈ᳝ⴔⳌৠⱘ᭄ᄺ⸔Ǆ᭄ᄺϞˈ䖭ѯ⦄䈵䛑㛑㹿ᔦ㒧Ўϟ

߫⡍ᕕؐᮍ˄ϔѯ䖍⬠ᴵӊˈ䖭䞠៥Ӏϡ䆺㒚䆎䗄њ˅

¨�f + Ȝ f = 0.

Ϟ䴶ⱘᮍЁˈ¨�㹿⿄Ўᢝ᱂ᢝᮃㅫᄤ  ̍䖭Ͼ⿄োᰃ⫼ᴹ㑾ᗉ⊩᭄ᄺ

ᆊᢝ᱂ᢝᮃ  ˄ 1749-1827˅̍ ᅗᰃᖂߚᮍ䞠᳔䞡㽕ⱘㅫᄤПϔǄᏠ㜞ᄫ↡ Ȝᰃ
ϔϾℷᅲ᭄  ̍⫼ᴹ㸼⼎哧㛑থߎⱘᶤϔ⾡乥⥛ⱘᑇᮍˈгे䷇ᶤϔ⾡⊯䷇

ⱘᑇᮍǄ᭄ᄺϞˈ៥Ӏ⿄ ȜЎĀ⡍ᕕؐāǄ f 㹿⿄ЎĀ⡍ᕕߑ᭄ā̍  ᅗг᳝ϔ

ᅮⱘ⠽⧚ᛣНˈϡ䖛䖭䞠៥Ӏህϡ䆺㒚㾷䞞њǄ

ϔ㓈ᚙᔶ˄ᓺᤃࡼ˅̍ Ϟ䴶ⱘᮍৃҹ㹿ㅔ࣪Ў

f '' + Ȝ f = 0,

݊Ё f '' 㸼⼎ f ⱘѠ䰊ᇐ᭄Ǆ䖭ϾᮍᎹϞ㹿⿄Ўㅔ䇤ᤃࡼᮍ  ̍ᅗⱘ㾷ᰃ

ℷᓺԭᓺߑ᭄ⱘ㒘ড়Ǆ䗮䖛ⷨお䖭Ͼᮍˈ៥ӀৃҹҢ᭄ᄺϞϹḐ䆕ᯢ䷇Ф

ᆊӀᮽህⶹ䘧ⱘџᅲ  ̟᠔᳝ⱘ⡍ᕕؐ䛑ᰃ᳔ᇣⱘ䙷Ͼ⡍ᕕؐⱘᭈ᭄ᑇᮍסǄ

Ѡ㓈ⱘ˄哧ᤃࡼ˅䯂乬ህೄ䲒ⱘ  ̍佪ܜ⡍ᕕؐᮍӮবᕫⳟϞএ᳝⚍

১Ҏ

�2 f
�x2

+ �2 f
�y2

+ � f = 0 .

䖭ᰃϔϾѠ䰊أᖂߚᮍǄϔ㓈ᚙᔶϡϔḋⱘᰃ ᇍ̍Ѣϔ㠀ⱘᑇ䴶ऎඳˈ
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Ϟ䗄ᮍⱘ㊒⹂㾷ᰃᡒϡࠄⱘǄ᠔ҹवݍ䯂乬ব៤ བ̟ᵰ᳝ϸ䴶哧  ̍ᅗӀথߎ

ⱘ᠔᳝ⱘ䷇⊯䷇䛑ϔḋˈгህᰃ䇈䖭ϸ䴶哧᳝ⴔⳌৠⱘ⡍ᕕؐ  ̍䙷МᅗӀ

ⱘᔶ⢊ᰃϡᰃᅠܼϔḋਸ਼˛

ᇍѢ䖭Ͼ䯂乬ˈ᭄ᄺᆊӀࡾњकᑈˈⳈ1992 ࠄ ᑈᠡ᳝њさ⸈Ǆϝԡ

᭄ᄺᆊ Carolyn Gordon, David L. Webb  Scott Wolpert ǉ㕢᭄ᄺӮ݀Ǌ

˄Bulletin of American Mathematical Society˅Ϟথ㸼њϔ㆛᭛ゴˈ㾷އњ䖭Ͼ

䯂乬Ǆ

៥Ӏⶹ䘧ˈ᭄ᄺϞˈབᵰ㽕䆕ᯢᶤϾ䆎ᮁ៤ゟˈ䙷ህ㽕䆕ᯢ䆹䆎ᮁϟࣙ

ⱘ᠔᳝ᚙᔶ䛑៤ゟǄ↨བ䇈࣒㙵ᅮ⧚ˈ៥ӀϡԚ㽕䆕ᯢ࣒ϝ㙵ಯᓺѨˈ䖬㽕

䆕ᯢᇍѢ᠔᳝ⱘⳈ㾦ϝ㾦ᔶˈ݊᭰䖍ⱘᑇᮍㄝѢϸⳈ㾦䖍ⱘᑇᮍǄԚᰃড䖛

ᴹˈབᵰ㽕䇈ᯢϔϾ䆎ᮁϡ៤ゟˈা㽕ᡒߎϔϾ՟ᄤህ㸠њǄ䖭ḋⱘ՟ᄤ㹿⿄

Ўড՟Ǆ㱑✊াᰃϔϾ՟ᄤˈ᳝ᯊᅗⱘ䲒ᑺϡ㾕ᕫ↨䆕ᯢϔϾ䆎ᮁᆍᯧǄ

वݍⱘ䯂乬 1992 ᑈҹϔ⾡ҸҎ༛ⱘᮍᓣ㹿㒭ߎњ৺ᅮⱘ㾷ㄨǄҪӀ

ⱘᎹ㹿䆌᭄ᄺᆊㅔ࣪ҹৢˈ៥Ӏᠡⶹ䘧ˈϞ䴶ϸϾ⿔༛সᗾⱘ哧䴶˄Ⳍֵ

䖭⾡ᔶ⢊ⱘ哧ϡӮߎ⦄ӏԩ⦄ᅲ⫳⌏Ё˅ᅗӀথߎⱘໄ䷇ⱘ乥⥛ᰃϔḋⱘǄ

гህᰃ䇈  ̍བᵰܝໄ䷇  ̍䙷Мህㅫᰃϔঠᅠ㕢ⱘ㘇ᴉ  ̍гϡ㛑ऎߚ䖭ϸ䴶哧Ǆ

⫼᭄ᄺⱘ䇁㿔ᴹ䆆ˈ䖭ϸϾᑇ䴶ऎඳ᳝ⴔⳌৠⱘ⡍ᕕؐ˄䲚ড় Ǆ˅

㱑✊वݍ䯂乬ⱘㄨḜᰃ৺ᅮⱘˈԚᰃ䖭ϡҷ㸼៥Ӏϡ㛑ᕫࠄϔѯֵᙃǄ↨

བϞ䴶ⱘϸϾᑇ䴶ऎඳሑㅵᰃϡϔḋⱘˈԚᰃᕜᆍᯧ偠䆕  ̍ᅗӀ᳝ⴔⳌৠⱘ䴶

⿃਼䭓Ǆ 䰸ℸП  ̍ᅗӀ䖬᳝݊ҪⱘϔѯⳌৠⱘ䞣ǄᇍѢ䆌ᅲ䰙䯂乬ᴹ䇈  ̍
䖭ѯ䞣ৃ㛑䞡㽕Ǆ↨བ⊍ࢬЁˈ៥Ӏৃҹ⫼Ҏ䗴ഄ䳛ᴹ⌟䞣ߎഄϟ⊍

⬄থߎⱘ乥⥛ˈ㱑✊ϔ㠀៥Ӏ᮴⊩ⶹ䘧ഄϟ⊍⬄ⱘᔶ⢊ˈԚᰃ៥Ӏৃҹ⫼⡍ᕕ

ؐⱘֵᙃᴹԄㅫߎഄϟ⊍⬄ⱘԧ⿃  ̍гህᰃ⊍ⱘټ䞣ˈ䖭ᠡᰃ䞡㽕ⱘǄⳌ

ৠⱘ᭄ᄺॳ⧚⦄г㹿ᑓ⊯ഄՓ⫼ए⭫ǃ᭛ǃᓣ䆚߿ǃҎᎹᱎ㛑ㄝㄝ䆌

乚ඳǄ

वݍ䯂乬ⱘⷨおгߎ⫳ڀ㒃᭄ᄺϞϔϾিخ䈅ԩⱘᬃߚǄᅗՓ⫼ࠄ᭄ᄺ

Ё᳔ࠡ⊓ⱘᖂߚԩϢᖂߚᮍⱘ㒧ᵰˈᰃϔϾℷ㫀থሩⱘ乚ඳǄ

䙷Мǉ啭ܿ䚼Ǌ䞠  ̍བᵰ⥟䇁Ⴗྥ䎇㘾ᯢ  ̍⧚䆎Ϟཌྷ㛑ϡ㛑ҙҙ

䗮䖛亢䕼఼ᴹ䇈ߎᱫ఼ⱘᔶ⢊˛བᵰ⫼Ϟⱘᔶ⢊ߎϸ⾡ᱫ఼  ̍ᑊϨҙҙ
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ᦤկ㒭⥟ྥ䖭ϸ⾡ᱫ఼ᴀ䑿ᤃࡼ᠔থߎⱘໄ䷇ˈ䙷Мཌྷህϡৃ㛑ऎߚᅗӀǄ

ᔧ✊  ̍䖭ϸ⾡ᱫ఼⸈ぎᴹ㺁ⱘᯊぎ⇨ᨽ᪺থߎⱘໄ䷇ৃ㛑ᰃϡϔḋⱘˈ㘾

ᯢⱘ⥟ྥ䖬ᰃ᳝ৃ㛑䕼݊߿Ёⱘϡৠ  ̍ϡ䖛䖭ᰃϔϾ˄ᕜⱘ˅᭄ᄺ䯂乬

њǄ℺մϪ⬠䞠ڣ⥟䇁Ⴗ䖭ḋ㘾ᯢⱘ㕢ཇࠄ໘䛑ᰃ  ̍䖭᳝⚍ҸҎ䚕䯋Ǆ

᱘᪳᭛ࣽ㶔➇≑๓႒ܦ❴䘔㥩ᵨ᪳「⮰ᩥۅ❴ˈ䭲ᔃࠐস㒃㡝㢵ऴ҈ࣽ㶔

β̬㈧݃ڟκ៵ᮚ៵ッၼ䅝⮰᪳「ˈ࠱᠘ЂИǉ㒺႒ᰴܶǊ̶ࣽ㶔⮰

᪳「ǉᄥ⼜ͷผǊǄ䔅ン᪳「㣣ᓃ㒺႒ࡻц 2016 ᎠᏒ⮰৴ᅀ㣗 -⺻➥ຂǄ

㑽౬᪳࣋ https://blog.oup.com/2015/12/drum-shape-mathematics/
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䲎吿⮰܌ҁᒎ⟢ृ——䄴䄴ふ䅝䬚䷄Ǌ̍ ႒䕆៑  ̍2014 Ꭰ  ̍じ 53 ࢣ じ̍ 5 Ǆ
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