
Lösning till problemet januari 2001

Det räcker att visa att det finns naturliga tal � och
�

sådana att
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Välj ett positivt heltal � sådant att
� � � � ��� �������!� ��� ������� ( �#"%$
& ��' ) och dela in enhetsintervallet ( �*)+� (

i � lika delar. Betrakta följden ,�-/.�01��� �/� ( 02��� �43 , 05. ��)6��)�������) �87 �
. Enligt lådprincipen ligger minst

två olika element, ,�9 och ,;: med <="�> , i samma delintervall (�?A@ �%� BC� � ) @ � �D( . Då är

� �
�

� ,;: � ,;9/.E?A< � > B �F� �G� ?C( <���� �43H� (I>J�F� �43ABK� �
�

)

dvs ?A< � > B ��� � .MLN7PO , där L är ett naturligt tal och Q ORQ �S� � � .
Heltalet L måste vara ganska stort. För
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är
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varav ? U L_7 � B ��� ��� L`"a���
�������
������� " � � � , som ger ?A< � > BTaU L . Dessutom följer, med Lb. �

, att

?A< � > B ��� � \ ��� � " � � � . Alltså är L \ �
. Men för L \ �

är
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varav ?A< � > B ��� �G� L �U Ld��� �/� L � ���
�������
������� �d��� � � . Alltså gäller L \ $ .

Då ��� � inte är rationellt är Ofe. �
.

Om Og" �
välj ett positivt heltal h så att ��� �������� h�O � �F� ������� . Då gäller

��� �������� h�Oi.jhk?A< � > B ��� �/� h�L � ��� ���������

Sätt � .jhk?A< � > B och
� .jh�L .

Om O �l�
, välja det positiva heltalet h så att ��� �������m $�7nh�O � ��� �������

. Detta är möjligt eftersom
lg
�������5�

lg
����o .M$ . Då gäller

��� �������p hk?A< � > B ��� �G� ?Ah�L � $ BK� �F� ���������

Här kan man sätta � .jhk?A< � > B och
� .jh�L � $ \ L � $ \ �

.

Svar: Ja det finns 2-potenser vars första siffror i decimalsystemet är 2001
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