
Lösning till problemet augusti 2002

Sätt
ak =

1
k(k + 1) · · · (k + m)

och bk =
1

k(k + 1) · · · (k + m − 1)
.

D̊a är bk = (k + m)ak ≥ (1 + m)ak med likhet d̊a och endast d̊a k = 1. Summation ger d̊a
n∑

k=1

bk ≥ (m + 1)
n∑

k=1

ak (med likhet d̊a och endast d̊a n = 1) och den vänstra olikheten är bevisad.

Nu är kak = bk+1 och identiteterna bk = (k + m)ak kan skrivas bk − bk+1 = mak. Summation ger
d̊a

1
m!

− n!
(n + m)!

= b1 − bn+1 =
n∑

k=1

(bk − bk+1) = m
n∑

k=1

ak.

Om m ersätts med m − 1 överg̊ar ak i bk och den redan visade formeln ger

1
(m − 1)!

− n!
(n + m − 1)!

= (m − 1)
n∑

k=1

bk.

Men d̊a är

m − 1
m

n∑
k=1

bk =
1
m!

− n!
m(n + m − 1)!

=
1
m!

− n!
(n + m)!

+
n!

(n + m)!
− n!

m(n + m − 1)!

= m
n∑

k=1

ak +
n!

(n + m)!

(
1 − n + m

m

)
= m

n∑
k=1

ak − nbn+1

m

= m
n∑

k=1

ak − n2an

m
< m

n∑
k=1

ak.

Därmed är högra olikheten bevisad.

Man kan aldrig f̊a likhet i högra olikheten för ett ändligt n. Men serierna
∞∑

k=1

ak och
∞∑

k=1

bk är b̊ada

konvergenta med värdena
1

m · m!
och

1
(m − 1) · (m − 1)!

. Kalkylerna ovan ger

n∑
k=1

bk

n∑
k=1

ak

=
m2

m − 1
− n2an

(m − 1)
n∑

k=1

ak

ch d̊a n2an =
1

nm−1 · 1(
1 +

1
n

)
· · ·

(
1 +

m

n

) g̊ar avtagande mot 0 med n och
n∑

k=1

ak − n2an

m
är

växande, växer kvoten
∑n

k=1 bk/
∑n

k=1 ak fr̊an m + 1 till
m2

m − 1
d̊a n g̊ar fr̊an 1 till ∞.

Svar: Likhet gäller i den vänstra olikheten d̊a och endast d̊a n = 1. Likhet inträffar aldrig i den
högra olikheten, men begränsningen upp̊at kan inte förbättras.
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