L 6sning till problemet april 2004

Sattp(m) = f(m,0),m=0,1,... .

2m+-2 2m
Form > 1 galler H kE=22m+1) H k dvs.p(m + 1) = (4m + 2)p(m), en relation som @ler
k=m-+2 k=m-+1

aven dvm = 0.
Av den givna rekursionsformelidljer, medn = 1 och med godtyckligin > 0, att

f(m,1) =4(m+1)f(m,0) — f(m+1,0) = (4dm + 4)p(m) — p(m + 1) = 2p(m).
Valetn = 2, m > 0 godtycklig ger nu
f(m,2) =4(m+2)f(m,1) — f(m+1,1) = (dm + 8)2p(m) — 2p(m + 1) = 12p(m).

Det ligger rara till hands rmoda att funtionerf kan separeras, dvs. skrivas som en produkt avunk-
tionerp ochgq, dar p endast beror ax» ochg endast av.. Den formodanrar korrekt br allam dan = 0, 1,2
medq(0) =1, ¢(1) = 2 ochgq(3) = 12.

Antag nu att, or fixt £ > 0, f(m,k) = p(m)q(k) for allam > 0. Rekursionsformeln ger med valet
n = k + 1 och godtyckligtm > 0

fmk+1) = 4m+k+1)f(m, k) — f(m+1,k)
((4m + 4k + 4)p(m) — p(m + 1)) q(k)
= (4k +2)p(m)q(k).

Alltsa galleravenf(m, k +1) = p(m)q(k + 1) for allam > 0 om man aljerq(k + 1) = (4k + 2)q(k). Av
induktionsprincipendljer da attf (m, k) = p(m)q(k), dar funktionen; besams av begynnelsedat)) = 1
och rekursionsformej(k + 1) = (4k + 2)q(k).

Dap(0) = ¢(0) och adep och ¢ satisfierar rekursionsformelk + 1) = (4k + 2)q(k) arq = p och
f(m,n) = p(m)p(n). Harav Bljer omedelbart symmetrifi(m,n) = f(n,m).

Anmarkning

Sa snart man rjat missinka attf kan separeras finns defimga &tt att lista sig till de té faktorerna. Om
man anatter f(m,n) = P(m)Q(n) kan den givna rekursionsformeln, efter division me@n)Q(n — 1),
skrivas P D o)
m + n
— —~ _dm=dn- " =C,
P(m) Qn—1)

dar C ar en konstant, eller
Pim+1)=(4m+C)P(m) och Q(n+1)=(4n+4—C)Q(n).

Om man ut@r fran symmetrinP(m)Q(n) = f(m,n) = f(n,m) = P(n)Q(m), eller P(m)/Q(m) =
P(n)/Q(n) = konst., fir man(4m + C)/(4m + 4 — C) = 1, dvs. C = 2. Eventuella separerande
heltalfunktioner naste allt& bada satisfiera rekursionsformehik + 1) = (4k +2)P(k). Av 1 = £(0,0) =

P(0)Q(0) foljer, om P och antar positiva heltal?(0) = Q(0) = 1 och allt@ar P = Q = p. Atersar nu
att, exempelvis induktiviyisaden framtagna hypoteserf(m, n) = p(m)p(n)”.



