
Lösning till problemet april 2004

Sättp(m) = f(m, 0), m = 0, 1, . . . .

För m ≥ 1 gäller
2m+2∏

k=m+2

k = 2(2m + 1)
2m∏

k=m+1

k dvs. p(m + 1) = (4m + 2)p(m), en relation som g̈aller

även d̊am = 0.
Av den givna rekursionsformeln följer, medn = 1 och med godtyckligtm ≥ 0, att

f(m, 1) = 4(m + 1)f(m, 0)− f(m + 1, 0) = (4m + 4)p(m)− p(m + 1) = 2p(m).

Valetn = 2, m ≥ 0 godtycklig ger nu

f(m, 2) = 4(m + 2)f(m, 1)− f(m + 1, 1) = (4m + 8)2p(m)− 2p(m + 1) = 12p(m).

Det ligger n̈ara till hands f̈ormoda att funtionenf kan separeras, dvs. skrivas som en produkt av två funk-
tionerp ochq, därp endast beror avm ochq endast avn. Den f̈ormodan̈ar korrekt f̈or allam dån = 0, 1, 2
medq(0) = 1, q(1) = 2 ochq(3) = 12.
Antag nu att, f̈or fixt k ≥ 0, f(m, k) = p(m)q(k) för alla m ≥ 0. Rekursionsformeln ger med valet
n = k + 1 och godtyckligtm ≥ 0

f(m, k + 1) = 4(m + k + 1)f(m, k)− f(m + 1, k)
= ((4m + 4k + 4)p(m)− p(m + 1)) q(k)
= (4k + 2)p(m)q(k).

Alltså g̈aller ävenf(m, k + 1) = p(m)q(k + 1) för allam ≥ 0 om man v̈aljerq(k + 1) = (4k + 2)q(k). Av
induktionsprincipen f̈oljer då attf(m, k) = p(m)q(k), där funktionenq besẗams av begynnelsedataq(0) = 1
och rekursionsformelq(k + 1) = (4k + 2)q(k).
Då p(0) = q(0) och b̊adep och q satisfierar rekursionsformelq(k + 1) = (4k + 2)q(k) är q = p och
f(m,n) = p(m)p(n). Härav f̈oljer omedelbart symmetrinf(m,n) = f(n,m).

Anmärkning

Så snart man b̈orjat missẗanka attf kan separeras finns det många s̈att att lista sig till de tv̊a faktorerna. Om
man ans̈atterf(m,n) = P (m)Q(n) kan den givna rekursionsformeln, efter division medP (m)Q(n − 1),
skrivas

P (m + 1)
P (m)

− 4m = 4n− Q(n)
Q(n− 1)

= C,

därC är en konstant, eller

P (m + 1) = (4m + C)P (m) och Q(n + 1) = (4n + 4− C)Q(n).

Om man utg̊ar från symmetrinP (m)Q(n) = f(m,n) = f(n,m) = P (n)Q(m), eller P (m)/Q(m) =
P (n)/Q(n) = konst., f̊ar man(4m + C)/(4m + 4 − C) = 1, dvs. C = 2. Eventuella separerande
heltalfunktioner m̊aste allts̊a b̊ada satisfiera rekursionsformelnP (k +1) = (4k +2)P (k). Av 1 = f(0, 0) =
P (0)Q(0) följer, omP ochQ antar positiva heltal,P (0) = Q(0) = 1 och allts̊a ärP = Q = p. Åters̊ar nu
att, exempelvis induktivt,visaden framtagna hypotesen ”f(m,n) = p(m)p(n)”.


