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FÖRORD
Termen Diskret matematik� täker ett myket brett spektrum av olika matematiska ämnensom på ett eller annat sätt är relaterade till datoranvändningar. Ofta har man att göra medmyket gamla oh myket varierande matematiska teorier som plötsligt visade sig vara av storbetydelse i datateknikens tjänst. Därför är det helt omöjligt att täka all relevant matematik ien kort kurs. Vi har valt en inriktning som har myket stark algebraisk prägel � kursen handlari stor utsträkning om tillämpad algebra. Efter en teoretisk inledning som introduerar en radviktiga algebraiska strukturer � grupper, ringar oh kroppar, övergår vi till �era tillämpningar.Vi diskuterar algebraiska koder, krypteringssystem, Booleska algebror, ändliga automater,snabba Fouriertransformer oh deras tillämpningar på snabba multiplikationsalgoritmer.Trots att vi har plaerat teoridelen först i kompendiet, kan olika kapitel läsas i en ike-linjärordning som framgår av innehållsbeskrivningen på nästa sida. Detta gör att olika tillämp-ningar kan varvas med mera teoretiska avsnitt, vilket förhoppningsvis kommer att underlättainlärningsproessen.Texten kom till under en relativt kort tid då det visade sig att den gamla kurslitteraturen intevar tillgänglig. Därför kan man vänta sig en rad brister i de första upplagorna. Vi är mykettaksamma för alla kommentarer om både oklarheter oh trykfel. Skika gärna dessa till JuliusBrzezinski (jub�math.halmers.se) eller Jan Stevens (stevens�math.halmers.se).
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INNEHÅLLSBESKRIVNINGKapitel 1 � 10 innehåller grundläggande egenskaper hos myket viktiga algebraiska strukturer� grupper, ringar oh kroppar. De efterföljande kapitlen handlar om fyra tillämpningsområden.Det första tillämpningsområdet är algebraiska koder. "En kort inledning till algebraiska koder�samt Tipsproblemet"kan läsas utan några som helst förkunskaper, men i den givna ordningen.Kapitlet Polynomkoder� kräver både det inledande kapitlet om algebraiska koder oh allakapitel 1 � 10.Det andra tillämpningsområdet handlar om kryptering oh kräver kapitel 1 � 5.Den tredje tillämpningen är relaterad till digital teknik. Kapitlet om Booleska algebror kräverendast kapitel 1 � 3 (i myket begränsad omfattning), däremot kapitlet om linjära automaterbygger på alla kapitel 1 � 10 oh kapitlet om Booleska algebror.Den sista tillämpningen handlar om snabba Fouriertransformer oh snabba multiplikationsal-goritmer. Dessa kapitel förutsätter innehållet i kapitel 1 � 9.Som appendix har vi bifogat ett kapitel om logiska konnektiv oh kvantorer.
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Kapitel 1DELBARHET OCH PRIMTAL
Vi börjar med en kort repetition av några viktiga egenskaper hos heltalen:Z = {0,±1,±2,±3, . . .}.(1.1) De�nition. Om a oh b är två heltal så säger man att b delar a om a = bq, där qär ett heltal. Man säger okså att a är delbart med b eller att a är en multipel av b. Manskriver då b|a. �Exempel. 3|6, 641|232 + 1 (det är inte så lätt att bevisa - se dok övning 5.3 i Kapitel 5.) �Rent allmänt gäller följande viktiga oh välkända egenskap:(1.2) Divisionsalgoritmen. Om a oh b är heltal oh b 6= 0 så är

a = bq + r, där 0 ≤ r < |b|.Både q oh r är de�nierade entydigt av a oh b.Bevis. Betrakta alla heltal a − bx, där x är ett godtykligt heltal. Bland dessa tall �nns detpositiva ty olikheten a − bx > 0 har med all säkerhet heltaliga lösningar (x > a/b då b > 0oh x < a/b då b < 0). Låt r vara det minsta ike-negativa heltalet bland talen a− bx då x ärett heltal oh låt r = a− bq. Vi påstår att 0 ≤ r < |b|. Annars är, r ≥ |b| så att 0 ≤ r−|b| < roh r − |b| = a − bq − |b| = a − b(q ± 1) dvs r − |b| är ett ike-negativt tal på formen a − bxsom är mindre än r. Detta strider mot de�nitionen av r. Alltså har vi
a = bq + r oh 0 ≤ r < |b|.Bevis att q oh r de�nieras entydigt av a oh b lämnar vi som övning 1.1. �1



2 DELBARHET OCH PRIMTAL(1.3) De�nition. Om a = bq + r, där 0 ≤ r < |b| (som i Divisionsalgoritmen ovan) så kallas
q kvoten, oh r resten vid division av a med b. �Ofta utnyttjar man följande egenskaper hos delbarhetsrelationen:(1.4) Proposition. Låt a, b, c, d betekna heltal. Då gäller:(a) om d|a oh d|b så d|a ± b,(b) om a|b oh b|c så a|c,() om i likheten a + b = c är två av talen a, b, c delbara med d så är okså det tredje taletdelbart med d,(d) om a|b oh b|a så är b = ±a.Alla dessa egenskaper är myket enkla oh vi lämnar ett bevis som övning (se övning 1.2).Med största gemensamma delaren till a oh b menar man ett positivt heltal d som delar
a oh b oh är delbart med varje gemensam delare till a oh b. Den största gemensammadelaren till a oh b är de�nierad entydigt därför att om både d oh d′ är sådana delare sågäller d|d′ oh d′|d, vilket innebär att d′ = ±d. Men både d oh d′ är positiva så att d′ = d.Största gemensamma delaren till a oh b beteknas med SGD(a, b). Man brukar de�niera
SGD(0, 0) = 0.Med minsta gemensamma multipeln till a oh b menar man ett positivt heltal m somär delbart med a oh b oh som delar varje gemensam multipel av a oh b. Även minstagemensamma multipeln av a oh b de�nieras entydigt av dessa tal (motivera detta påståendemed liknande argument som för SGD(a, b) ovan!). Minsta gemensamma multipeln av a oh bbeteknas med MGM(a, b). Som för SGD de�nierar man MGM(0, 0) = 0.Följande egenskap av största gemensamma delaren till två heltal kommer att användas �eragånger under kursens gång.(1.5) Proposition. Om a oh b är heltal oh d = SGD(a, b) så existerar två heltal x0 oh
y0 sådana att

d = ax0 + by0.Bevis. Om a = b = 0 så är påståendet klart (som x oh y kan man välja helt godtykligaheltal). Anta att a eller b inte är 0. Det är klart att det �nns positiva heltal som kan skrivaspå formen ax + by t ex om a 6= 0 så är ±a = a · (±1) + b · 0 oh antingen a eller −a är ett



(1.5) 3positivt heltal. Även b = a · 0 + b · 1 kan skrivas på formen ax + by. Låt d0 vara det minstapositiva heltal som kan skrivas på den önskade formen dvs
(∗) d0 = ax0 + by0.Vi påstår att d0 = d. Först observerar vi att varje heltal ax + by är delbart med d0, ty

ax + by = qd0 + r,där resten r är mindre än delaren d0. Men
r = a(x − qx0) + b(y − qy0)så att r måste vara 0 ty annars får man ett tal som är mindre än d0 oh som kan skrivas påden önskade formen. Alltså dividerar d0 både a oh b ty bägge kan skrivas på formen ax+ by.Ekvationen (∗) säger att om d′ är en delare till a oh b så är d′ en delare till d0. Alltså är d0den största gemensamma delaren till a oh b. �Den sista propositionen säger inte hur man kan hitta x oh y. För det mesta spelar det intenågon större roll � existensen är helt tillräklig. Men ibland vill man beräkna x0 oh y0. Detgör man ofta (oh ganska snabbt) med hjälp av Euklides algoritm. Euklides algoritm sägerhur man kan beräkna SGD(a, b). Man bildar en divisionskedja:

a = bq1 + r1, 0 ≤ r1 < |b|,
b = r1q2 + r2, 0 ≤ r2 < r1,

r1 = r2q3 + r3, 0 ≤ r3 < r2,... ... ...
rn−3 = rn−2qn−1 + rn−1, 0 ≤ rn−1 < rn−2,
rn−2 = rn−1qn + rn, 0 ≤ rn < rn−1,
rn−1 = rnqn+1.Varje kedja av den här typen måste vara ändlig därför att en avtagande kedja av resterna

r1 > r2 > r3 > . . . ≥ 0 måste vara ändlig. Vi påstår att den sista ike-försvinnande resten idenna kedja, dvs rn, är den största gemensamma delaren till a oh b. Att det verkligen är santkontrollerar man myket enkelt med hjälp av de�nitionen av SGD(a, b). Den sista likheten ikedjan säger att rn är delaren till rn−1. Alltså visar den näst sista likheten att rn är delarentill rn−2. Nu vet vi att rn delar rn−1 oh rn−2. Alltså visar likheten för rn−3 att även dennarest är delbar med rn. Vi fortsätter vår vandring uppåt oh steg efter steg visar vi att alla tal
rn−1, rn−2, rn−3, . . ., r1, b, a är delbara med rn. Alltså är rn en gemensam delare till a oh b.Om nu d är en godtyklig gemensam delare till a oh b så visar den första likheten att d delar
r1. Alltså ger den andra likheten att d delar r2. Då vi vet att d delar r1 oh r2 så får vi ur



4 DELBARHET OCH PRIMTALden tredje likheten att d okså delar r3. På det sättet får vi att d är en delare till alla tali sekvensen a, b, r1, r2, r3, . . . , rn−2, rn−1, rn. Detta visar att rn är den största gemensammadelaren till a oh b. Det är klart att man kan formalisera vårt resonemang genom att användamatematisk induktion.Med hjälp av Euklides algoritm kan man inte bara beräkna SGD(a, b) utan okså två heltal
x, y sådana att SGD(a, b) = ax + by. Vi illustrerar detta med ett exempel:(1.6) Exempel. Låt a = 2406 oh b = 654. Euklides algoritm ger

2406 = 654 · 3 + 444

654 = 444 · 1 + 210

444 = 210 · 2 + 24

210 = 24 · 8 + 18

24 = 18 · 1 + 6

18 = 6 · 3så att SGD(2406, 654) = 6 (den sista nollskilda resten). Nu har vi
6 = 24 − 18 · 1 = 24 − (210 − 24 · 8) · 1 =

= 24 · 9 − 210 = (444 − 210 · 2) · 9 − 210 =

= 444 · 9 − 210 · 19 = 444 · 9 − (654 − 444 · 1) · 19 =

= 444 · 28 − 654 · 19 = (2406 − 654 · 3) · 28 − 654 · 19 =

= 2406 · 28 + 654 · (−103)

�Det �nns en annan möjlighet att beräkna SGD(a, b) då a oh b är två heltal. Även om dennamöjlighet inte är särskilt praktisk används den �itigt i skolan. Den bygger på faktoruppdel-ningar av heltal i produkt av primtal.Man säger att ett positivt heltal p är ett primtal om p har exakt två olika delare: 1 oh sigsjälvt. Primtalen mindre än 100 är
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.Följden av primtalen är oändlig. Detta påstående visades för mer än 2000 år sedan av Euklides.Innan vi visar Euklides sats tittar vi närmare på primtalens viktiga roll som byggstenar föralla heltal � varje heltal större än 1 är en produkt av primtal. Vi skall visa detta påståendeom en liten stund. Först behöver vi en myket viktig egenskap hos primtalen:



(1.8) 5(1.7) Sats. En primdelare till en produkt av två heltal är en delare till (minst) en av fakto-rerna dvs om p|ab så p|a eller p|b, då p är ett primtal oh a, b är heltal.Bevis. Antag att p ∤ a. Då är SGD(p, a) = 1 därför att p är ett primtal. Enligt (1.5) existerartvå heltal x, y sådana att px + ay = 1. Om man multiplierar den likheten med b får man
b = pbx + aby. Men enligt förutsättningen är ab = pq för ett heltal q. Alltså är b = p(bx + qy)dvs p|b. �Nu kan vi visa satsen om faktoruppdelningar av heltal i produkter av primtal:(1.8) Aritmetikens fundamentalsats. Varje heltal större än 1 är en entydig produkt avprimtal dvs om

n = p1p2 · · · pm = p′1p
′
2 · · · p′n,där pi oh p′j är primtal så är m = n oh vid en lämplig numrering av faktorerna är pi = p′i.Bevis. Först visar vi med induktion att varje heltal N > 1 är en produkt av primtal. Vibörjar med N = 2 då vårt påstående gäller. Låt N > 2 oh antag att varje positivt heltalstörre än 1 oh mindre än N är en produkt av primtal. Låt p betekna den minsta delarentill N . Det är klart att p är ett primtal, ty motsatsen innebär att p har en delare d 6= 1, p såatt 1 < d < p oh d är en delare till N (se (1.2) (b)) som är mindre än p. Vi har N = pq, där

1 ≤ q < N . Men om q > 1 så är q en produkt av primtal enligt induktionsantagandet, vilketvisar att N okså är en sådan produkt.Entydigheten visar vi med induktion med avseende på summan s = m + n. Om s = 2 så harvi m = n = 1 oh p1 = p′1. Antag att vårt påstående gäller då antalet faktorer är mindre än soh låt
p1p2 · · · pm = p′1p

′
2 · · · p′n,där m + n = s. Primtalet pm är en delare till produkten till höger så att enligt (1.7) är pmen delare till en av faktorerna. Genom att eventuellt nummrera om dessa faktorer kan vi antaatt pm|p′n. Men båda dessa tal är primtal så att pm = p′n. Alltså gäller

p1p2 · · · pm−1 = p′1p
′
2 · · · p′n−1,oh i denna likhet är antalet primfaktorer lika med s− 2 < s. Enligt induktionsantagandet ärantalet faktorer till vänster lika med antalet faktorer till höger dvs m − 1 = n − 1. Alltså är

m = n. Dessutom kan man numrera faktorerna så att pi = p′i då i = 1, . . . , n − 1. �



6 DELBARHET OCH PRIMTAL(1.9) Anmärkning. Ofta kallar man sats (1.7) för aritmetikens fundamentalsats. Även omformuleringen ovan handlar om positiva heltal så kan vi säga rent allmänt att varje heltal
N 6= ±1 är en produkt

N = εp1p2 · · · pn,där pi är primtal oh ε = ±1. Eligt aritmetikens fundamentalsats är sådan framställningentydig så när som på faktorernas ordningsföljd. Faktoruppdelningar av liknande typ är kändat ex för polynom. Vi diskuterar både faktoruppdelningar för heltalen oh för polynom i ettsenare kapitel. �Nu kan vi bevisa att det �nns oändligt många primtal.(1.10) Euklides sats. Det �nns oändligt många primtal.Bevis. Antag att p1, p2, . . . , pn är alla primtal. Bilda talet
N = p1p2 · · · pn + 1.Talet N är större än 1 så att det måste vara en produkt av primtal dvs något av primtalen

p1, p2, . . . , pn är en delare till N . Låt oss betekna en sådan delare med p dvs N = pq, där pär ett av primtalen p1, p2, . . . , pn. Alltså är
1 = N − p1p2 · · · pn = p(q − p1p2 · · · pn

p
).Detta betyder att p dividerar 1, vilket är helt orimligt eftersom primtalet p är större än 1.Vårt antagande att det endast �nns ändligt många primtal har lett oss till en motsägelse.Alltså måste antagandet vara falskt, dvs det �nns oändligt många primtal. �ÖVNINGAR1.1. Visa att kvoten oh resten vid division av två heltal är entydigt de�nierade dvs om

a = bq + r = bq′ + r′, där a, b 6= 0, q, r, q′, r′ är heltal oh 0 ≤ r < |b|, 0 ≤ r′ < |b|, så är
q = q′ oh r = r′.1.2. Visa Proposition (1.4).1.3. Faktoruppdela följande tal i produkt av primtal:(a) 2704, (b) 392688, () 749088, (d) 8051.



ÖVNINGAR 71.4. Beräkna SGD(a, b) samt två heltal x oh y sådana att SGD(a, b) = ax + by då(a) a = 577, b = 257,(b) a = 1111, b = 1133.1.5. Låt a oh b vara två heltal. Visa att SGD(a, b)MGM(a, b) = ab.



8 DELBARHET OCH PRIMTAL



Kapitel 2
RELATIONER
Begreppet �relation� i matematiska sammanhang anknyter till betydelsen av samma ord ivardagliga situationer då en relation är ofta ett samband mellan två individer (dvs ett par).(2.1) De�nition. Med en relation R på en mängd X menas en godtyklig mängd beståendeav par (x, y), där x, y ∈ X. Med andra ord är en relation på X en godtyklig delmängd R tillden kartesiska produkten

X × X = {(x, y) : x, y ∈ X}.

�Om x, y ∈ X oh (x, y) ∈ R, där R är en relation på X så skriver man ofta x ∼ y. Men “ ∼ ”ersätts oftast med andra teken som traditionellt beteknar kända relationer t ex med “ ≤ ”eller “|”.(2.2) Exempel. (a) Låt X = {1, 2, 3, 4} oh låt R = {(1, 3), (2, 4), (2, 2), (4, 4)}. Man kanskriva 1 ∼ 3 eller 2 ∼ 2. Man har sammanlagt 16 par (x, y), men endast 4 par ingår i relationen
R.(b) Låt X = R vara mängden av de reella talen. De�niera R = {(x, x2) : x ∈ R} ⊂ X × X.Relationen R är helt enkelt grafen av funktionen f(x) = x2 dvs den består av alla punkter påparabeln y = x2. Här har vi x ∼ y preis då y = x2. �Ett så allmänt relationsbegrepp är inte särskilt användbart. Men i matematiska situationerhar man överallt olika relationer som satis�erar olika ytterligare villkor. Vi diskuterar förstekvivalensrelationer oh därefter, myket kort, ordningsrelationer oh funktionsgrafer.9



10 RELATIONER(2.3) De�nition. En relation “ ∼ ” på en mängd X kallas för en ekvivalensrelation om(a) x ∼ x (re�exivitet),(b) x ∼ y implierar y ∼ x (symmetri),() x ∼ y oh y ∼ z implierar x ∼ z (transitivitet),då x, y, z ∈ X. �(2.4) Exempel. (a) Låt X = Z oh låt x ∼ y då oh endast då 5 | x − y för x, y ∈ Z. Dågäller x ∼ x, ty 5|x− x = 0, x ∼ y implierar y ∼ x, ty 5|x − y implierar 5|y − x = −(x− y)samt x ∼ y oh y ∼ z ger x ∼ z, ty 5|x − y oh 5|y − z ger 5|x − z = (x − y) + (y − z).(b) Låt X = N = {1, 2, . . .} oh låt x ∼ y då oh endast då x oh y har exakt sammaprimtalsdelare. Man kontrollerar myket lätt att “ ∼ ” är en ekvivalensrelation (gör det!).() Låt X vara en mängd oh låt Xi vara ike-tomma delmängder till X för i tillhörande enindexmängd I. Låt oss anta att dessa mängder utgör en partition av X, vilket betyder att
X = ∪Xi är unionen av alla Xi oh Xi är parvis disjunkta dvs Xi∩Xj = ∅ om i 6= j. De�nieranu x ∼ y om oh endast om det �nns i så att x, y ∈ Xi. Man får en ekvivalensrelation på X.Man kan tänka på X som mängden av alla elever i en skola medan Xi beteknar alla elever isamma klass (vi förutsätter att skolan är av �gammal modell� så att varje elev tillhör exakten klass). Två elever x oh y är relaterade (dvs x ∼ y) preis då x oh y går i samma klass. Vivisar strax att varje ekvivalensrelation på en godtyklig mängd X får man på detta sätt. �(2.5) De�nition. Låt ∼ vara en ekvivalensrelation på en mängd X. Med ekvivalensklassenav x ∈ X menas mängden

[x] = {y ∈ X : y ∼ x}.
�(2.6) Proposition. (a) x ∈ [x].

(b) [x] = [y] ⇔ x ∼ y.
() Två olika ekvivalensklasser är disjunkta.
(d) X är unionen av alla ekvivalensklasser.Bevis. (a) Klart från (2.3) (a).(b) [x] = [y] ⇒ x ∈ [x] = [y] ⇒ x ∼ y. Antag nu att x ∼ y. Om z ∈ [x] så ger z ∼ x oh x ∼ yatt z ∼ y så att z ∈ [y]. Alltså är [x] ⊆ [y]. Av symmetriskäl har man okså [y] ⊆ [x].() Om z ∈ [x] ∩ [y] så är z ∼ x oh z ∼ y så att x ∼ y ur symmetrin oh transitiviteten(z ∼ x ger x ∼ z som med z ∼ y ger x ∼ y). Enligt (b) är [x] = [y]. Detta betyder att om
[x] 6= [y] så saknar dessa klasser något gemensamt element z.(d) Följer direkt ur (a). �



(2.10) 11(2.7) Följdsats. Ekvivalensklasserna av varje ekvivalensrelation på X bildar en partition av
X.Bevis. Följer omedelbart från () oh (d) i (2.6). �.(2.8) Exempel. (a) För ekvivalensrelationen i (2.4) (a) har man

[x] = [r],där r är resten vid division av x med 5 ty 5|x − r dvs x ∼ r. Eftersom det �nns 5 olika rester
r så �nns det exakt 5 olika ekvivalensklasser [0℄, [1℄, [2℄, [3℄, [4℄.(b) I exempel (2.4) (b) är alla ekvivalensklasser av följande form: [x] = [p1p2 · · · pr], där
p1, p2, . . . , pr är alla olika primdelare till x om x 6= 1 oh [1℄ (bestående av enbart 1). Kontrol-lera detta påstående!() I exempel (2.4) () är just partitionsmängderna Xi ekvivalensklasserna, ty om x tillhör Xiså är [x] = Xi. �Mängden av alla ekvivalensklasser för en ekvivalensrelation “ ∼ ” på X beteknas med X/∼.Denna mängd kallar man ofta för X modulo ∼.En annan myket vanlig typ av relationer är ordningsrelationer.(2.9) De�nition. En relation “ ≤ ” på en mängd X kallas en partiell ordningsrelation(eller en partiell ordning) om(a) x ≤ x (re�exivitet),(b) x ≤ y oh y ≤ z implierar att x ≤ z (transitivitet),() x ≤ y oh y ≤ x implierar att x = y (antisymmetri).Man skriver x < y om x ≤ y oh x 6= y. Om dessutom en relation “ ≤ ” satis�erar(d) för godtykliga x, y ∈ X gäller det att x < y eller y < x eller x = yså säger man att relationen är en ordningsrelation (eller en ordning) på X. �(2.10) Exempel. (a) Låt X = R oh låt x ≤ y beteknar den vanliga ordningsrelationenpå de reella talen. Vi vet myket väl att den relationen är en ordningsrelation i enlighet medde�nitionen ovan.(b) Låt X = N = {1, 2, 3, . . .} vara mängden av de naturliga talen. Relationen x|y är enpartiell ordningsrelation på N ty x|x, om x|y oh y|z så x|z samt x|y oh y|x ger x = y. Men
“|” är inte en ordningsrelation, ty (d) i de�nitionen ovan gäller inte då man t ex väljer x = 2oh y = 3. �



12 RELATIONER(2.11) Vi avslutar med en observation att varje funktion f : X → X de�nierar en relation �nämligen mängden av alla par (x, f(x)) ∈ X × X. Låt oss påminna att med en funktion frånen mängd X till en mängd Y menar man vanligen en regel som mot varje x ∈ X ordnar exaktett element y ∈ Y . Då skriver man y = f(x) oh f : X → Y . I vårt fall har vi X = Y oh vifår en relation på X då x ∼ y om oh endast om y = f(x). Parmängden som svarar mot fbestår alltså av alla par (x, f(x)).
Γf = {(x, f(x)) : x ∈ X}kallas ofta grafen av funktionen f .ÖVNINGAR2.1. Vilka av de följande relationerna på den givna mängden X är ekvivalensrelationer:(a) X = Z, x ∼ y då oh endast då n|x − y, där n är ett �xt positivt heltal.(b) X = N, x ∼ y då oh endast då xy är en kvadrat av ett naturligt tal.() X = R2, (a, b) ∼ (c, d) då oh endast då b = d.(d) X = R2, (a, b) ∼ (c, d) då oh endast då a = c eller b = d.(e) X = R, a ∼ b då oh endast då a − b är ett heltal.(f) X = R, a ∼ b då oh endast då ab > 0.2.2. Är det sant att re�exivitet i de�nitionen av en ekvivalensrelation följer ur symmetrinoh transitivitet enligt följande resonemang: Låt x ∈ X. Att x ∼ y ger y ∼ x eftersom

“ ∼ ” är symmetrisk. Alltså ger transitiviteten x ∼ x.2.3. Bestäm ekvivalensklasserna i alla fall då relationerna i den första övningen är ekvi-valensrelationer. Försök tolka ekvivalensklasserna geometriskt då sådana tolkningar ärmöjliga.2.4. Vilka av följande relationer på de givna mängderna X är partiella ordningsrelationer?Vilka av dem är ordningsrelationer?(a) X = R, a ∼ b då oh endast då a2 ≤ b2.(b) X = N, a ∼ b då oh endast då a2|b2.() X = alla reella funktioner f : R → R oh f ∼ g då oh endast då f(x) ≤ g(x) förvarje x ∈ R.



Kapitel 3
MÄNGDER MED OPERATIONER
De fyra räknesätten: addition, subtraktion, multiplikation oh division är, vad man ofta kal-lar (aritmetiska) operationer i mängden av alla tal. Addition oh multiplikation av vanligafunktioner kända från analyskurser är okså operationer. Även matrisaddition eller matris-multiplikation är operationer i mängden av matriser av lämplig storlek.I algebran är man ofta intresserad av olika egenskaper hos operationer. Två mängder somtillåter operationer med samma egenskaper kan ofta studeras samtidigt � man behöver intebevisa samma satser �era gånger om man vet att dessa satser gäller för varje mängd medoperationer som satis�erar vissa villkor. I detta avsnitt de�nierar vi begreppet operation ohnågra myket allmänna egenskaper hos operationer, t ex assoiativitet oh kommutativitet.Begreppet operation är ett speialfall av begreppet funktion. Därför repeterar vi först att meden funktion f från en mängd X till en mängd Y menar man vanligen en regel som till varje
x ∈ X ordnar exakt ett element y ∈ Y . Då skriver man y = f(x) oh f : X → Y . Låt ossokså repetera att X × Y beteknar (den kartesiska) produkten av mängderna X oh Y dvs

X × Y = {(x, y) : x ∈ X oh y ∈ Y }.Nu är vi beredda att de�niera begreppet operation:(3.1) De�nition. Med en (binär) operation på mängden M menar man en avbildningfrån M × M till M . Bilden av paret (a, b) beteknas ofta med a ∗ b, oh mängden M medoperationen “∗med (M, ∗). �De�nitionen säger att en operation på M ordnar mot två godtykliga element a, b ∈ M ettelement a ∗ b ∈ M . Här följer några exempel på operationer:13



14 MÄNGDER MED OPERATIONER(3.2) Exempel. (a) Låt M vara en av mängderna Z,Q,R,C oh låt a ∗ b = a + b vara denvanliga summan av a oh b.(b) Med samma M som i (a), låt a ∗ b = ab vara den vanliga produkten av a oh b.() Låt M = M2(R) vara mängden av (2 × 2)-matriser med reella element oh A ∗ B = ABden vanliga matrisprodukten för A,B ∈ M2(R).(d) Låt M vara mängden av alla reella funktioner oh f ∗ g = f + g den vanliga summan avtvå funktioner f, g ∈ M dvs (f + g)(x) = f(x) + g(x) då x ∈ R. �Enbart det faktum att man har en operation på en mängd är oftast inte tillräkligt för attstudera mängden. Därför vill man veta lite mera om olika egenskaper hos operationer.(3.3) De�nition. Man säger att operationen ∗ på M är assoiativ om (a∗b)∗c = a∗ (b∗c)då a, b, c ∈ M . Operationen är kommutativ om a ∗ b = b ∗ a då a, b ∈ M . �Exempel. (a) Alla operationer i Exempel (3.2) är assoiativa oh enbart (3.2)() är intekommutativ.(b) Subtraktionen är varken kommutativ eller assoiativ på Z dvs om a∗b = a−b så gäller inteatt a∗b = b∗a eller (a∗b)∗c = a∗(b∗c) ty vanligen a−b 6= b−a oh (a−b)−c 6= a−(b−c). Bästasättet att visa dessa påståenden är att ge exempel: t ex 2−3 6= 3−2 oh (3−2)−1 6= 3−(2−1).
�(3.4) De�nition. Man säger att e ∈ M är ett neutralt element för operationen ∗ om

e∗a = a∗e = a då a ∈ M . Man säger att a′ ∈ M är en invers till a ∈ M om a∗a′ = a′ ∗a = e.
�Exempel. (a) 0 är ett neutralt element för additionen på M = Z (eller Q,R,C) ty 0 + a =

a + 0 = a då a ∈ M . Inversen till a ∈ M är −a ty a + (−a) = (−a) + a = 0. Inversen kallashär motsatta talet.(b) Talet 1 är ett neutralt element för multiplikationen på M ur (a) ty 1 · a = a · 1 = a då
a ∈ M . Inversen till a ∈ M �nns enbart då a′ = 1/a ∈ M . Om M = R så har alla tal inversutom 0. Om M = Z så har enbart a = ±1 inverser (motivera varför!).() Nollmatrisen

0 =

[
0 0
0 0

]är ett neutralt element för matrisadditionen på M = M2(R). Inversen till A ∈ M är då −Aty A + (−A) = (−A) + A = 0. I stället för invers säger man då den motsatta matrisen.Enhetsmatrisen



(3.7) 15
E =

[
1 0
0 1

]är ett neutralt element för matrismultiplikationen ty EA = AE = A då A ∈ M . Inversen till
A ∈ M är A′ = A−1 om detA 6= 0. Om detA = 0 så saknar A invers (om AA′ = E så ger
det(AA′) = detAdet A′ = detE = 1 motsägelsen 0 = 1 om detA = 0). �(3.5) Proposition. Ett neutralt element e ∈ M är entydigt bestämt. Om operationen på Mär assoiativ oh a ∈ M har invers så är den entydig.Bevis. Om även e′ är ett neutralt element så har vi

e′ = e ∗ e′ = e.Låt a′1 vara okså en invers till a. Då gäller
a′1 = a′1 ∗ e = a′1 ∗ (a ∗ a′) = (a′1 ∗ a) ∗ a′ = e ∗ a′ = a′.

�(3.6) Anmärkning. Om M = {a1, a2, . . . , an} är en ändlig mängd så de�nierar man oftaoperationer på M med hjälp av �multiplikationstabeller� :
∗ a1 . . . aj . . . an

a1...
ai ai ∗ aj...
anVarje sådan tabell ger en operation på M . Med hjälp av tabellen kan man lätt avgöra omoperationen på M är kommutativ (hur?) eller om det �nns ett neutralt element (hur?). Mendet är myket besvärligare att avgöra om operationen är assoiativ. �Myket ofta betraktar man funktioner mellan mängder med operationer. Låt oss påminna omatt en funktion f : M → M ′ kallas bijektiv om den avbildar olika element i M på olika elementi M ′ så att varje element i M ′ är bilden av ett element i M . Särskilt viktiga är funktioner somrespekterar operationer i följande mening:(3.7) De�nition. Låt (M, ∗) oh (M ′, ∗′) vara två mängder med operationer. Man säger atten funktion f : M → M ′ är en homomor�sm om f(a ∗ b) = f(a) ∗′ f(b) för alla a, b ∈ M .Om dessutom f är bijektiv så säger man att den är en isomor�sm. Då skriver man M ∼= M ′.

�



16 MÄNGDER MED OPERATIONER(3.8) Exempel. (a) Låt M = M ′ = Z vara mängder med vanlig addition av heltalen oh
f(n) = 2n. Vi har

f(n1 + n2) = 2(n1 + n2) = 2n1 + 2n2 = f(n1) + f(n2)så att f är en homomor�sm. Men f är inte en isomor�sm därför att f inte är bijektiv � bilderav f är endast jämna heltal.(b) Betrakta M = R med addition som operation oh de positiva reella talen M ′ = R+ medmultiplikation som operation. Funktionen f : M → M ′, där f(x) = 2x, är en homomor�smdärför att
f(x1 + x2) = 2x1+x2 = 2x12x2 = f(x1)f(x2).Funktionen f är som bekant bijektiv så att f är en isomor�sm.() Låt M = V oh M ′ = W vara två vektorrum (över de reella talen) oh låt f : V → Wvara en linjär avbildning. Då är f en homomor�sm ty

f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2)enligt de�nition av linjära avbildningar. f behöver inte vara en isomor�sm. �ÖVNINGAR3.1. Vilka av följande operationer på Z är assoiativa, kommutativa, vilka har ett neutraltelement? Varje gång då det �nns ett neutralt element bestäm alla element som harinvers.(a) m ∗ n = mn + 1 (b) m ∗ n = mn + m + n() m ∗ n = m2 + n2 (d) m ∗ n = 2(e) m ∗ n = 2mn (f) m ∗ n = SGD(m,n)(g) m ∗ n = max(m,n) (h) m ∗ n = MGM(m,n)3.2. Hur många operationer �nns det på en mängd med n element? Hur många av dessa ärkommutativa?3.3. Ge exempel på en mängd med en operation som är(a) assoiativ, men ej kommutativ;(b) kommutativ, men ej assoiativ.



ÖVNINGAR 173.4. Låt M vara en mängd med en operation ∗ oh med ett neutralt element e. Visa att om
a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ c) ∗ b för a, b, c ∈ Mså är operationen ∗ kommutativ oh assoiativ.3.5. (svårt?) Låt M vara en mängd med en operation ∗ sådan att
a ∗ a = a oh (a ∗ b) ∗ c = (b ∗ c) ∗ aför a, b, c ∈ M . Visa att operationen är kommutativ oh assoiativ.3.6. Betrakta Z med operationen m ∗ n = mn + 1. De�niera en operation på R så attfunktionen f :Z→ R, f(m) = m − 1, blir en homomor�sm.3.7. Låt f :M → M ′ vara en isomor�sm mellan två mängder med operationer (M, ∗) oh

(M ′, ∗′) oh g:M ′ → M dess invers. Visa att g är en homomor�sm (oh därmed själven isomor�sm).



18 MÄNGDER MED OPERATIONER



Kapitel 4
GRUPPER: DEFINITIONER OCHEXEMPEL
En grupp är en mängd med en operation som uppfyller några myket enkla villkor. Dessa enklavillkor leder till en myket rik oh intressant teori som har tillämpningar i hela matematikenoh andra naturvetenskapliga ämnen (fysik, kemi). Grupper trädde in i matematiken redanunder 1700-talet även om en formell de�nition av gruppbegreppet formulerades betydligt se-nare. Olika konkreta grupper studerades redan av L. Euler (restgrupper) oh J. Lagrangesom först introduerade begreppet permutationsgrupp. E. Galois visade hur man kan användapermutationsgrupper för att lösa viktiga oh, under hans tid, myket svåra problem i teorinför algebraiska ekvationer. Men den moderna de�nitionen av begreppet grupp gavs 1870 avL. Kroneker.(4.1) De�nition. Låt G vara en mängd oh låt ∗ vara en operation på G, dvs(0) a ∗ b ∈ G då a, b ∈ G (slutenhet).Man säger att (G, ∗) är en grupp om(1) (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) då a, b, c ∈ G (assoiativitet),(2) det �nns e ∈ G så att e ∗ a = a ∗ e = a då a ∈ G (neutralt element),(3) till varje a ∈ G �nns a′ ∈ G så att a ∗ a′ = a′ ∗ a = e (invers). �I varje grupp �nns det endast ett neutralt element e oh varje gruppelement a har endast eninvers a′. Detta följer direkt från proposition (3.5).(4.2) Exempel. (a) (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) är grupper. Om man utelämnar 0 ur Q,R, C får man grupper med avseende på multiplikation. Det hjälper inte att utelämna 0 ur Z19



20 GRUPPER: DEFINITIONER OCH EXEMPELför att få en grupp med avseende på multiplikation därför att t ex heltalet 2 saknar heltaliginvers (inversen i Z enbart existerar för ±1).(b) Alla (n × n)-matriser med reella element oh med determinant 6= 0 bildar en grupp medavseende på matrismultiplikation. Denna grupp har en standardbetekning: GLn(R). Vi har
A,B ∈ GLn(R) ⇒ detA 6= 0 6= det B ⇒ det(AB) = det A · detB 6= 0 ⇒ AB ∈ GLn(R),vilket visar slutenheten. Assoiativiteten (AB)C = A(BC) då A,B,C ∈ GLn(R) är envälkänd egenskap hos matrismultiplikation. Om E beteknar (n × n)-enhetsmatrisen så är

EA = AE = A då A ∈ GLn(R) dvs E är det neutrala elementet. Slutligen AA−1 = A−1A = Eom A ∈ GLn(R) dvs A−1 är inversen till A (observera att detA 6= 0 så att inversen A−1 exi-sterar).() Låt G = {1,−1} med vanlig multiplikation. G är en grupp med följande multiplikations-tabell:
· 1 −11 1 −1

−1 −1 1
�(4.3) Anmärkning. En multiplikationstabell för en ändlig grupp (som ovan) kallar manofta för grupptabell eller Cayleys tabell. Det är inte lätt att avgöra om en operation påen ändlig mängd G de�nierar en grupp genom att studera grupptabellen:

∗ a1 . . . aj . . . an

a1 a1 . . . aj . . . an...
ai ai . . . ai ∗ aj . . ....
an anGenom en inspektion av multiplikationstabellen inser man lätt om mängden är sluten medavseende på operationen � slutenheten innebär att varje element i tabellen tillhör mängden G.Det är okså lätt att upptäka om det �nns ett neutralt element: om a1 = e är det neutralaelementet så är de första två raderna oh kolonnerna identiska. Man kan se enkelt om varjeelement har invers � varje rad oh varje kolonn måste innehålla e. I själva verket är det såatt varje rad oh varje kolonn är en omkastning av den första raden (eller kolonnen). Dettaföljer ur en myket enkel observation i nästa proposition. Men att kontrollera att operationenär assoiativ är inte lika lätt. �



(4.8) 21(4.4) Proposition. Låt G vara en grupp oh a, b, c ∈ G. Då gäller strykningslagarna:(a) a ∗ c = b ∗ c ⇒ a = b,(b) c ∗ a = c ∗ b ⇒ a = b.Bevis. Vi visar (a). Multipliera från höger med inversen c′ till c. Tak vare assoiativitetenfår vi att a ∗ c ∗ c′ = b ∗ c ∗ c′ ger a ∗ e = b ∗ e dvs a = b. �(4.5) Anmärkning. En rad i tabellen ovan består av produkterna ai∗a1, . . . ai∗aj , . . . , ai∗an.Alla dessa produkter ger olika element i G därför att likheten ai ∗ aj = ai ∗ ak ger att aj = akenligt strykningsegenskapen ovan. �(4.6) De�nition. Man säger att gruppen (G, ∗) är abelsk (= kommutativ) om a ∗ b = b ∗ adå a, b ∈ G. �Exempel. Alla grupper i (4.2) (a) är abelska. Gruppen i (4.2) (b) är ike-abelsk då n ≥ 2 tyvanligen AB 6= BA för två (n × n)-matriser. �(4.7) De�nition. Antalet element i en ändlig grupp kallas gruppens ordning oh betek-nas o(G) (eller |G|). Om G inte är ändlig säger man att G har oändlig ordning oh skriver
o(G) = ∞. �(4.8) Anmärkning. (a) När man de�nierar en grupp så beskriver man mängden G av desselement oh gruppoperationen ∗. Formellt borde man säga att (G, ∗) är en grupp. Trots dettasäger man oftast att G är en grupp.(b) Vi vet redan att symbolen �∗� som beteknar en operation kan tolkas på olika sätt. När detgäller betekningar �nns det två vanliga typer som dels beror på traditionen dels på bekväm-ligheten. Det är bekvämare att skriva ab i stället för a ∗ b. Då talar man om multiplikativnotation. Inversen beteknas då med a−1. Ibland är denna notation inte helt naturlig, spei-ellt när gruppoperationen är addition. Då använder man additiv notation, dvs man tolkar�∗� som �+�. Villkoren (0) - (3) i (4.1) har då följande form:(0) a, b ∈ G ⇒ a + b ∈ G(1) (a + b) + c = a + (b + c) då a, b, c ∈ G.(2) Det �nns e ∈ G så att e + a = a + e = a (man skriver ofta e = 0).(3) Till varje a ∈ G �nns a′ ∈ G så att a + a′ = a′ + a = e (man skriver ofta a′ = −a). �



22 GRUPPER: DEFINITIONER OCH EXEMPELI exempel (4.2) har vi ett antal grupper med avseende på addition:Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.Man säger då att Z är en delgrupp till Q (eller R eller C), Q är en delgrupp till R (eller C)osv. Formellt har vi:(4.9) De�nition. Låt H ⊆ G. Man säger att H är en delgrupp till G om elementen i Hbildar en grupp med avseende på operationen i G. �(4.10) Proposition. Låt H ⊆ G. H är en delgrupp till G då oh endast då(a) a, b ∈ H ⇒ a ∗ b ∈ H,(b) e ∈ H,() a ∈ H ⇒ a−1 ∈ H.Bevis. Se övn. 4.7. �(4.11) Cykliska grupper Låt G vara en grupp oh g ∈ G. Elementet g de�nierar en delgrupptill G � den minsta delgrupp till G som innehåller g. Den måste innehålla alla potenser av
G dvs g, gg, ggg, . . ., deras inverser g−1, g−1g−1, g−1g−1g−1, . . . oh e. Vi beteknar med gnprodukten gg . . . g av n styken faktorer g, med g−n potensen (g−1)n, oh med g0 elementet
e. Man visar lätt likheten gmgn = gm+n för godtykliga hela m oh n. Potenserna gn, n ∈ Z,bildar en delgrupp till G som innehåller g. Den beteknas med < g > oh kallas den ykliskagruppen genererad av g. Antalet element i < g > kallas ordningen av g oh beteknas
o(g). Ibland händer det att G =< g >. Då säger man att G är en yklisk grupp oh g är dessgenerator. Då är G = {gn : n ∈ Z}. Observera att med den additiva notationen måste manersätta gn med ng (= g + . . . + g dån > 0). Ordet �potens� ersätter man då med �multipel�.Exempel. (a) Låt G = C∗ vara gruppen av de komplexa talen med avseende på multiplika-tion. Om g = i så får vi

i = 1, i1 = i, i2 = −1, i3 = −1, i4 = 1, i5 = i, i6 = −1, . . .osv så att vi endast får 4 olika tal. Å andra sidan är i−1 = i3 så att varje negativ potensär lika med en positiv (i−1)n = i3n. Alltså får man < i >= {1, i,−1,−i}. Termen ykliskförklaras delvis av detta exempel � likheten i4 = 1 medför att vi får en yklisk upprepning avpotenserna i5 = i, i6 = i2, i7 = i3, i8 = 1 osv.



(4.13) 23(b) Låt G = Z med addition oh g = 1. Då är < 1 > mängden av alla multipler n · 1 (t ex
2 ·1 = 1+1, 3 ·1 = 1+1+1, −2 ·1 = −(1+1) osv). Alltså är < 1 >= Z så att Z är en oändligyklisk grupp �.Anmärkning. Termen �yklisk"kan te sig lite egendomlig om man konstaterar att Z är enyklisk grupp. Terminologin är historisk motiverad � från början studerade man enbart ändligagrupper för vilka begreppet �yklisk"är helt klart (se okså nästa proposition). �Man kan ge en helt allmän beskrivning av ykliska grupper:(4.12) Proposition. Låt G vara en grupp oh g ∈ G.(a) Om o(g) = n så är < g >= {e, g, g2, . . . , gn−1} oh gn = e (dvs n är den minsta positivaexponent sådan att gn = e).(b) Om o(g) = ∞ så är alla potenser gn, n ∈ Z, olika.Bevis. Antag att gm = e,m > 0. Då �nns det högst m olika potenser av g, nämligen g0 =
e, g, g2, . . . , gm−1, ty om N = mq + r med 0 ≤ r < m, så är gN = gmq+r = (gm)qgr = gr.Detta betyder att varje potens av g är lika med en av potenserna e, g, g2, . . . , gm−1.(a) o(g) = n betyder att det �nns n olika potenser av g. Vi påstår att just g0 = e, g,
g2, . . . , gn−1 är olika ty gi = gj , 0 ≤ i < j < n ger att gj−i = e, där j − i = m < n. Menlikheten gm = e med 0 < m < n är omöjlig (om gm = e så �nns det endast m olika potenserav g). Alltså är < g >= {e, g, g2, . . . , gn−1}. gn är lika med någon av dessa potenser. Men
gn = gi där 0 < i < n ger gn−i = e, dvs gm = e med m = n − i < n. En sådan likhet ärutesluten så att gn = g0 = e.(b) Om o(g) = ∞ så måste alla potenser gn, n ∈ Z, vara olika ty gi = gj för i < j ger gm = edär m = j − i > 0, vilket är omöjligt (enligt första styket i beviset). �Vi avslutar detta kapitel med en myket allmän konstruktion som möjliggör att de�niera nyagrupper med hjälp av sådana som man redan känner.(4.13) Exempel. Låt G1, G2, . . . , Gn vara godtykliga gruper. Vi de�nierar en ny grupp
G1×G2× . . .×Gn vars element är (g1, g2, . . . , gn), där gi ∈ Gi för i = 1, 2, . . . , n. Operationenär de�nierad på följande sätt:

(g1, g2, . . . , gn)(g′1, g
′
2, . . . , g

′
n) = (g1g

′
1, g2g

′
2, . . . , gng′n)Det är klart att den operationen är assoiativ (man multiplierar ju i varje grupp Gi separat).Det neutrala elementet är e = (e2, e2, . . . , en) där ei är det neutrala elementet i Gi. Inversen till

(g1, g2, . . . , gn) är (g−1
1 , g−1

2 , . . . , g−1
n ). Gruppen G1×G2× . . .×Gn kallas direkta produktenav Gi. Om G1 = G2 = . . . = Gn = G skriver man Gn.Om tex G = R är gruppen av de reella talen med addition så är R2 = {(r1, r2) : r1, r2 ∈ R}med koordinatvis addition. R2 kan tolkas som gruppen av alla vektorer i planet. På sammasätt är R3 gruppen av alla vektorer i rymden. Om t ex G = {1,−1} med multiplikation såbestår G × G av (1, 1), (1,−1), (−1, 1), (−1, 1) med koordinatvis multiplikation. �



24 GRUPPER: DEFINITIONER OCH EXEMPELÖVNINGAR4.1. Vilka av följande talmängder är grupper med avseende på multiplikation av tal ?(a) Q∗ = alla rationella tal 6= 0, (b) Z \ {0} = alla heltal 6= 0,() C∗ = alla komplexa tal 6= 0, (d) U = {z ∈ C : |z| = 1},(e) R>0 = positiva reella tal, (f) G = {2m3n : m,n ∈ Z}.4.2. Visa att följande talmängder är grupper med avseende på multiplikation av tal:(a) Cn = {z ∈ C : zn = 1, n ett �xt positivt heltal} (alla n:te enhetsrötter),(b) C∞ = {z ∈ C : zn = 1 för något n ≥ 1}.4.3. Bestäm ordningarna av matriserna:(a) A =

[
0 −1
1 0

], (b) B =

[
−1 0
0 −1

], () C =

[
1 0
0 2

]i gruppen av alla (2× 2)-matriser med determinant 6= 0 med avseende på multiplikation(dvs i GL2(R)).4.4. Låt G vara en grupp oh a, b ∈ G. Visa att(a) (a−1)−1 = a, (b) (ab)−1 = b−1a−1.4.5. Visa att G är en abelsk grupp då oh endast då (ab)−1 = a−1b−1 för a, b ∈ G.4.6. Visa att G är en abelsk grupp då oh endast då (ab)2 = a2b2 för a, b ∈ G.4.7. Visa Proposition (4.10).4.8. Låt H vara en ike-tom ändlig delmängd till en grupp G sådan at h, h′ ∈ H implierar
h(h′)−1 ∈ H. Visa att H är en delgrupp till G.4.9. Visa att om ordningen av en grupp G är jämn så �nns det ett element g ∈ G av ordningen2.4.10. Låt G =< a >= {e, a, . . . , an−1}, där an = e.(a) Visa att G =< ak > då oh endast då SGD(k, n) = 1.(b) Visa att om H ⊆ G oh o(H) = m så är H =< ad > där d = n

m .Ledning. Visa att d är det minsta positiva heltalet sådant att ad ∈ H om H 6=< e >.4.11. Visa att varje delgrupp till en yklisk grupp är yklisk.Ledning. Utnyttja övn. 4.10.4.12. Låt G vara en grupp oh A en ike-tom delmängd till G. Visa att den minsta delgrupptill G som innehåller A är
< A >= {a1a2 . . . an : ai ∈ A eller a−1

i ∈ A oh n ≥ 1}Anmärkning. Om G =< A > så säger man att A är ett generatorsystem för G. Om
A = {a} så är < A >=< a > den ykliska gruppen genererad av a.



Kapitel 5
RESTGRUPPER
Grupper av rester vid division med naturliga tal är troligen de första exemplen på gruppersom har använts i matematiska sammanhang. De har myket intressanta tillämpningar bådei talteorin oh t ex i samband med konstruktioner av både koder oh krypteringssystem somkommer att diskuteras i fortsättningen av kursen.Låt n vara ett positivt heltal. Vi skall betekna med [a]n resten av ett heltal a vid divisionmed n. T ex är [11]5 = 1, [8]3 = 2 osv. Vi har:

[a]n = [b]n då oh endast då n|a − b(se övning 5.4). Likheten [a]n = [b]n skriver man ofta som
a ≡ b (mod n).Man säger då att a oh b är kongruenta modulo n. Den betekningen är myket vanligoh introduerades av C. F. Gauss. Uttryket a ≡ b (mod n) kallas kongruens.Mängden av alla rester vid division med n kommer att beteknas med Zn. T ex är Z2 = {0, 1},Z5 = {0, 1, 2, 3, 4} oh allmänt Zn = {0, 1, . . . , n−1}. Resterna vid division med n kan adderasoh multiplieras på följande sätt:

r1 ⊕
n

r2 = [r1 + r2]n, r1 ⊙
n

r2 = [r1r2]n(5.1)Dessa operationer kallas addition oh multiplikation modulo n. T ex är 2⊕
5

1 = [2+1]5 =

3, 3 ⊕
5

3 = [3 + 3]5 = 1, 3 ⊙
5

3 = [9]5 = 4 osv. Ofta utelämnar man �n� i symbolerna �⊕
n
�oh �⊙

n
� som förenklas till �⊕� oh �⊙� eller till �+� oh � ·�. För addition oh multiplikationmodulo 2 oh 3 har vi 25



26 RESTGRUPPER
⊕ 0 10 0 11 1 0 ⊙ 0 10 0 01 0 1

⊕ 0 1 20 0 1 21 1 2 02 2 0 1 ⊙ 0 1 20 0 0 01 0 1 22 0 2 1Det är klart att ⊕
n

oh ⊙
n

är kommutativa operationer. Det är okså klart att bägge harneutrala element � för addition 0, för multiplikation 1. Men det är inte lika självklart attdessa operationer är assoiativa. För addition oh multiplikation modulo 10 vet vi det sedanlänge. När man adderar tre tal t ex 1232538...6så räknar man ut den sista si�ran genom att addera 3+5+8 vilket ger sista si�ran 6. Med vårnya addition betyder det att 3 ⊕
10

5 ⊕
10

8 = 6. Det är just addition modulo 10 oh det faktumatt vi inte bryr oss om hur parenteserna plaeras beror på att vi litar på assoiativiteten. Föratt bevisa den helt allmänt behöver vi en viktig egenskap hos ⊕ oh ⊙:(5.2) Lemma. Låt a, b vara godtykliga heltal. Då gäller:
[a + b]n = [a]n ⊕ [b]n,

[ab]n = [a]n ⊙ [b]n.Bevis. Låt
a = nqa + ra, 0 ≤ ra < n, b = nqb + rb, 0 ≤ rb < noh

a + b = nqa+b + ra+b, 0 ≤ ra+b < n, ab = nqab + rab, 0 ≤ rab < n.Vi har:
[a]n ⊕ [b]n = ra ⊕ rb = [ra + rb]n = ra+b = [a + b]n,ty ra + rb = (a − nqa) + (b − nqb) = n(qa+b − qa − qb) + ra+b, dvs ra+b är resten vid divisionav ra + rb med n, oh



(5.5) 27
[a]n ⊙ [b]n = ra ⊙ rb = [rarb]n = rab = [ab]n,ty rarb = (a − nqa)(b − nqb) = n(qab − qab − qba + nqaqb) + rab, dvs rab är resten vid divisionav rarb med n. �(5.3) Följdsats. ⊕ oh ⊙ är assoiativa operationer på Zn.Bevis.

(r1 ⊕ r2) ⊕ r3 = [r1 + r2]n ⊕ [r3]n = [(r1 + r2) + r3]n

r1 ⊕ (r2 ⊕ r3) = [r1]n ⊕ [r2 + r3]n = [r1 + (r2 + r3)]nså att (r1 ⊕ r2) ⊕ r3 = r1 ⊕ (r2 ⊕ r3) ty (r1 + r2) + r3 = r1 + (r2 + r3).Exakt samma argument för ⊙ som för ⊕ ger assoiativiteten av multiplikation modulo n. �Nu kan vi konstatera:(5.4) Proposition. (Zn,⊕) är en grupp. Den är yklisk.Bevis. Slutenheten följer direkt ur de�nitionen av ⊕ i (5.1). Assoiativiteten har vi justbevisat. 0 är det neutrala elementet. Inversen till r kallas den motsatta resten oh är n− r då
r 6= 0, ty r ⊕ (n − r) = [n]n = 0. Vi har r = 1 + · · · + 1 (r ettor) så att Zn =< 1 >. �

(Zn,⊙) är aldrig en grupp ty resten 0 saknar invers (r ⊙ 0 = 0). Man kan försöka räddasituationen genom att eliminera 0. Men Zn r {0} behöver inte heller vara en grupp. T ex är
2 ⊙ 3 = [6]6 = 0 i Z6 så att Z6 r {0} inte är sluten med avseende på ⊙. Skälet till att manfår 0 är att 2 oh 3 har gemensamma delare med 6. För att få en grupp räker det med atteliminera den situationen. Låt Z∗

n betekna alla rester som saknar gemensamma delare 6= 1med n, dvs r ∈ Z∗
n då oh endast då SGD(r, n) = 1. T exZ∗

2 = {1}, Z∗
3 = {1, 2}, Z∗

4 = {1, 3}, Z∗
5 = {1, 2, 3, 4}, Z∗

6 = {1, 5}.Nu har vi(5.5) Proposition. (Z∗
n,⊙) är en grupp.



28 RESTGRUPPERBevis. För att bevisa slutenheten betrakta två rester sådana att SGD(r1, n) = 1 oh
SGD(r2, n) = 1. Då är även SGD(r1r2, n) = 1. Motsatsen betyder att det �nns ett prim-tal p sådant att p|n oh p|r1r2. Då är p|r1 eller p|r2, vilket strider mot vårt antagande att
r1 oh r2 saknar gemensamma delare 6= 1 med n. Assoiativiteten av ⊙ visade vi i (5.3).Det neutrala elementet är 1. Låt r ∈ Z∗

n. Som vi vet kan man med t ex Euklides algoritmbestämma två heltal x oh y sådana att
rx + ny = 1(ty SGD(r, n) = 1). Detta betyder att 1 = [rx + ny]n = [rx]n = [r]n ⊙ [x]n = r ⊙ [x]n så att

[x]n är inversen till r ∈ Z∗
n. �(5.6) Anmärkning. Det framgår från propositionen att för varje a ∈ Z∗

n har ekvationen
ax = 1 exakt en lösning x ∈ Zn. I termer av kongruenser kan man säga att kongruensen
ax ≡ 1 (mod n) har en lösning då SGD(a, n) = 1. Observera att beviset av (5.5) visar attkongruensen kan lösas med hjälp av Euklides algoritm. �Exempel. Låt n = 12. Då är Z∗

12 = {1, 5, 7, 11} oh multiplikationstabellen är
⊙ 1 5 7 111 1 5 7 15 5 1 11 77 7 11 1 511 11 7 5 1

�Ett särskilt viktigt fall får man då n = p är ett primtal. Då är Z∗
p = {1, 2, . . . , p − 1}. Härräker det alltså att utelämna 0 ur Zp för att få en grupp med avseende på multiplikation.(5.7) De�nition. Ordningen av Z∗

n beteknas med ϕ(n). Funktionen ϕ(n) kallas Eulersfunktion. Alltså är:
ϕ(n) = antalet heltal k sådana att 0 ≤ k < n oh SGD(k, n) = 1.

�Exempel. ϕ(1) = 1, ϕ(2) = 1, ϕ(3) = 2, ϕ(4) = 2, ϕ(6) = 2 osv. Om p är ett primtal så är
ϕ(p) = p − 1 (varför?). �Här följer några viktiga egenskaper hos Eulers funktion:



(5.9) 29(5.8) Proposition. Eulers funktion har följande egenskaper:(a) ϕ(pα) = pα − pα−1 då p är ett primtal oh α ≥ 1,(b) ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) då SGD(a, b) = 1,() ϕ(n) = n(1 − 1
p1

) . . . (1 − 1
pk

), där pi är alla olika primdelare till n.Bevis. (a) är en enkel övning (se övning 5.8). Ett bevis av (b) ger vi senare. () följer direktur (a) oh (b): Låt n = pα1
1 . . . pαk

k . Då är
ϕ(n) = ϕ(pα1

1 . . . pαk

k ) = ϕ(pα1
1 ) . . . ϕ(pαk

k ) (enligt (b))
= (pα1

1 − pα1−1
1 ) . . . (pαk

k − pαk−1
k ) (enligt (a))

= pα1
1 . . . pαk

k (1 − 1

p1
) . . . (1 − 1

pk
) = n(1 − 1

p1
) . . . (1 − 1

pk
).

�Med hjälp av (5.8) kan man räkna ut ϕ(n). T ex ϕ(1000) = ϕ(23 ·53) = ϕ(23)ϕ(53) = 4 ·100 =
400.Vi avslutar detta kapitel med en intressant oh myket gammal sats om restaritmetiken sombrukar kallas �Kinesiska restsatsen�. I det enklaste fallet säger satsen att man alltid kan �nnaett heltal som ger givna rester modulo två givna relativt prima heltal.(5.9) Kinesiska restsatsen. Låt n1, n2, . . . , nk vara relativt prima positiva heltal oh låt
r1 ∈ Zn1, r2 ∈ Zn2 , . . ., rk ∈ Znk

. Då existerar ett heltal x entydigt bestämt modulo n1n2 . . . nksådant att
[x]n1 = r1, [x]n2 = r2, . . . , [x]nk

= rk.Bevis. Vi skall visa hur man kan beräkna ett tal x som har den önskade egenskapen ohdärefter visa att det är entydigt modulo N = n1n2 · · ·nk. Beräkna först xi så att
N

ni
xi ≡ 1 (mod ni), dvs N

ni
xi = 1 i Zni

.Eftersom SGD (N
ni

, ni) = 1 enligt förutsättningen kan man beräkna xi med hjälp av Euklidesalgoritm (se (5.6)). Välj nu
x = r1

N

n1
x1 + r2

N

n2
x2 + . . . + rk

N

nk
xk.



30 RESTGRUPPERDå gäller:
[x]ni

= [

k∑

j=1

rj
N

nj
xj]ni

=

k⊕

j=1

[rj ]ni
⊙ [

N

nj
xj ]ni

= [ri]ni
⊙ [

N

ni
xi]ni

= [ri]nity
[
N

nj
xj ]ni

=

{
1 om j = i
0 om j 6= iAlltså är x ≡ ri (mod ni) för i = 1, 2, . . . , k.Antag nu att x oh x′ ät två heltal sådana att [x]ni

= [x′]ni
= ri för alla i. Då gäller det att

ni|x− x′ för alla i oh detta innebär att n1n2 · · ·nk|x− x′ därför att alla ni är relativt prima.Alltså lämnar x oh x′ samma rest modulo N = n1n2 · · ·nk. �(5.10) Anmärkning. Kinesiska restsatsen formuleras ofta med hjälp av kongruenser. Då sä-ger den att för relativt prima positiva heltal n1, n2, . . . , nk oh godtykliga heltal r1, r2, . . . , rkexisterar ett heltal x så att
x ≡ r1 (mod n1), x ≡ r2 (mod n2), . . . , x ≡ rk (mod nk).Man behöver inte förutsätta att ri är resten vid division med ni därför att för varje heltal agäller ju att a ≡ [a]ni

(mod ni). �Exempel. Låt oss bestämma ett heltal x som vid division med 3 ger resten 2, med 4 resten3 oh med 5 resten 4 dvs
x ≡ 2 (mod 3), x ≡ 3 (mod 4), x ≡ 4 (mod 5).Låt N = 3 · 4 · 5 = 60. Först måste vi bestämma x1, x2, x3 sådana att

60

3
x1 = 20x1 ≡ 1 (mod 3), 60

4
x2 = 15x2 ≡ 1 (mod 4), 60

5
x3 = 12x3 ≡ 1 (mod 5).Detta betyder att vi måste lösa ekvationerna:

2x1 = 1 i Z3, 3x2 = 1 i Z4, 2x3 = 1 i Z5.Vi hittar lätt (utan Euklides algoritm) att x1 = 2, x2 = 3, x3 = 3. Enligt beviset av (5.9) är



(5.11) 31
x = 2 · 60

3
· 2 + 3 · 60

4
· 3 + 4 · 60

5
· 3 = 359en lösning. Den minsta ike-negativa lösningen är [359]60 = 59 (lösningen är entydigt bestämdmodulo 60 enligt (5.9)). Lägg märke till att x = 60q + 59 med ett godtykligt q ∈ Z är enlösning (ty [x]60 = 59) oh att sådana x ger alla lösningar (se övning 5.5). Observera okså atten uppmärksam student kunde skrivit en lösning direkt utan att använda Kinesiska restsatsen(hur?). �Vi skall avsluta detta kapitel med en annan formulering oh ett annat bevis av Kinesiskarestsatsen eftersom det �nns �era tillämpningar som baseras just på den formen av satsen.(5.11) Sats. Låt n1, n2, . . . , nk vara parvis relativt prima positiva heltal (dvs SGD(ni, nj) =

1 då i 6= j). Då är Zn1n2···nk
∼= Zn1 × Zn2 × . . . × Znkoh Z∗

n1n2···nk

∼= Z∗
n1

× Z∗
n2

× . . . × Z∗
nk

.Bevis. Låt N = n1n2 · · · nk. Betrakta funktionen:
θ : ZN −→ Zn1 × Zn2 × . . . × Znksådan att θ([a]N ) = ([a]n1 , [a]n2 , . . . , [a]nk

). De�nitionen av denna funktion beror inte påheltalet a som de�nierar resten: Om [a]N = [b]N så är [a]n1 = [b]n1 , [a]n2 = [b]n2 , . . ., [a]nk
=

[b]nk
ty N |a − b implierar att n1|a − b, n2|a − b, . . ., nk|a − b. Vi har

θ([a + b]N ) = ([a + b]n1 , [a + b]n2 , . . . , [a + b]nk
) =

([a]n1 , [a]n2 , . . . , [a]nk
) + ([b]n1 , [b]n2 , . . . , [b]nk

) = θ([a]N ) + θ([b]N )så att θ är en grupphomomor�sm. Vi vill visa att θ är en isomor�sm. Man kontrollerar lätt attolika rester [a]N oh [b]N har olika bilder: [a]n1 = [b]n1 , [a]n2 = [b]n2 , . . ., [a]nk
= [b]nk

betyderatt n1|a− b, n2|a− b, . . ., nk|a− b, vilket ger N = n1n2 · · ·nk|a− b, därför att n1, n2, . . . , nk ärparvis relativt prima. Detta innebär att [a]N = [b]N . Funktionen θ är alltså en-entydig. Menantalet element i ZN är N oh antalet element i Zn1 × Zn2 × . . . × Znk
är lika stort, vilketinnebär att varje element i produkten är bilden av ett element i ZN . Detta visar att θ är enisomor�sm.Det återstår att visa den andra isomor�smen. Först observerar vi att om a är relativt primtmed N så är okså a relativt primt med varje faktor ni av N . Detta visar att θ avbildar Z∗

N i



32 RESTGRUPPERprodukten Z∗
n1
×Z∗

n2
×. . .×Z∗

nk
. Å andra sidan om ([a]n1 , [a]n2 , . . . , [a]nk

) ∈ Z∗
n1
×Z∗

n2
×. . .×Z∗

nk
,så är a relativt primt med alla ni oh således med N = n1n2 · · · nk. Detta visar att funktionen

θ avbildar en-entydigt Z∗
N på hela Z∗

n1
× Z∗

n2
× . . . × Z∗

nk
. För att kunna påstå att funktionen

θ de�nierar en isomor�sm mellan dessa grupper kontrollerar vi att
θ([ab]N ) = ([ab]n1 , [ab]n2 , . . . , [ab]nk

) =

([a]n1 , [a]n2 , . . . , [a]nk
)([b]n1 , [b]n2 , . . . , [b]nk

) = θ([a]N )θ([b]N ).

�(5.12) Anmärkning. Det är myket lätt att härleda Kinesiska restsatsen från gruppisomor-�smen Zn1n2...nk
∼= Zn1 ×Zn2 × . . .×Znk

. Om (r1, r2, . . . , rk) ∈ Zn1 ×Zn2 × . . .×Znk
så sägersatsen att det �nns exakt en rest [x]N ∈ Zn1n2...nk

sådan att
[x]n1 = r1, [x]n2 = r2, . . . , [x]nk

= rk.

�(5.13) Exempel. Gruppen Z100 kan enligt sats (5.11) skrivas som produkt av mindre grup-per: 100 = 2252 så att Z100
∼= Z4 × Z25.

�Nu kan vi bevisa multiplikativiteten av Eulers funktion (se (5.8)(b)):(5.14) Följdsats. För Eulers funktion ϕ gäller att ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) då a oh b är relativtprima naturliga tal.Bevis. Enligt (5.11) är Z∗
ab

∼= Z∗
a × Z∗

b . Antalet element i vänsterledet är ϕ(ab), medan det ihögerledet är ϕ(a)ϕ(b). �ÖVNINGAR5.1. Bestäm sista si�ran av talet:a) 21998, b) 1320 + 2230, ) 777 .5.2. Bestäm resten vid division ava) 3100 med 7, b) 21000 med 3,5,11,13.



ÖVNINGAR 335.3. Talen Fn = 22n

+ 1, n = 0, 1, 2, . . ., kallas Fermattalen. F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 =
257, F4 = 65537 är alla primtal. Pierre Fermat (1601-1665) påstod att alla tal Fn ärprimtal, men 100 år senare visade Leonard Euler (1707-1783) att 641|F5. Visa det genomatt utnyttja likheterna 5 · 27 + 1 = 641 oh 54 + 24 = 641. Räkna i Z641.5.4. Låt a, b, n ∈ Z oh n > 0. Visa att [a]n = [b]n då oh endast då n|a − b.5.5. Låt a oh n vara relativt prima heltal. Låt x0 vara en lösning till kongruensen ax ≡
b (mod n) för ett heltal b. Visa att alla andra lösningar till denna kongruens kan skrivaspå formen x0 + kn, där k = 0,±1,±2, . . ..5.6. Visa att grupperna Z∗

5, Z∗
7 oh Z∗

9 är ykliska men Z∗
8 inte är yklisk.5.7. Skriv ut grupptabellerna föra) Z2 × Z3, b) Z2 × Z2.Är dessa grupper ykliska?5.8. Visa att ϕ(pα) = pα − pα−1 då p är ett primtal oh α ≥ 1.Ledning. Skriv ut alla heltal k sådana att 0 ≤ k < pα oh p|k.5.9. Skriv följande grupper som produkt av mindre restgrupper(a) Z36, (b) Z75, () Z15 × Z28, (d) Z75600.5.10. Lös följande ekvationer:(a) 17x = 1 i Z23, (b) 6x = 17 i Z41, () x2 = 5 i Z29.5.11. Låt θ : Z360 → Z8 ×Z9 ×Z5 vara de�nierad som i beviset av (5.11). Bestäm θ−1(1, 0, 0),

θ−1(0, 1, 0), θ−1(0, 0, 1). Beräkna därefter θ−1(1, 2, 3).
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Kapitel 6
TRANSFORMATIONSGRUPPER
Även detta kapitel handlar om exempel på grupper. Vi bekantar oss med grupper relateradetill olika geometriska rum oh geometriska �gurer i dessa rum. En stor del av gruppteorinutveklades med utgångspunkt från dessa exempel oh den slutliga de�nitionen av gruppbe-greppet formulerades först när man upptäkte att grupper är lika vanliga i geometrin somi algebran (se vidare anmärkning (6.8)). Eftersom funktioner mellan olika rum ofta kallastransformationer (eller avbildningar) kallar man grupper bestående av sådana funktioner förtransformationsgrupper.Först måste vi repetera oh något komplettera våra kunskaper om funktioner:(6.1) De�nition. Låt f : X → Y vara en funktion. Man säger att f är injektiv (eller en-entydig) om f avbildar olika element i X på olika element i Y dvs om x1 6= x2 ger f(x1) 6=
f(x2). f kallas surjektiv (eller på hela Y ) om till varje y ∈ Y �nns x ∈ X så att f(x) = y.En funktion som samtidigt är injektiv oh surjektiv kallas bijektiv.Man säger att två funktioner f1 : X → Y oh f2 : X → Y är lika om f1(x) = f2(x) för varje
x ∈ X.Med sammansättningen av två funktioner f : X → Y oh g : Y → Z menar man funktionen
g ◦ f : X → Z (�g ring f �) sådan att:

(g ◦ f)(x) = g(f(x)).Man säger att en funktion g : Y → X är en invers till f : X → Y om g ◦ f = iX oh
f ◦ g = iY , där iX är den identiska funktionen på X oh iY den identiska funktionen på Ydvs iX(x) = x då x ∈ X oh iY (y) = y då y ∈ Y . �Om man tänker på en funktion f från X till Y som pilar från alla element i X till vissaelement i Y (se �g. 6.1) så kan man lätt åskådliggöra alla dessa begrepp. f är injektiv ompilar som startar från olika punkter i X kommer fram till olika punkter i Y , f är surjektiv om35
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Figur 6.1till varje punkt i Y kommer en pil, oh f är bijektiv om de bägge egenskaperna gäller. Om fär bijektiv så kan man vända på alla pilar från X till Y oh då får man inversen g till f (vivisar detta påstående helt formellt i nästa proposition).Sammansättningen av g(f(x)) innebär geometriskt att man först följer pilen från punkten x ∈
X till punkten f(x) ∈ Y oh därefter pilen från punkten f(x) ∈ Y till punkten g(f(x)) ∈ Z.

x

f(x)

f g(f(x))

X Y Z(6.2) Proposition. f : X → Y har en invers g : Y → X då oh endast då f är bijektiv.Inversen g är entydigt bestämd (den beteknas f−1).Bevis. �⇒� Låt g vara en invers till f dvs g(f(x)) = x då x ∈ X oh f(g(y)) = y då y ∈ Y .Om x1 6= x2 så har vi f(x1) 6= f(x2) ty likheten f(x1) = f(x2) ger g(f(x1)) = g(f(x2)) dvs
x1 = x2. Alltså är f injektiv. Låt y ∈ Y . Då är y = f(g(y)) dvs f avbildar g(y) på y. Dettavisar att f är surjektiv. Följaktligen är f bijektiv.�⇐� Låt f vara bijektiv. Då är varje element y ∈ Y bilden av exakt ett element x ∈ X.De�niera:

g(y) = x ⇔ f(x) = y.Då har vi: (g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(y) = x för x ∈ X oh (f ◦ g)(y) = f(g(y)) = f(x) = y för
y ∈ Y . Detta visar att g är en invers till f . Slutligen om även g′ är en invers till f så har vi

f(g(y)) = f(g′(y)) = ydå y ∈ Y . Men f är injektiv så att g(y) = g′(y) för varje y ∈ Y vilket visar att g = g′. �Vi anteknar okså följande egenskaper hos funktioner vars bevis lämnar vi som övning.



(6.5) 37(6.3) Proposition. Låt f : X → Y oh g : Y → Z vara funktioner.(a) Om f oh g är injektiva så är g ◦ f injektiv.(b) Om f oh g är surjektiva så är g ◦ f surjektiv.() Om f oh g är bijektiva så är g ◦ f bijektiv.Låt nu X vara en mängd oh låt G(X) vara mängden av alla bijektiva funktioner (med andraord: bijektiva transformationer) f : X → X.(6.4) Proposition. (G(X), ◦) är en grupp med avseende på sammansättningen av funktio-ner.Bevis. Om f : X → X oh g : X → X är bijektiva funktioner så är även g ◦ f : X → X enbijektiv funktion enligt (6.3) (). Alltså är G(X) sluten med avseende på operationen. För attvisa assoiativiteten låt h : X → X vara en bijektiv funktion. Då är:
[(f ◦ g) ◦ h](x) = (f ◦ g)(h(x)) = f(g(h(x)))oh
[f ◦ (g ◦ h)](x) = f((g ◦ h)(x)) = f(g(h(x)))för x ∈ X. Alltså är (f ◦g)◦h = f ◦(g◦h). Det neutrala elementet är den identiska funktionen

iX(x) = x för x ∈ X. Inversen till f är den inversa funktionen f−1 som existerar (oh ärbijektiv) enligt (6.2). �(6.5) Permutationsgrupper. Låt X = {1, 2, . . . , n}. G(X) består av alla bijektiva funktio-ner f : X → X dvs f(1) = p1, f(2) = p2, . . . , f(n) = pn, där p1, p2, . . . , pn är en ordningsföljdav talen 1, 2, . . . , n. Sådana funktioner kallas som bekant permutationer. Vi kommer attskriva:
f =

(
1 2 . . . n
p1 p2 . . . pn

)
.Gruppen G(X) beteknas ofta med Sn oh kallas symmetriska gruppen av graden n. Låtoss påminna om att o(Sn) = n! (antalet olika permutationer av n element). T ex då n = 3 fårman gruppen S3 bestående av 3! = 6 permutationer

I =

(
1 2 3
1 2 3

)
, f1 =

(
1 2 3
1 3 2

)
, f2 =

(
1 2 3
3 2 1

)
, f3 =

(
1 2 3
2 1 3

)
,

f4 =

(
1 2 3
2 3 1

)
, f5 =

(
1 2 3
3 1 2

)
.



38 TRANSFORMATIONSGRUPPERGruppen S2 har 2 element:
I =

(
1 2
1 2

)
, f =

(
1 2
2 1

)
.Permutationerna kan representeras mera kompakt. Låt p1, p2, . . . , pk ∈ {1, 2, . . . , n} oh låt

(p1, p2, . . . , pk) betekna funktionen:
f(p1) = p2, f(p2) = p3, . . . , f(pk) = p1.oh f(i) = i då i 6= p1, p2, . . . , pk.Exempel. (1, 2, 3) ∈ S3 är betekningen för (123

231 ), (2, 4) ∈ S4 betyder (1234
1432 ), (3, 2, 4) ∈ S4 är

(1234
1423 ), (1) ∈ S3 är ( 123

123 ). �Man säger att permutationen (p1, p2, . . . , pk) är en ykel av längden k. Låt
f = (p1, p2, . . . , pk) oh g = (p′1, p

′
2, . . . , p

′
l),där alla tal p1, p2, . . . , pk, p

′
1, p

′
2, . . . , p

′
l är olika. Då säger man att f oh g är disjunkta ykler.För sådana ykler har vi f ◦ g = g ◦ f (kontrollera att (f ◦ g)(x) = (g ◦ f)(x) för varje

x ∈ {1, 2, . . . , n}). Varje permutation är en sammansättning av disjunkta ykler. T ex
(

123456789
217439568

)
= (1, 2) ◦ (3, 7, 5) ◦ (6, 9, 8).Hur får man en sådan framställning? Nedan följer ett enkelt reept:(6.6) Hur skriver man en permutation som produkt av ykler? Man väljer ett tal

p1 som inte avbildas på sig självt. Därefter tar man bilden p2 av p1, bilden p3 av p2 osv, tillsman får p1 igen. Då har man en ykel. Nu tar vi ett tal som inte ingår i första ykeln oh viupprepar proeduren. Det gör vi så länge det �nns tal som inte ingår i en tidigare bildad ykeloh som inte avbildas på sig självt.Ofta är man intresserad av olika delgrupper till G(X). Man betraktar då bijektiva funktioner
f : X → X med en viss egenskap oh visar att funktioner med den egenskapen bildar endelgrupp till G(X). Låt oss betrakta några exempel:(6.7) Exempel. (a) Låt X vara en liksidig triangel i planet oh låt G bestå av alla trans-formationer av planet som bevarar avståndet oh avbildar triangeln på sig själv. G är engrupp med avseende på sammansättningen av avbildningarna (en delgrupp till G(X)) ohkallas ofta triangelgruppen eller, mera exakt, symmetrigruppen av en liksidig triang-el. Det är inte svårt att beskriva alla element i G. Man kan vrida triangeln 0◦, 120◦ oh 240◦kring dess mittpunkt oh spegla den i de tre symmetriaxlarna S1, S2, S3. Man får alltså 6transformationer som ges i form av permutationer av triangelns 3 hörn:
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I =

(
123
123

)
= (1); v1 =

(
123
231

)
= (1, 2); v2 =

(
123
312

)
= (1, 3, 2)

s1 =

(
123
132

)
= (2, 3); s2 =

(
123
321

)
= (1, 3); s3 =

(
123
213

)
= (1, 2).På det sättet får vi alla möjliga avbildningar ty varje avbildning är en permutation av hörnen 1,2, 3. Men det �nns exakt 6 permutationer av talen 1, 2, 3 (de bildar den symmetriska gruppenav graden 3). Lägg märke till att gruppen inte är kommutativ. T ex v1 = s1 ◦s2 6= s2 ◦s1 = v2.Gruppen G har följande grupptabell:

I v1 v2 s1 s2 s3

I I v1 v2 s1 s2 s3

v1 v1 v2 I s3 s1 s2

v2 v2 I v1 s2 s3 s1

s1 s1 s2 s3 I v1 v2

s2 s2 s3 s1 v2 I v1

s3 s3 s1 s2 v1 v2 I(b) Låt X vara en kvadrat i planet oh låt G bestå av alla transformationer av planet sombevarar avståndet oh kvadraten. Denna grupp kallas ofta kvadratgruppen. G består i dettafall av följande 8 transformationer: 4 vridningar 0◦, 90◦, 180◦, 270◦ kring kvadratens mittpunktoh 4 speglingar i linjerna s1, s2, s3 oh s4. Man kan beskriva dessa avbildningar med hjälp avföljande permutationer av kvadratens hörn 1,2,3,4:
I = (1), v1 = (1, 2, 3, 4), v2 = (1, 3)(2, 4), v3 = (1, 4, 3, 2)



40 TRANSFORMATIONSGRUPPER(de fyra vridningarna) oh
s1 = (1, 2)(3, 4), s2 = (1, 4)(2, 3), s3 = (2, 4), s4 = (1, 3)(de fyra speglingarna).
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Dessa 8 permutationer bildar en grupp därför att sammansättningen av två transformationeri G ger en transformation i G. Allt detta är relativt enkelt att se direkt men det följer oksåur grupptabellen:
I v1 v2 v3 s1 s2 s3 s4

I I v1 v2 v3 s1 s2 s3 s4

v1 v1 v2 v3 I s4 s3 s1 s2

v2 v2 v3 I v1 s2 s1 s4 s3

v3 v3 I v1 v2 s3 s4 s2 s1

s1 s1 s3 s2 s4 I v2 v1 v3

s2 s2 s4 s1 s3 v2 I v3 v1

s3 s3 s2 s1 s3 v3 v1 I v2

s4 s4 s1 s3 s2 v1 v3 v2 I() Helt allmänt kan man betrakta en godtyklig �gur X i planet eller i rymden. Mängden Gav alla transformationer som bevarar avståndet oh �guren X är en grupp med avseende påsammansättningen av transformationerna. Denna grupp kallas ofta symmetrigruppen av
X. Grupper av den typen har en stor betydelse i olika praktiska sammanhang. Bland annatutnyttjas sådana grupper i kristallogra�n där man klassi�erar kristallogra�ska strukturerberoende på deras transformationsgrupper (dvs alla transformationer i rymden som bevararavstånden oh strukturen � man förutsätter då att kristallen fyller ut hela rymden). �(6.8) Anmärkning. Från kursen i linjär algebra känner vi ortogonala avbildningar i Eukli-diska rum. Om Rn betraktas med det vanliga avståndsbegreppet, dvs
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d(x,y) =

√
(x1 − y1)2 + · · · + (xn − yn)2för två vektorer x,y ∈ Rn), så säger man att en linjär avbildning f : Rn → Rn är ortogonal(eller isometrisk) om f bevarar avståndet dvs d(f(x), f(y)) = d(x,y). Då är f(x) = Ax, där

A är en ortogonal matris dvs A−1 = At, där At är den transponerade matrisen till A. Mankontrollerar myket lätt (se övn. 6.6) att alla ortogonala transformationer bildar en grupp. DenEuklidiska geometrin i Rn är en studie av alla egenskaper hos Rn som bevaras vid ortogonalatransformationer (exempel på sådana egenskaper är avstånden, vinklarna, volymerna osv).Man kan betrakta andra grupper av linjära avbildningar t ex alla ike-singulära avbildningardvs alla f som ovan där A är en godtyklig matris med nollskild determinant dvs A ∈ GLn(R).En studie av alla egenskaper som bevaras vid dessa transformationer är uppgiften för den a�-na geometrin i Rn. År 1872 formulerade den store tyske matematikern Felix Klein en allmänstrategi för studier av olika rum. Hans "Erlangenprogrammetde�nierar begreppet geometri iett rum (t ex i Rn) som alla de egenskaper i rummet som bevaras under verkan av en grupp.Kleins idéer hade stor betydelse för utveklingen inom både matematiken oh fysiken. Så små-ningom ledde dessa ideer till relativitetsteorin som beskriver olika egenskaper hos vektorer iR4 som bevars under verkan av Lorentzgruppen oh dess delgrupper (se övning 6.6(b)). Detär myket intressant att Felix Klein �k många av sina idéer under en vistelse i Paris hosC. Jordan då denne studerade Galois arbeten. Tak vare Jordan blev Galois idéer kända förden bredda matematiska allmänheten. Även den store norske matematikern Sophus Lie vista-des hos Jordan samtidigt med Klein. S. Lie tillämpade gruppteorin på problem i matematiskanalys bl a assoierade han grupper med di�erentialekvationer. Teorin för Liegrupper, somsamtidigt är grupper oh analytiska mångfalder, har myket stor betydelse både inom mate-matiken oh inom fysiken. T ex har grupperna O(n), SO(n), U(n), SU(n) den karaktären (sevidare övningar 6.6 oh 6.7). �ÖVNINGAR6.1. Låt f : X → Y oh g : Y → X. Visa att om g ◦ f = iX så är f injektiv oh g surjektiv.6.2. Låt f : X → X där X är en ändlig mängd. Visa att om f är injektiv eller surjektiv såär den bijektiv.6.3. Låt G vara mängden av funktionerna
f1(x) = x, f2(x) = −x, f3(x) =

1

x
, f4(x) = −1

x
, x ∈ R∗.Visa att G är en grupp m.a.p. sammansättning. Skriv ut grupptabellen.6.4. Skriv ut grupptabeller för följande grupper:(a) symmetrigruppen av en rektangel som inte är en kvadrat,(b) symmetrigruppen av bokstaven H.Anmärkning: Gruppen i (a) kallas ofta Kleins fyra(gruppen) oh beteknas med

V4.



42 TRANSFORMATIONSGRUPPER6.5. Försök beskriva geometriskt alla 24 element i symmetrigruppen av en regelbunden tet-raeder.6.6. Visa att följande (n× n)-reella matriser (= linjära avbildningar av Rn) bildar en gruppmed avseende på matrismultiplikation (= sammansättning):(a) alla ortogonala matriser (dvs alla (n × n)-matriser A sådana att AtA = E),(b) alla (4 × 4)-matriser A sådana att AtMA = M , där
M =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1


Anmärkning: Villkoret AtMA = M , där M är en godtyklig symmetrisk matris bety-der att A bevarar den kvadratiska form som har matrisen M (visas enkelt i kursen Linjäralgebra). I (a) handlar det om formen X2

1 + X2
2 + X2

3 oh villkoret AtA = E betyder attom man tar en vektor xt = (x1, x2, x3) så är (Ax)tAx = xtx dvs vektorns längd bevarasdå den transformeras med hjälp av A (den kvadratiska formen har samma värde för både
x oh Ax). I (b) är M matrisen för X2

1 +X2
2 +X2

3−T 2 oh villkoret AtMA = M säger attdenna kvadratiska form har samma värde för både x oh Ax dvs (Ax)tMAx = xtMx.Gruppen i (b) kallas Lorentzgruppen oh spelar en myket viktig roll i relativitetsteo-rin). Gruppen i (a) kallas den ortogonala gruppen oh beteknas ofta med O(n). Dendelgrupp till O(n) som består av alla matriser med determinanten lika med 1 kallas denspeiella ortogonala gruppen oh beteknas med SO(n). Lorentzgruppen beteknasofta O(3, 1).6.7. (a) Visa att alla unimodulära (n × n)-matriser A dvs alla (n × n)-matriser med kom-plexa element oh sådana att A−1 = A
t (A beteknar matrisen som man får genom attkonjugera alla element i A) bildar en grupp U(n).(b) Visa att alla speiella unimodulära (n × n)-matriser dvs alla matriser A i (a)sådana att detA = 1 bildar en delgrupp till U(n). Denna delgrupp beteknas med

SU(n).() Visa att varje matris i SU(2) kan skrivas på formen
[

z1 z2

−z2 z1

]där z1 oh z2 är komplexa tal sådana att |z1|2 + |z2|2 = 1.6.8. Skriv ut de givna permutionerna som produkt av disjunkta ykler:(a) (123456789
214359678 ), (b) (1234567

3542176 ).6.9. (a) Låt a = (p1, p2, . . . pk) vara en ykel i Sn. Visa att ordningen av a i denna grupp ärlika med dess längd dvs o(a) = k.(b) Visa att om en permutation är en produkt av disjunkta ykler så är dess ordninglika med MGM av längderna av dessa ykler.



ÖVNINGAR 43(Exempel: Låt f = (1, 2, 3)(4, 5, 7, 6)(8, 9) ∈ S9. Då är o(f) = 3 · 4 = 12)() Ge exempel på en abelsk grupp G oh a, b ∈ G sådana att o(ab) 6= MGM(o(a), o(b)).6.10. Bevisa Proposition (6.3).
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Kapitel 7
SIDOKLASSER OCH LAGRANGESSATS
Lagranges sats, som visades i gruppteorins begynnelse, säger att ordningen av en delgrupp tillen ändlig grupp är en delare till gruppens ordning. I grunden för ett myket enkelt bevis avsatsen ligger en uppdelning av gruppens element i parvis disjunkta delmängder � sidoklassertill delgruppen. Sidoklasserna spelar en myket viktig roll i hela gruppteorin.(7.1) De�nition. Mängden Hg av alla produkter hg, där g är ett �xt element av G oh här ett godtykligt element av H kallar man för en högersidoklass till H i G. Alltså är

Hg = {hg : h ∈ H} (additivt : H + g = {h + g : h ∈ H}).Man säger att g är en representant för Hg. �(7.2) Exempel. Låt G = Z (heltalen med addition) oh låt H =< 5 > dvs H = {0,±5,
±10, . . .} = {5k, k = 0,±1,±2, . . .}. Här är

H + 1 = {5k + 1, k = 0,±1,±2, . . .}mängden av alla heltal som lämnar resten 1 vid division med 5. På liknande sätt är H + 2 =
{5k + 2; k = 0,±1,±2, . . .} mängden av alla heltal som lämnar resten 2 vid division med5. Sidoklasserna H + 0 = H, H + 1, H + 2, H + 3 oh H + 4 är olika oh består av allaheltal som är delbara med 5 (H + 0 = H), lämnar vid division med 5 resten 1 (H + 1),2 (H + 2), 3 (H + 3) oh 4 (H + 4). Dessa 5 mängder täker hela mängden Z eftersomvarje heltal lämnar (exakt) en av dessa 5 rester vid division med 5. Finns det några andrasidoklasser? H + 5 = {5k + 5, k = 0,±1,±2, . . .} = {5(k + 1), k = 0,±1,±2, . . .} = H. Vidareär H + 6 = {5k + 6, k = 0,±1,±2, . . .} = {5(k + 1) + 1, k = 0,±1,±2, . . .} = H + 1 osv. Det�nns faktiskt inte några andra sidoklasser. Detta är inte en tillfällighet utan en konsekvens avnågra enkla egenskaper hos sidoklasserna. Nu skall vi diskutera dessa egenskaper oh därefteråterkomma till exempel. �45



46 SIDOKLASSER OCH LAGRANGES SATS(7.3) Proposition. (a) g ∈ Hgdvs. varje element g ∈ G tillhör en högersidoklass till H.(b) g ∈ Hg1 ∩ Hg2 ⇒ Hg1 = Hg2dvs två högersidoklasser som har ett gemensamt element är identiska, eller med andra ord, tvåolika högersidoklasser saknar gemensamma element.() g′ ∈ Hg ⇔ Hg′ = Hgdvs varje element i en högersidoklass kan väljas som dess representant.(d) g′ ∈ Hg ⇔ g′g−1 ∈ H (additivt: g′ ∈ H + g ⇔ g′ − g ∈ H).Bevis. (a) g = eg ∈ Hg ty e ∈ H.(b) Enligt förutsättningen är g = h1g1 = h2g2 där h1, h2 ∈ H. Vi har x ∈ Hg1 ⇒ x = hg1, h ∈
H ⇒ x = h(h−1

1 h2g2) = (hh−1
1 h2)g2 ⇒ x ∈ Hg2 ty hh−1

1 h2 ∈ H. Detta visar att Hg1 ⊆ Hg2.På samma sätt får vi Hg2 ⊆ Hg1. Alltså är Hg1 = Hg2.() g′ ∈ Hg ⇒ g′ ∈ Hg′ ∩ Hg (ty g′ ∈ Hg′) ⇒ Hg′ = Hg enligt (b).(d) g′ ∈ Hg ⇔ g′ = hg för något h ∈ H ⇔ g′g−1 = h ∈ H. �(7.4) Anmärkning. Egenskaperna (a) oh (b) säger att högersidoklasserna Hg ger en par-tition av G dvs en uppdelning av alla element i G i parvis disjunkta delmängder (se (2.4) ()).Detta betyder att högersidoklasserna de�nierar en ekvivalensrelation på G (se de�nitionenav ekvivalensrelationer (2.3)). Två gruppelement x, y ∈ G är relaterade till varandra om detillhör samma högersidoklass, vilket betyder att x ∼ y då oh endast då det �nns z ∈ G så att
x, y ∈ Hz. Enligt (b) ovan betyder det att Hx = Hy dvs xy−1 ∈ H enligt (d) (Hx = Hy ger
x ∈ Hy så att xy−1 ∈ H enligt (d)). Vi skall titta på några ytterligare exempel på partitionerav grupper med hjälp av högersidoklasser. I praktiska sammanhang när man vill beskriva allaelement hörande till en högersidoklass Hg utnyttjar man egenskapen (d). �(7.5) Exempel. (a) Vi fortsätter exempel (7.2). Vi har n′ ∈< 5 > +n då oh endast då
n′ − n ∈< 5 > enligt (7.3) (d), dvs 5|n′ − n. Man kan okså uttryka det som att

n′ ∈< 5 > +n ⇔ [n′]5 = [n]5.Detta betyder att sidoklassen < 5 > +n består av alla tal som lämnar resten [n]5 vid divisionmed 5. Men [n]5 = 0, 1, 2, 3, 4 så att sidoklasserna är < 5 > +0 =< 5 >,< 5 > +1, < 5 >
+2, < 5 > +3, < 5 > +4.
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<5> + 1<5> + 2

<5> + 3 <5> + 4

<5> + 0

fig. 1(b) Låt G = R∗ vara gruppen av de reella talen 6= 0 oh låt H = R∗
>0 bestå av positiva reellatal. Då r ∈ Hr ⇔ r′r−1 ∈ H = R∗

>0 enligt (7.3) (d) dvs r′

r > 0. Alltså tillhör r′ sidoklassen
Hr då oh endast då r′ har samma teken som r. Men r kan ha två teken � plus eller minus.Alltså får vi två sidoklasser � den ena är H = R∗

>0 med +1 som en representant, den andra
H · (−1) = −R∗

>0 med −1 som en representant.() Låt G = R2 vara gruppen av alla vektorer i planet med avseende på addition av vektorer.Låt H vara den delgrupp till G som består av alla vektorer på x-axeln (�g. 2). Om v är envektor så består sidoklassen H + v av alla vektorer som man får genom att addera v till allavektorer på x-axeln. Då får man alla vektorer som slutar på den linje som är parallell med
x-axeln oh som går genom ändpunkten av v. Olika sådana linjer svarar mot olika sidoklasser.Allmänt är v′ ∈ H + v ⇔ v′ − v ∈ H dvs v′ − v är parallell med x-axeln, eller med andraord, ändpunkten av v′ ligger på den linje som går genom ändpunkten av v oh är parallellmed x-axeln. �(7.6) Anmärkning. Man kan naturligtvis de�niera vänstersidoklasser

gH = {gh : h ∈ H}.Om gruppen är abelsk har vi gH = Hg. Då använder vi oftast termen �sidoklass� i ställetför �vänstersidoklass� eller �högersidoklass�. Alla egenskaper hos högersidoklasser i (7.3) visasanalogt för vänstersidoklasser. När gruppen inte är abelsk kan det �nnas en distinktion mellanvänster� oh högersidoklasser. �Betrakta nu ett exempel.
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H

H + v

v v’

fig. 2

(7.7) Exempel. Låt G vara symmetrigruppen av en liksidig triangel (se exempel (6.7) (a)).Låt H = {I, s1}, där s1 = (2, 3). Här har vi följande vänster- oh höger- sidoklasser:
IH = s1H = {I, s1}, HI = Hs1 = {I, s1},

v1H = s3H = {v1, s3}, Hv1 = Hs2 = {v1, s2},
v2H = s2H = {v2, s2}, Hv2 = Hs3 = {v2, s3}.Vi ser att t ex s2H 6= Hs2. �Antalet sidoklasser till H i G är nära relaterat till ordningarna av H oh G. Vi har redansett att antalet element i varje sidoklass är lika med antalet element i H. Detta är ingentillfällighet:(7.8) Proposition. Låt H vara en ändlig grupp. Då är |Hg| = |H| för g ∈ G.Bevis. Låt H = {h1, h2, . . . , hm}. Då är Hg = {h1g, h2g, . . . , hmg}. Alla produkter hig ärolika ty hig = hjg ger hi = hj (multipliera med g−1 från höger!). �(7.9) Lagranges sats∗. Ordningen av en delgrupp till en ändlig grupp är en delare till grup-pens ordning.

∗Joseph Louis Lagrange 1736 - 1813.



(7.14) 49Bevis. Låt G vara en ändlig grupp oh H en delgrupp till G. Vi vill visa att o(H)|o(G).Vi delar G i högersidoklasserna till H. Sidoklasserna täker hela gruppen enligt (7.3) (a).Olika sidoklasser saknar gemensamma element enligt (7.3) (b). Antalet element i varje sido-klass är lika med antalet element i H enligt (7.8). Låt i vara antalet högersidoklasser. Då är
o(G) = o(H) · i dvs o(H) är en delare till o(G) oh kvoten o(G)/o(H) är lika med antalethögersidoklasser. �(7.10) Följdsats. Låt G vara en ändlig grupp oh H dess delgrupp. Då är antalet högersido-klasser till H i G lika med antalet vänstersidoklasser till H i G. Bägge är lika med o(G) : o(H).Bevis. Beviset av Lagranges sats visar att antalet högersidoklasser är lika med o(G) : o(H).När man bevisar Lagranges sats med hjälp av vänstersidoklasser i stället för högersidoklasser(som ovan) får man att o(G) : o(H) är lika med antalet vänstersidoklasser. �(7.11) De�nition. Antalet högersidoklasser (eller vänstersidoklasser) till H i G kallar manför index av H i G. Indexet beteknas ofta med [G : H]. �(7.12) Följdsats. Ordningen av ett element i en ändlig grupp är en delare till gruppensordning.Bevis. Om g ∈ G så är ordningen o(g) av g lika med ordningen av den delgrupp som ggenererar (dvs den delgrupp som består av alla potenser av g). Enligt Lagranges sats är alltså
o(g) en delare till o(G). �(7.13) Följdsats. Om o(G) = N oh g ∈ G så är gN = e.Bevis. Om o(g) = n så är n|N enligt (7.12). Låt N = n · i. Då är gN = (gn)i = e ty gn = ese ((4.12)). �(7.14) Exempel. Med hjälp av Lagranges sats skall vi beskriva alla delgrupper till kvadrat-gruppen. G = {I, v1, v2, v3, s1, s2, s3, s4} oh grupptabellen �nns på sid. 40. Vi har o(v1) =
o(v3) = 4, o(v2) = 2, o(s1) = o(s2) = o(s3) = o(s4) = 2. Om H är en delgrupp till G, så är
o(H) = 1, 2, 4 eller 8. Det är klart att o(H) = 1 ger H = {I} oh o(H) = 8 ger H = G � detvå triviala delgrupperna. Om o(H) = 2, så måste H = {I, g}, där g har ordningen 2. Vi vetatt det �nns 5 sådana g: g = v2 eller s1 eller s2 eller s3 eller s4. Alltså har vi fem delgrupperav ordningen 2: {I, v2}, {I, s1}, {I, s2}, {I, s3}, {I, s4}.Nu antar vi att o(H) = 4. Det �nns säkert en delgrupp � H1 = {I, v1, v2, v3}. Den består avalla vridningar av kvadraten. Låt H vara en delgrupp som innehåller minst en symmetri. Hkan inte innehålla v1 eller v3 eftersom deras potenser ger alla vridningar (4 styken). Dettainnebär att H måste innehålla två symmetrier. Om H innehåller s1, så måste den andra vara



50 SIDOKLASSER OCH LAGRANGES SATS
s2, ty s1s2 = v2, däremot är s1s3 = v1 oh s1s4 = v3 inte tillåtna. Om H innehåller s3, såmåste den andra vara s4, ty s3s4 = v2, däremot s3s1 = v3 oh s3s2 = v1. Vi får två möjligadelgrupper av ordningen 4: H2 = {I, v2, s1, s2} oh H3 = {I, v2, s3, s4}. Det �nns alltså högst3 delgrupper av ordningen 4. Vi vet att H1 är en delgrupp oh vi kontrollerar enkelt att H2 oh
H3 okså är delgrupper. Det är intressant att tolka dessa grupper geometriskt. H1 består avalla vridningar av kvadraten. H2 är symmetrigruppen av en rektangel som inte är en kvadrat(�g. 3 (a)), däremot H3 är symmetrigruppen av en romb som inte är en kvadrat (�g. 3 (b)).

�

s

s2

1

s3 s4

fig. 3 (a)                                                                             fig. 3 (b)ÖVNINGAR7.1. Beskriv alla (höger-)sidoklasser till H i G då(a) G = Z (med addition) oh H =< 3 >,(b) G = C∗ (de komplexa talen med multiplikation) oh H = {z ∈ C∗ : |z| = 1},() G = C∗,H = R∗ (de reella talen 6= 0 med multiplikation),(d) G = C∗,H = R∗
+ (de reella positiva talen),(e) G = GL2(R) ((2 × 2)-reella matriser med determinant 6= 0), H = SL2(R) = {A ∈

G : detA = 1},(f) G = Z18, H =< 3 >.7.2. Låt g ∈ G oh o(g) = n. Visa att om gN = e så är n|N .7.3. Låt G = Z3
2. Skriv ut alla sidoklasser till H = {000, 111} i G.7.4. Beskriv alla delgrupper till följande grupper:(a) symmetrigruppen av en rektangel som inte är en kvadrat,(b) symmetrigruppen av en liksidig triangel,() Z6, (d) Z100, (e) Z2 × Z2, (f) Z2 × Z4.Ledning: I () oh (d) utnyttja övning 4.11 som säger att varje delgrupp till en ykliskgrupp är yklisk.



ÖVNINGAR 517.5. Ge exempel på en delgrupp H till Q∗ (de rationella talen 6= 0 med multiplikation) sådanatt H 6= Q∗ oh index av H i Q∗ är ändligt.7.6. Visa att en oändlig grupp har oändligt många delgrupper.7.7. Visa att en grupp G har exakt två delgrupper (< e > oh G) om oh endast om o(G)är ett primtal.7.8. Med exponenten av en grupp G menas det minsta positiva heltalet m sådant att
gm = e för varje element g ∈ G. Om m inte existerar säger man att gruppens exponentär oändlig.(a) Visa att varje ändlig grupp har en ändlig exponent.(b) Ge exempel på en oändlig grupp med en ändlig exponent.() Beräkna exponenten för: Z2,Z2 × Z2,Zm × Zn.(d) Visa att exponenten av en ändlig abelsk grupp är lika med maximalordningen avgruppens elementLedning: I (d) utnyttja formeln o(ab) = o(a)o(b) då a, b är två element i gruppen varsordningar är relativt prima (se övning 6.9).7.9. Skriv ut alla element i gruppen A4 av alla jämna permutationer av 1,2,3,4. Visa attdenna grupp saknar en delgrupp av ordning 6 (o(A4) = 12).7.10. Visa att en grupp G vars ordning är ett primtal är yklisk.
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Kapitel 8
RINGAR OCH KROPPAR
Grupper är mängder med en operation. Men så viktiga mängder som Z eller Zn har tvånaturliga operationer � addition oh multiplikation. Den situationen är så pass vanlig att det�nns en allmän teori av liknande matematiska objekt. De kallas ringar.(8.1) De�nition. Låt R vara en mängd med två binära operationer � addition �+� ohmultiplikation � ·�. (R,+, ·) kallas ring om(a) (R,+) är en abelsk grupp,(b) a(bc) = (ab)c då a, b, c ∈ R dvs multiplikation är assoiativ,() a(b + c) = ab + ac oh (b + c)a = ba + ca då a, b, c ∈ R dvs multiplikation är distributivm.a.p. addition. �(8.2) Anmärkning. Observera att vi oftast skriver ab i stället för a·b. Det neutrala elementeti gruppen (R,+) brukar beteknas med 0. Vanligen säger man att R är en ring utan att användabetekningen (R,+, ·). �(8.3) Exempel. (a) (Z,+, ·), (Q,+, ·), (R,+, ·), (C, +, ·) är ringar.(b) (Zn,⊕,⊙) är en ring. Den enda egenskap som vi inte visade i Kapitel 5 är distributivitetenav ⊙ m.a.p. ⊕. Den visas lätt med hjälp av (5.1) oh (5.2):

a ⊙ (b ⊕ c) = a ⊙ [b + c]n = [a(b + c)]n = [ab + ac]n =

= [ab]n ⊕ [ac]n = [a]n ⊙ [b]n ⊕ [a]n ⊙ [c]n

= a ⊙ b ⊕ a ⊙ cför a, b, c ∈ Zn. 53



54 RINGAR OCH KROPPAR() Låt R = Mn(R) mängden av alla (n × n)-reella matriser med matrisaddition oh matris-multiplikation. Mn(R) är en ring vilket sammanfattar de viktigaste räknelagarna för matrisa-ritmetik. Dessa räknelagar visas i alla kurser i linjär algebra (oftast utan att använda termenring).(d) Låt R = C(0, 1) vara mängden av alla kontinuerliga funktioner på intervallet (0, 1) medaddition f + g oh multiplikation fg av funktioner dvs
(f + g)(x) = f(x) + g(x) oh (fg)(x) = f(x)g(x)då x ∈ (0, 1). R är en ring. Man kan naturligtvis ersätta intervallet (0, 1) med ett godtykligtintervall. �I en ring (R,+, ·) har man en blandning av två operationer. Men medan man kräver relativtmyket från den ena � (R,+) skall vara en abelsk grupp, ställer man inte så stora kravpå den andra � (R, ·) behöver enbart vara en halvgrupp (dvs en mängd med en assoiativmultiplikation). Ofta betraktar man ringar i vilka (R, ·) uppfyller hårdare restriktioner. Härföljer några sådana villkor:(8.4) De�nition. Låt (R,+, ·) vara en ring.(a) R är kommutativ om ab = ba då a, b ∈ R.(b) R har en etta om det �nns ett neutralt element 1 ∈ R m.a.p. multiplikation dvs 1a =

a1 = a då a ∈ R.() R saknar nolldelare om ab = 0 ger a = 0 eller b = 0 då a, b ∈ R (om ab = 0 där a 6= 0oh b 6= 0 så kallas a oh b nolldelare).(d) R är en kropp om (R r {0}, ·) är en abelsk grupp. �(8.5) Exempel. (a) Alla ringar i exempel (8.3) är kommutativa med undantag av Mn(R)då n ≥ 2.(b) Alla ringar i exempel (8.3) har en etta. Ett exempel på en ring utan etta är ringen av dejämna heltalen med vanlig addition oh multiplikation.() Alla ringar i exempel (8.3) (a) saknar nolldelare. Men det �nns nolldelare i t.ex. Z6 ty
2 ⊙ 3 = 0 (se vidare övning 8.9). Ringen M2(R) ur (8.3) () har nolldelare ty t.ex.

[
0 1
0 0

] [
0 1
0 0

]
=

[
0 0
0 0

]
.(d) (Q,+, ·), (R,+, ·), (C,+, ·) är exempel på kroppar. (Z,+, ·) är inte en kropp ty (Zr {0}, ·)är inte en grupp. �



(8.9) 55Ringarna ur (8.3) (b) är särskilt viktiga:(8.6) Sats. (Zn,⊕,⊙) är en kropp då oh endast då n är ett primtal.Bevis. Om n = p är ett primtal så är Zp r {0} = Z∗
p en grupp m.a.p. ⊙ enligt (5.5) dvs Zpär en kropp. Om n inte är ett primtal dvs n = kl med 1 < k, l < n så är k ⊙ l = 0 i Zn dvsZn r {0} är inte sluten m.a.p. multiplikation. Detta betyder att Zn r {0} inte är en grupp ohföljaktligen (Zn,⊕,⊙) inte är en kropp. �(8.7) De�nition. Man säger att en ring R är ett integritetsområde om R är kommutativ,saknar nolldelare oh har en etta 1 6= 0. �(8.8) Exempel. (a) Varje kropp K är ett integritetsområde ty ab = 0 oh a 6= 0 ger att

a−1(ab) = b = 0, där a, b ∈ K, varför K saknar nolldelare.(b) Zn är ett integritetsområde då oh endast då n är ett primtal. Detta följer ur (8.6). Om
n är ett primtal så är Zn en kropp oh vi kan hänvisa till (a). Om n = kl, 1 < k, l < n så harZn nolldelare ty k ⊙ l = 0 trots att k 6= 0 6= l. �Nu skall vi utvidga vår lista med exempel på ringar med två viktiga ringkonstruktioner:(8.9) Polynomringar. Låt R vara en kommutativ ring med etta. Med ett polynom medkoe�ienter i R menar man ett uttryk

a0 + a1X + . . . + anXn,där ai ∈ R. Mängden av alla polynom med koe�ienter i R är en ring med avseende påaddition:
(a0 + a1X + a2X

2 + . . .) + (b0 + b1X + b2X
2 + . . .) =

= (a0 + b0) + (a1 + b1)X + (a2 + b2)X
2 . . .oh multiplikation:

(a0 + a1X + a2X
2 + . . .)(b0 + b1X + b2X

2 + . . .) =

= a0b0 + (a0b1 + a1b0)X + (a0b2 + a1b1 + a2b0)X
2 + . . .



56 RINGAR OCH KROPPARPolynomringen av alla polynom med koe�ienter i R beteknas med R[X]. Det faktum att
R[X] är en ring med avseende på addition oh multiplikation av polynom kräver naturligtvisen kontroll av alla villkor i de�nitionen (8.1) men vår erfarenhet av vanliga polynom med t.ex.reella koe�ienter (dvs ringen R[X]) borde vara tillräklig för att kunna aeptera att allaformella villkor i ringde�nitionen verkligen gäller.Det �nns dok en aspekt av de�nitionen av R[X] som en läsare krävande en större matematiskstringens kan ifrågasätta. Ett polynom de�nieras som �ett uttryk�. Oh en sådan formuleringkan vara otillfredställande (t.ex. för den som inte ser uttryket). Vill man undvika den, kanman de�niera ett polynom som en oändlig följd:

(a0, a1, a2, . . . , an, . . .)där ai ∈ R oh ai 6= 0 endast för ett ändligt antal i. Man de�nierar addition oh multiplikationav följderna så att:
(a0, a1, . . . , an, . . .) + (b0, b1, . . . , bn, . . .) = (a0 + b0, a1 + b1, . . . , an + bn, . . .)oh

(a0, a1, . . . , an, . . .)(b0, b1, . . . , bn, . . .) = (a0b0, a0b1 + a1b0, . . . , a0bn + a1bn−1 + . . . + anb0, . . .)Nu kan vi de�niera X = (0, 1, 0, . . .). Då är
X2 = (0, 0, 1, 0, 0, . . .),

X3 = (0, 0, 0, 1, 0, . . .),

X4 = (0, 0, 0, 0, 1, . . .),...oh vi har:
(a0, a1, a2, . . . , an, . . .) =

(a0, 0, . . .) + (a1, 0, . . .)X + (a2, 0, . . .)X
2 + . . . + (an, 0, . . .)Xn + . . .Om vi nu kommer överens om att i stället för (a, 0, . . .) skriva a (dvs vi identi�erar a med�konstantpolynom� (a, 0, . . .)) så har vi vårt tidigare uttryk:

(a0, a1, a2, . . . , an, . . .) = a0 + a1X + a2X
2 + . . . + anXn + . . .fast med oändligt många koe�ienter ai (men enbart ett ändligt antal av dessa är 6= 0).Det utan tvivel viktigaste exemplet för olika typer av tillämpningar är ringen Z2[X] av allapolynom med koe�ienter i Z2. Vi diskuterar polynomringarna närmare i Kap. 9.



(8.15) 57(8.10) Produkt av ringar. Låt R1, R2, . . . , Rk vara ringar. Mängden
R1 × R2 × . . . × Rkär en ring med avseende på koordinatvis addition oh multiplikation dvs

(r1, r2, . . . , rk) + (r′1, r
′
2, . . . , r

′
k) = (r1 + r′1, r2 + r′2, . . . , rk + r′k),

(r1, r2, . . . , rk)(r
′
1, r

′
2, . . . , r

′
k) = (r1r

′
1, r2r

′
2, . . . , rkr

′
k).Ringen R1 × R2 × . . . × Rk kallas produkten av ringarna R1, R2, . . . , Rk. Om R1 = R2 =

. . . = Rk = R skriver man oftast Rk.Exempel. R2 är ringen av alla reella talpar med koordinatvis addition oh multiplikation.Z2 är ringen av alla heltaliga talpar med samma operationer. �(8.11) De�nition. Man säger att S är en delring till R om S ⊆ R oh elementen i S bildaren ring med avseende på operationerna i R. �Exempel. (Z,+, ·) ⊂ (Q,+, ·) ⊂ (R,+, ·) ⊂ (C,+, ·). �(8.12) De�nition. Ett element r ∈ R kallar man för en enhet om r har en multiplikativinvers dvs det �nns r′ ∈ R så att rr′ = r′r = 1. Mängden av alla enheter i R beteknas med
R∗. �(8.13) Sats. Alla enheter i en kommutativ ring R med etta bildar en (abelsk) grupp medavseende på multiplikation.Bevis. Om r1, r2 ∈ R∗ så r1r2 ∈ R∗ ty r1r

′
1 = 1 oh r2r

′
2 = 1 ger att (r1r2)(r

′
1r

′
2) = 1.Multiplikation är assoiativ, det neutrala elementet är 1 oh de�nitionsmässigt �nns en inverstill varje r ∈ R. �(8.14) Exempel. (a) Z har enbart två enheter ±1.(b) Om K är en kropp så är alla element a ∈ K, a 6= 0 enheter ty (K r {0}, ·) är en grupp. �(8.15) Sats. Gruppen av alla enheter i Zn är Z∗

n = {k ∈ Zn : SGD(k, n) = 1}.Bevis. Vi vet redan från (5.4) att varje k ∈ Zn sådant att SGD(k, n) = 1 har invers. Antagatt k ∈ Zn har invers k′ ∈ Zn dvs k ⊙ k′ = 1. Alltså är kk′ − 1 = nq för ett heltal q. Den sistalikheten visar att k oh n saknar gemensamma delare 6= 1 dvs SGD(k, n) = 1. �



58 RINGAR OCH KROPPARÖVNINGAR8.1. Vilka av följande talmängder är ringar med avseende på addition oh multiplikation avtal? Vilka är kroppar?(a) 3Z, (d) alla tal a + b
√

2, a, b ∈ Q,(b) Z[i] = {a + bi, a, b ∈ Z}, (e) alla tal a + b 3
√

2, a, b ∈ Q,() Z[
√

d] = {a + b
√

d, a, b, d ∈ Z}, (f) alla tal a
b , a, b ∈ Z, b udda.8.2. Vilka av följande mängder av matriser är ringar med avseende på matrisaddition ohmatrismultiplikation? Vilka är kroppar?(a) [

a 0
0 b

]
, a, b ∈ R, (d) [

a b
−b a

]
, a, b ∈ R,(b) [

a b
0 c

]
, a, b, c ∈ Z, (e) [

a b
−b a

]
, a, b ∈ Z2,() [

a b
c d

]
, a, b, c, d ∈ Z2, (f) [

a b
−b a

]
, a, b ∈ Z3.8.3. Låt R vara en ring oh X en mängd. Visa att alla funktioner f : X → R bildar en ring

F(X,R) under operationerna:
(f + g)(x) = f(x) + g(x) oh (fg)(x) = f(x)g(x) för x ∈ X.Har F(X,R) en etta? Har F(X,R) nolldelare?8.4. Låt F(R,R) vara ringen ur 8.3 (X = R, R = R). Vilka av följande delmängder till

F(R,R) är delringar?(a) {f ∈ F(R,R) : f(x) = f(−x)} (jämna funktioner)(b) {f ∈ F(R,R) : f(−x) = −f(x)} (udda funktioner)() {f ∈ F(R,R) : f kontinuerlig}(d) {f ∈ F(R,R) : f deriverbar}(e) {f ∈ F(R,R) : f(x0) = 0, x0 ett �xt reellt tal}.8.5. Låt R ⊆ S vara ringar med en gemensam etta oh låt a ∈ S. Visa att varje delringtill S som innehåller R oh a innehåller alla polynomuttryk a0 + a1a + . . . + anan där
ai ∈ R, n ≥ 1. Den ringen beteknas med R[a]. Visa att(a) Z[i] = {a + bi, a, b ∈ Z}, (b) Z[

√
2] = {a + b

√
2, a, b ∈ Z},() Q[i] = {a + bi, a, b ∈ Q}, (d) Z[ 3

√
2] = {a + b 3

√
2 + c 3

√
4, a, b ∈ Z},(e) Z[5] = Z, (f) Z[12 ] = { a

2m , a,m ∈ Z,m ≥ 0}.8.6. Låt K ⊆ L vara kroppar oh låt α ∈ L r K,α2 ∈ K. Visa att K[α] = {a + bα, a, b ∈ K}är en kropp.8.7. Visa att alla matriser [
z1 z2

−z̄2 z̄1

]



ÖVNINGAR 59där z1, z2 ∈ C bildar en ring med avseende på matrisaddition oh matrismultiplikation(en delring till ringen M2(C) av alla 2 × 2 komplexa matriser). Visa att ringen är ike-kommutativ oh att varje element 6= 0 har invers.Anmärkning: En ring med den egenskapen kallas skevkropp eller divisionsring.Ringen i övningen kallas kvaternioner eller mera exakt Hamiltons kvaternioner.Hamilton kom på idéen om kvaternioner år 1843 under en promenad längs Royal Canali Dublin. Till minne av den händelsen �nns idag en tavla vid Hamiltons promenadvägpå Brougham Bridge där man åter�nner huvudregler för kvaternionaritmetiken: i2 =
j2 = k2 = ijk = −1. Med vår de�nition är

1 =

[
1 0
0 1

]
, i =

[
0 −1
1 0

]
, j =

[
i 0
0 −i

]
, k =

[
0 i
i 0

]
, .8.8. Visa att i en godtyklig ring R:(a) 0a = a0 = 0(b) a(−b) = (−a)b = −ab() (−a)(−b) = ab(d) −(−a) = a8.9. Visa att Zn har nolldelare då oh endast då n är sammansatt.8.10. Visa att ett ändligt integritetsområde är en kropp.Ledning. Låt R = {0, a1, a2, . . . , an}, där a1 = 1 oh låt a ∈ R, a 6= 0. Betrakta produk-terna aa1, aa2, . . . , aan oh visa att 1 är bland dem.8.11. Bestäm alla enheter i följande ringar:(a) R[X],(b) Z[i]() Z[

√
−d], d ∈ Z, d > 0.8.12. (a) Låt R1 oh R2 vara två kommutativa ringar med etta. Visa att (R1×R2)

∗ = R∗
1×R∗

2.(b) Låt a oh b vara två relativt prima positiva heltal. Utnyttja (a) oh isomor�smenZab
∼= Za × Zb (se (5.9)) för att bevisa att Eulers funktion är multiplikativ dvs φ(ab) =

φ(a)φ(b) då SGD(a, b) = 1.8.13. En funktion E : Zn → Zn kallasmodulär krypteringsfunktion om E(x) = r⊙x⊕k (viskriver vidare rx + k), där SGD(r, n) = 1. Om r = 1 kallar man E för Caesarkryptot(med t.ex. n = 26). Visa att E är en bijektion oh bestäm inversen D till E.Anmärkning: Med hjälp av en modulär krypteringsfunktion krypteras klartexten
r1r2 . . . rn till E(r1)E(r2) . . . E(rn). Låt Ei : Zn → Zn vara modulära krypterings-funktioner för i = 1, 2, . . . , p. Med ett periodiskt substitutionskrypto menar mankrypteringsfunktionen E : ZN

n → ZN
n sådan att en klartext av längden N :

r1r2 . . . rprp+1rp+2 . . . r2p . . .



60 RINGAR OCH KROPPARkrypteras till
E1(r1)E2(r2) . . . Ep(rp)E1(rp+1)E2(rp+2) . . . Ep(r2p) . . .Ett speialfall av detta krypto är Vigenérekryptot. Då är Ei(x) = x + ki varvid

k1k2 . . . kp ∈ Zp
n svarar mot ett �ord� (t.ex. n = 26, (k1, k2, k3, k4, k5, k6) = (0, 11, 6, 4,1, 17, 0) = �ALGEBRA�). Vernamskryptot är uppbyggt på liknande sätt men i = 1,2, . . . , N dvs (k1, k2, . . . , kn) har samma längd som klartexten dvs r1r2 . . . rn krypterastill E1(r1)E2(r2) . . . EN (rn). Sekvensen (k1, k2, . . . , kN ) är lagrad både hos sändaren ohmottagaren oh är helt slumpmässigt vald.



Kapitel 9
POLYNOMRINGAR
Låt R vara en kommutativ ring med etta. Som vi redan vet från (8.9) är ett polynom medkoe�ienter i R ett uttryk

a0 + a1X + . . . + anXn,där ai ∈ R. Mängden av alla polynom med koe�ienter i R är en ring med avseende påaddition:
(a0 + a1X + a2X

2 + . . .) + (b0 + b1X + b2X
2 + . . .) =

= (a0 + b0) + (a1 + b1)X + (a2 + b2)X
2 + . . .oh multiplikation:

(a0 + a1X + a2X
2 + . . .)(b0 + b1X + b2X

2 + . . .) =

= a0b0 + (a0b1 + a1b0)X + (a0b2 + a1b1 + a2b0)X
2 + . . .Polynomringen av alla polynom med koe�ienter i R beteknas med R[X]. Det faktum att

R[X] är en ring med avseende på addition oh multiplikation av polynom kräver naturligtvisen kontroll av alla villkor, men vår erfarenhet av vanliga polynom med t.ex. reella koe�ienter(dvs ringen R[X]) borde vara tillräklig för att kunna aeptera att alla formella villkor iringde�nitionen verkligen gäller. 61



62 POLYNOMRINGAR(9.1) De�nition. Låt f(X) = a0 + a1X + . . . + anXn ∈ R[X] där R är en kommutativring med etta. Om an 6= 0 så säger man att graden av f(X) är n. Vi antar att graden avnollpolynomet (dvs a0 = a1 = . . . = an = 0) är −1. an kallas högsta koe�ienten av f(X).Polynom av graden 0 kallas konstanta polynom. �(9.2) Divisionsalgoritmen. Låt f(X), g(X) ∈ R[X], där g(X) är ett polynom vars högstakoe�ient är en enhet i R. Då �nns det två entydigt bestämda polynom q(X), r(X) ∈ R[X]sådana att
f(X) = g(X)q(X) + r(X)där grad r(X) < grad g(X).Bevis. Vi bevisar satsen med hjälp av induktion efter graden av f(X). Om graden av f(X)är −1 (dvs f(X) är nollpolynomet) så är f(X) = g(X) · 0 dvs q(X) = 0 oh r(X) = 0.Nu antar vi att satsen gäller för alla polynom f(X) vars grad är < n, där n ≥ 0. Låt

f(X) = anXn + . . .+a0, g(X) = bmXm + . . . + b0 där an 6= 0, oh bm är en enhet. Om n < mså har vi f(X) = g(X) · 0 + f(X) dvs q(X) = 0 oh r(X) = f(X). Antag att n ≥ m. Låt
f1(X) = f(X) − an

bm
g(X)Xn−mDå är grad f1(X) < grad f(X) så att

f1(X) = g(X)q1(X) + r(X), grad r(X) < grad g(X)enligt induktionsantagandet. Men då är
f(X) = f1(X) +

an

bm
g(X)Xn−m = g(X)(q1(X) +

an

bm
Xn−m) + r(X)dvs

f(X) = g(X)q(X) + r(X), grad r(X) < grad g(X)där q(X) = q1(X) + an

bm
Xn−m.Det återstår att visa entydigheten av q oh r. Antag att

f(X) = g(X)q(X) + r(X) = g(X)q1(X) + r1(X)där även grad r1(X) < grad g(X). Då är
(∗) g(X)(q(X) − q1(X)) = r1(X) − r(X)Men grad (r1(X)− r(X)) < grad g(X), medan likheten (∗) säger att om q(X)− q1(X) 6= 0 såär



(9.5) 63grad (r1(X) − r(X)) = grad g(X)(q(X) − q1(X)) ≥ grad g(X)(observera att här utnyttjar vi förutsättningen om högsta koe�ienten av g(X)). Alltså är
q(X) − q1(X) = 0 dvs q(X) = q1(X) oh likheten (∗) ger att r1(X) = r(X). �Exempel. Låt f(X) = 2X3 + 3X2 + X + 1, g(X) = X2 + 2 i Z4[X]. Vi har

2X + 3 = q(X)

X2 + 2 | 2X3 + 3X2 + X + 1

− 2X3

3X2 + X + 1

− 3X2 − 2

X + 3 = r(X)(tänk på det att 2 · 2 = 0 i Z4). �(9.3) De�nition. Man säger att g ∈ R[X] är en delare till f ∈ R[X] om f = gq, där
q ∈ R[X]. Man skriver då g|f . �Från oh med nu förutsätter vi att R = K är en kropp.(9.4) De�nition. Om f, g ∈ K[X] säger man att d ∈ K[X] är en största gemensammadelare till f oh g (SGD(f, g)) om(a) d|f oh d|g,(b) d′|f oh d′|g, där d′ ∈ K[X] implierar att d′|d.Om f = g = 0 de�nierar man SGD(0, 0) = 0. �Genom att utnyttja divisionsalgoritmen kan man beräkna SGD(f, g) för godtykliga polynom
f, g ∈ K[X] med hjälp av Euklides algoritm (preis som för heltalen).(9.5) Anmärkning. SGD(f, g) är inte entydig. Om f 6= 0 eller g 6= 0 oh d1, d2 är tvåpolynom som uppfyller villkoren i (9.4) så är d1|d2 oh d2|d1. Alltså är d2 = d1q, där q hargrad 0 ty d1 oh d2 har samma grad (grad d1 ≥ grad d2 oh grad d2 ≥ grad d1). Detta betyderatt d1 oh d2 är lika så när som på en konstant. Genom ett lämpligt val av den konstantenkan vi välja en största gemensamma delare med högsta koe�ienten 1. Man kallar en sådanden största gemensamma delaren. Två polynom vars största gemensamma delare är1 kallas relativt prima. �



64 POLYNOMRINGARFöljande sats visas preis på samma sätt som motsvarande sats för heltalen, men absolutbeloppför heltal måste ersättas med grad för polynom (se (1.5)):(9.6) Sats. Om d = SGD(f, g), där f, g ∈ K[X] så existerar s, t ∈ K[X] så att
d = fs + gtMed hjälp av (9.6) visar man som för heltalen följande egenskap:(9.7) Sats. Om f |h, g|h oh SGD(f, g) = 1, där f, g, h ∈ K[X] så fg|h.Bevis. Låt h = fqf , h = gqg oh 1 = fs + gt. Då är h = hfs + hgt = fgqgs + fgqf t =

fg(qgs + qf t) dvs fg|h. �(9.8) De�nition. Man säger att a ∈ K är ett nollställe till f ∈ K[X] om f(a) = 0. �(9.9) Faktorsatsen. (a) Resten vid division av f ∈ K[X] med X − a, a ∈ K, är lika med
f(a);(b) a ∈ K är ett nollställe till f ∈ K[X] då oh endast då X − a|f(X).Bevis. (a) Enligt divisionsalgoritmen är

f(X) = (X − a)q(X) + r,där grad r < 1 dvs r är en konstant. Alltså är f(a) = r.(b) f(a) = 0 ⇔ r = f(a) = 0. �(9.10) De�nition. Man säger att a ∈ K är ett nollställe av multipliitet m till f ∈ K[X]om (X − a)m|f(X) oh (x − a)m+1 ∤ f(X). �(9.11) Sats. Summan av multipliiteterna av alla nollställen till f ∈ K[X] är högst lika medgrad f .Bevis. Låt a1, . . . , ar vara nollställen till f oh låt m1, . . . ,mr vara deras respektive multi-pliiteter. Detta betyder att
(X − a1)

m1 |f(X), . . . , (X − ar)
mr |f(X).Men polynomen (X − ai)

mi är parvis relativt prima så att
(X − a1)

m1 . . . (X − ar)
mr |f(X)dvs grad f ≥ m1 + . . . + mr. �



(9.15) 65(9.12) Derivatan av ett polynom. Låt f(X) = a0 +a1X + . . .+anXn ∈ K[X]. Derivatanav f(X) de�nieras helt formellt som
f ′(X) = a1 + 2a2X + . . . + nanXn−1.De vanliga deriveringsreglerna
(f + g)′ = f ′ + g′, (fg)′ = f ′g + fg′visas genom en direkt kontroll (se övning 9.7).(9.13) Sats. a ∈ K är ett multipelt nollställe till f ∈ K[X] (dvs a har multipliitet > 1) dåoh endast då f(a) = f ′(a) = 0.Bevis. �⇒� Låt f(X) = (X − a)2q(X) (multipliiteten av a är minst 2). Då är f ′(X) =

2(X − a)q(X) + (X − a)2q′(X) så att f(a) = f ′(a) = 0.�⇐� Antag att f(a) = f ′(a) = 0 oh att multipliiteten av a är 1 dvs f(X) = (X − a)q(X)oh q(a) 6= 0. Då är f ′(X) = q(X)+ (X −a)q′(X) så att f ′(a) = q(a) 6= 0 � en motsägelse. �Mot primtalen i Z svarar irreduibla polynom i K[X].(9.14) De�nition. Man säger att ett polynom f ∈ K[X] är reduibelt om f = gh, där
g, h ∈ K[X] oh grad g < grad f samt grad h < grad f . Ett ike-konstant polynom som inteär reduibelt kallas irreduibelt. �(9.15) Exempel. (a) Varje polynom av grad 1 är irreduibelt.(b) Ett polynom f ∈ K[X] av grad 2 eller 3 är reduibelt i K[X] då oh endast då f harett nollställe i K dvs det �nns x0 ∈ K så att f(x0) = 0. I själva verket, om f(x0) = 0 så är
f(X) = (X−x0)f1(X) där f1(X) ∈ K[X] oh grad f1(X) ≥ 1 dvs f(X) är reduibelt. Omväntom f(X) = g(X)h(X) är en faktoruppdelning av f(X) i två ike-konstanta faktorer så måstenågon av dessa ha grad 1. Låt g(X) = b0 + b1X ∈ K[X]. Då är x0 = −b0/b1 ett nollställe till
f(X). Till exempel är f(X) = X2 + 1 ∈ Q[X] irreduibelt i Q[X] ty det saknar nollställen iQ[X] (±i /∈ Q). Det är irreduibelt även i R[X], men i C[X] är X2 + 1 = (X + i)(X − i) såatt X2 + 1 är reduibelt i den sistnämda polynomringen.() f(X) = X2+X+1 är irreduibelt i Z2[X] ty f(0) = 02+0+1 = 1 oh f(1) = 12+1+1 = 1så att polynomet saknar nollställen i Z2. Vi har att X2 + 1 = (X + 1)2 i Z2[X], så att X2 + 1är reduibelt i Z2[X].(d) Polynomet f(X) = X4 + 4 saknar rationella (även reella) nollställen. Men man får intepåstå att f är irreduibelt i Q[X]. Detta är ett polynom av grad 4 så att (b) inte är användbarhär! I själva verket har vi



66 POLYNOMRINGAR
X4 + 4 = X4 + 4X2 + 4 − 4X2 = (X2 + 2)2 − (2X)2 = (X2 + 2X + 2)(X2 − 2X + 2)dvs X4 + 4 är reduibelt i Q[X]. �(9.16) Sats. Om p ∈ K[X] är irreduibelt oh p|fg, där f, g ∈ K[X] så p|f eller p|g.Bevis. Satsen visas på samma sätt som för heltal (se (1.7)). �(9.17) Sats. Varje polynom av grad ≥ 1 i K[X] är en produkt av irreduibla polynom. Om

f = p1 . . . pk = p′1 . . . p′l,där pi oh p′i är irreduibla polynom så är k = l oh vid en lämplig numrering p′i = cipi, där
ci ∈ K.Bevis. Satsen bevisas på exakt samma sätt som motsvarande sats om primfaktoruppdelningav heltalen dvs aritmetikens fundamentalsats. �Vi avslutar med några fakta om irreduibla polynom i olika polynomringar:(9.18) Exempel. (a) Ringen C[X]. Irreduibla polynom är endast alla polynom av grad 1.Detta är innehållet i �(polynom)algebrans fundamentalsats�. Om f(X) ∈ C[X] så är f(X) =
c(X − z1) . . . (X − zn) där n är polynomets grad oh zi ∈ C. Satsen visas enklast med hjälpav analytiska funktioner. Den visades för första gången av C. F. Gauss 1799.(b) Ringen R[X]. Irreduibla är alla polynom av grad 1 oh alla polynom c(X2+pX+q) med
∆ = p2 − 4q < 0 oh c 6= 0. Detta följer lätt ur (a) oh visades i tidigare kurser (nykeln tillbeviset är det faktum att om f(X) har reella koe�ienter oh f(z) = 0 så är även f(z̄) = 0,där z̄ är det konjugerade talet till z.).() Ringen Q[X]. Här �nns irreduibla polynom av godtykliga grader. T.ex. är Xn − 2irreduiblet för varje n ≥ 1. (se övning 9.5).(d) Ringen Z2[X]. Här �nns det okså irreduibla polynom av godtykliga grader (vi bevisarinte detta påstående). Antalet polynom av en �xerad grad är ändligt (2n+1 polynom av grad
n � räkna!). Man kan tabellera irreduibla polynom (det �nns myket omfattande tabellermed tanke på tillämpningarna). Här följer en kort lista över irreduibla polynom av grad ≤ 5.



ÖVNINGAR 67grad 1: X, X + 1grad 2: X2 + X + 1grad 3: X3 + X + 1, X3 + X2 + 1grad 4: X4 + X + 1, X4 + X3 + 1, X4 + X3 + X2 + X + 1grad 5: X5 + X2 + 1, X5 + X3 + 1, X5 + X3 + X2 + X + 1,
X5 + X4 + X2 + X + 1, X5 + X4 + X3 + X + 1, X5 + X4 + X3 + X2 + 1Som exempel visar vi att p(X) = X4 +X +1 är irreduibelt. p(X) saknar förstagradsfaktorerty p(0) = 1 oh p(1) = 1 dvs p(X) saknar nollställen i Z2. Antag i så fall att p(X) har enfaktoruppdelning p(X) = p1(X)p2(X) i en produkt av två irreduibla andragradsfaktorer. Dåär p1(X) = p2(X) = X2 + X + 1 ty det �nns enbart ett irreduibelt polynom av grad 2. Men

(X2 +X +1)2 = X4 +X2 +1 6= X4 +X +1 så att p(X) måste vara irreduibelt (p(X) kundeha varit en produkt av p1 oh p2 med graderna 1, 3 eller 2, 2). �ÖVNINGAR9.1. Bestäm kvoten oh resten vid division av f(X) med g(X):(a) f(X) = X3 + X2 + 1, g(X) = X2 + X + 1 i Z2[X];(b) f(X) = 3X4 + 2X2 + 4, g(X) = 2X2 + 4X i Z5[X].9.2. Bestäm SGD(f(X), g(X)) då(a) f(X) = X4 + 1, g(X) = X2 + 1 i Z2[X];(b) f(X) = X9 + 1, g(X) = X6 + 1 i Z2[X];() f(X) = X4 + 2X3 + X2 + 4X + 2, g(X) = X2 + 3X + 1 i Z5[X].Bestäm s, t sådana att SGD(f, g) = fs + gt.9.3. Faktorisera följande polynom i produkt av irreduibla:(a) X4 + 4 i Q[X], (e) X3 − 2 i Q[X],(b) X4 + 1 i R[X], (f) X3 + X + 1 i R[X],() X7 − 1 i Z2[X], (g) X2 + 1 i Z3[X],(d) X4 + 2 i Z5[X], (h) X4 + X + 2 i Z3[X].9.4. Visa att om p ∈ K[X] är irreduibelt oh p|fg så p|f eller p|g.Ledning: Bevis som för heltal.9.5. Låt f(X) = a0 + a1X + . . . + anXn ∈ Z[X] oh låt p vara ett primtal sådant att
p|a0, p|a1, . . . , p|an−1, p ∤ an oh p2 ∤ a0. Visa att f(X) är irreduiblet i Z[X].Ledning: Påståendet kallas Eisensteins kriterium. Antag att f(X) = g(X)h(X) iZ[X] där grad g(X) = k < n oh gradh(X) = l < n, g(X), h(X) ∈ Z[X] oh se vad somhänder med f(X), g(X), h(X) vid homomor�smen θ : Z[X] → Zp[X]. I själva verket är



68 POLYNOMRINGAR
f(X) okså irreduibelt i Q[X]. Om ett polynom med heltaliga koe�ienter inte kanfaktoriseras i produkt av två polynom av lägre grader i Z[X] så kan det inte hellerfaktoriseras på detta sätt i Q[X]. Detta påstående kallas Gauss lemma oh dess bevisär inte svårt.9.6. De�niera −∞ + n = −∞ oh max(−∞, n) = n. Visa attgrad(f(X) + g(X)) = max(gradf(X), grad g(X))oh grad(f(X)g(X)) ≤ grad f(X) + grad g(X)varvid likheten gäller om anbm 6= 0 där f(X) = a0 + . . . + anXn oh g(X) = b0 + . . . +
bmXm är polynom ur R[X].9.7. Visa att (fg)′ = f ′g + fg′ då f, g ∈ K[X].Ledning: Utnyttja den självklara formeln för (f + g)′ oh börja beviset med f =
aXm, g = bXn.



Kapitel 10
KROPPSUTVIDGNINGAR
Låt K vara en kropp oh p0(X) ∈ K[X]. Polynomet p0(X) behöver inte ha något nollställe i
K, men det visar sig att det alltid �nns en kropp L ⊇ K sådan att p0(X) har ett nollställei L. Det är till oh med möjligt att konstruera en kropp L ⊇ K så att p0(X) är en produktav förstagradsfaktorer med koe�ienter i L. Vi visar i detta kapitel hur en sådan kropp L (enkroppsutvidgning av K) kan konstrueras då K oh p0(X) ∈ K[X] är givna. Först de�nierarvi kvotringen K[X]/(p0(X)) som kommer att ha en stor betydelse i detta oh i efterföljandekapitel.(10.1) Kvotringen K[X]/(p0(X)). Låt p0(X) = anXn +an−1X

n−1 + · · ·+a1X +a0 vara ettgodtykligt ike-konstant polynom med koe�ienter i K. Låt p(X) ∈ K[X]. Vi skall beteknamed [p(X)]p0 resten vid division av p(X) med p0(X). Observera att
[p(X)]p0 = r0 + r1X + · · · + rn−1X

n−1där ri ∈ K, därför att polynomet p0 har graden n. Vi vill de�niera addition oh multiplikationav resterna preis som vi gjorde det för addition oh multiplikation av rester vid division medett �xt heltal:
[p1(X)]p0 + [p2(X)]p0 = [p1(X) + p2(X)]p0oh

[p1(X)]p0 [p2(X)]p0 = [p1(X)p2(X)]p0 .Man kontrollerar utan svårigheter att resterna vid division med p0 bildar en ring med avseendepå dessa operationer. Man gör det på samma sätt som för addition oh multiplikation av restervid division med heltal i avsnittet om restgrupper.69



70 KROPPSUTVIDGNINGARObservera att addition av resterna sammanfaller med vanlig addition därför att summan avtvå rester är okså en rest (har graden < n), medan produkten av två rester kan ha graden
> n. Då måste man räkna ut resten av denna produkt vid division med p0. Vi ger exempelsnart, men låt oss först notera att konstanta polynom adderas oh multiplieras preis somelementen i K:

[a] + [b] = [a + b] oh [a][b] = [ab].då a, b ∈ K. För att undvika missförstånd, då vi arbetar med rester oh ej polynom, låt ossbetekna [X] = α. Vi kommer att utelämna p0 i [p(X)]p0 då detta är klart från texten. Ienlighet med våra additions- oh multiplikationsregler har vi då:
[r0 + r1X + · · ·+ rn−1X

n−1] = [r0] + [r1][X] + · · ·+ [rn−1][X]n−1 = r0 + r1α + · · ·+ rn−1α
n−1.Dessutom har man:

0 = [p0(X)]p0 = [anXn + an−1X
n−1 + · · · + a1X + a0] = anαn + an−1α

n−1 + · · · + a1α + a0.Låt oss sammanfatta våra observationer:(10.2) Sats. Låt p0(X) = a0 + a1X + . . . + anXn, an 6= 0. Varje element i kvotringen
K[X]/(p0(X)) kan entydigt skrivas på formen r0 + r1α + . . . + rn−1α

n−1, där r(X) = r0 +
r1X + . . . + rn−1X

n−1 ∈ K[X] oh α = [X] uppfyller ekvationen a0 + a1α + . . . + anαn = 0.Ringen K[X]/(p0(X)) innehåller kroppen K oh kommer att beteknas med K[α].(10.3) Anmärkning. Satsen säger att K[α] är ett vektorrum över K med en bas 1, α, α2,. . . , αn−1. �(10.4) Exempel. (a) Låt p0(X) = 1 + X + X2 ∈ Z2[X]. Bå består Z2[X]/(p0(X)) avresterna [a + bX], a, b ∈ Z2 dvs [0], [1], [X], [1 + X]. Låt [X] = α. Då kan vi skriva ut resternasom: 0, 1, α, 1+α. Vi har [p0(X)]p0 = [1+X +X2]p0 = 0 så att 1+α+α2 = 0 dvs α2 = α+1.Additions- oh multiplikationstabellerna ser ut så här:
+ 0 1 α 1 + α

0 0 1 α 1 + α
1 1 0 1 + α α
α α 1 + α 0 1

1 + α 1 + α α 1 0

· 0 1 α 1 + α

0 0 0 0 0
1 0 1 α 1 + α
α 0 α 1 + α 1

1 + α 0 1 + α 1 α



(10.7) 71(b) Låt p0(X) = X2 + 1 ∈ R[X]. R[X]/(X2 + 1) består av alla rester r = a + bX, a, b ∈ R.Låt [X]p0 = α. Då är [r] = [a + bX] = a + bα. Men [X2 + 1]p0 = 0 så att α2 + 1 = 0 dvs
α2 = −1. Vi har alltså:

(a + bα) + (c + dα) = (a + c) + (b + d)α

(a + bα)(c + dα) = (ac − bd) + (bc + ad)αdvs resterna adderas oh multiplieras som komplexa tal. Med andra ord är R[X]/(X2 + 1)isomorf med C. �Nu vill vi veta när K[X]/(p0) är en kropp.(10.5) Sats. K[X]/(p0) är en kropp då oh endast då p0 är irreduibelt i K[X].Bevis. �⇒� Låt p0 vara irreduibelt oh låt r ∈ K[X]/(p0), r 6= 0, grad r < grad p0 oh p0 ärirreduibelt. Alltså �nns det två polynom s, t ∈ K[X] så att
rs + p0t = 1Nu är [rs + p0t]p0 = [r][s] + [p0][t] = 1 dvs [r][s] = 1 ty [p0] = 0. Alltså är [s] inversen till [r].Detta visar att K[X]/(p0) är en kropp ty varje [r] 6= 0 har invers.�⇐� Antag att p0 är reduibelt. Då är p0 = r1r2, där r1, r2 ∈ K[X] grad r1 < grad p0 ohgrad r2 < grad p0. Alltså är 0 = [p0]p0 = [r1][r2], vilket betyder att ringen K[X]/(p0) harnolldelare ty [r1] 6= 0 oh [r2] 6= 0. I så fall är K[X]/(p0) inte en kropp ty kroppar saknarnolldelare∗. �(10.6) Exempel. Både Z2[X]/(X2 +X +1) (se (10.4)(a)) oh R[X]/(X2 +1) (se (10.4)(b))är kroppar. �Nu kan vi visa att varje polynom med koe�ienter i en kropp kan uppdelas i förstagrads-faktorer i en lämplig utvidgning av denna kropp. Vi gör det i två steg.(10.7) Lemma. Låt p0 ∈ K[X] vara ett irreduibelt polynom. Då existerar en kropp L ⊇ Ksådan att p0 har ett nollställe i L.Bevis. Låt L = K[X]/(p0). Vi vet att L är en kropp som innehåller K. Låt p0(X) = a0 +

a1X + . . . + anXn oh låt [X]p0 = α. Då är
0 = [p0]p0 = [a0 + a1X + . . . + anXn] = a0 + a1[X] + · · · + an[X]n = a0 + a1α + . . . + anαnså att p0(α) = 0. �

∗Om L är en kropp oh ab = 0 för a, b ∈ L med a 6= 0 så är a−1ab = b = 0



72 KROPPSUTVIDGNINGAR(10.8) Sats. Låt p ∈ K[X] oh grad p ≥ 1. Då existerar en kropp L ⊇ K sådan att p ären produkt av förstagradsfaktorer i L[X] dvs p(X) = a(X − α1) · · · (X − αn) där αi ∈ L oh
n = grad p.Bevis. Vi visar satsen med hjälp av induktion. Om K är en godtyklig kropp oh grad p = 1så är beviset klart. Antag att satsen gäller för alla kroppar oh alla polynom av grad < n.Låt grad p = n oh låt p0 vara en irreduibel faktor av p. Enligt (10.7) �nns en kropp L0 ⊇ Ksådan att p0, oh följaktligen p, har ett nollställe α ∈ L0 dvs p(X) = (X − α)q(X), där
q(X) ∈ L0[X]. Då är grad q < grad p så att det �nns en kropp L ⊇ L0 ⊇ K sådan att q(X)är en produkt av förstagradsfaktorer med koe�ienter i L. Men då är även p(X) en sådanprodukt ty p(X) = (X − α)q(X). �(10.9) Anmärkning. Satsen visades för första gången av L. Kroneker. Den räker gottoh väl för våra syften, men den är inte helt tillfredsställande om man t ex tänker på dekomplexa talen: Varje ike-konstant polynom med koe�ienter i en delkropp K till C kanskrivas som produkt av förstagradspolynom med komplexa koe�ienter. För varje kropp K�nns en liknande utvidgning K̄ sådan att varje polynom med koe�ienter i K sönderfaller iprodukt av förstagradsfaktorer med koe�ienter i K̄. Dessutom kan man hitta K̄ så att ingenav dess äkta delkroppar som innehåller K har samma egenskap som K̄. K̄ kallas algebraiskahöljet till K. K̄ är till oh med entydigt bestämd så att om K̄ ′ är en annan kropp med sammaegenskaper som K̄ så är K̄ ′ isomorf med K̄ (man kan välja en isomor�sm mellan dessa kropparså att elementen i K avbildas på sig självt). �Vi skall avsluta detta avsnitt med en enkel följdsats till satserna (10.2) oh (10.5).(10.10) Följdsats. Om K är en ändlig kropp med q element oh p0(X) ∈ K[X] är ettirreduibelt polynom av grad n så är kvotringen L = K[X]/(p0(X)) en kropp med qn element.Bevis. Enligt (10.2) kan varje element i L skrivas entydigt på formen r0+r1α+. . .+rn−1α

n−1,där ri ∈ K (oh α = [X]p0). Eftersom varje ri antar q olika värden är antalet element i L likamed qn. Det följer ur (10.5) att L är en kropp. �Exempel. För att konstruera en kropp med 4 element måste man välja ett irreduibelt po-lynom av grad 2 över Z2. Som vi vet är X2 + X + 1 ett sådant polynom oh således är
L = Z2[X]/(X2 + X + 1) en kropp med 4 element (se (10.4) (a)). �ÖVNINGAR10.1. Skriv ut additions- oh multiplikationstabellerna för följande ringar:(a) Z2[X]/(X2), (b) Z2[X]/(X2 + X), () Z3[X]/(X2 + 1),(d) Z2[X]/(X3 + X + 1), (e) Z2[X]/(X4 + X + 1).



ÖVNINGAR 7310.2. Vilka av följande ringar är kroppar:(a) Z3[X]/(X2 + 2), (b) Z5[X]/(X2 + 2).10.3. Konstruera en kropp med(a) 8, (b) 1024, () 25, (d) 3125element.10.4. Motivera att kvotringen Z2[X]/(X3 + X + 1) är en kropp oh för varje nollskilt elementi denna kropp bestäm dess invers.10.5. Motivera att kvotringen Z2[X]/(X5 + X2 + 1) = Z2[α], där α = [X], är en kropp ohbestäm i denna kropp ett element vars potenser genererar den multiplikativa gruppen.10.6. Bestäm alla lösningar till ekvationen p0(X) = 0 i K då(a) p0(X) = X2 + X + 1, K = Z2[X]/(X2 + X + 1) = Z2[α], där α = [X],(b) p0(X) = X3 + X + 1, K = Z2[X]/(X3 + X2 + 1) = Z2[α], där α = [X].10.7. Låt p0(X) ∈ K[X] vara ett polynom av grad n. Motivera att om kroppen K har qelement så har K[X]/(p0(X)) qn element.
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Kapitel 11
EN KORT INLEDNING TILLGRUPPKODER
I många kommunikationssystem översätter man information till följder av nollor oh ettor.Antag att man vill sända två meddelanden A oh B. Det enklaste sättet är att översätta:

A 7−→ 0,
B 7−→ 1.Överföringen sker med hjälp av t ex ledningar eller radiovågor eller på något annat sätt.Resultatet kan bli att beroende på störningar i kommunikationskanalen nollan förvandlas tillen etta eller tvärtom. Finns det någon möjlighet att skydda sig mot en sådan störning? Enmöjlig lösning är att upprepa A oh B till exempel två gånger dvs
A 7−→ 00,
B 7−→ 11.Om den mottagna sekvensen är nu 01 eller 10 så kan man konstatera att det har inträ�atett fel. Med andra ord kan man upptäka ett fel. Låt oss gå vidare oh upprepa A oh B tregånger dvs
A 7−→ 000,
B 7−→ 111.

(11.1)Situationen har förbättrats avsevärt. Om det inträ�ar högst ett fel i A eller B så får mannågon av följande sekvenser av signaler:
A 7−→ 000, 100, 010, 001,
B 7−→ 111, 011, 101, 110.75



76 EN KORT INLEDNING TILL GRUPPKODERNu kan man inte bara upptäka högst ett fel utan okså korrigera det. Om man nämligen harhögst ett fel i A så får man en sekvens ur övre raden, däremot ger högst ett fel i B alltid ensekvens ur nedre raden. Detta betyder att högst ett fel i A kan aldrig leda till en sekvens somär ett resultat av högst ett fel i B. Om man får en sekvens ur övre raden oh man antar attdet har inträ�at högst ett fel så kan man korrekt avläsa meddelandet som A. På samma sättkan man sluta sig till B om man får en sekvens ur nedre raden.Detta är det enklaste exemplet på en felkorrigerande kod. Rent allmänt kan man beskrivasituationen på följande sätt: Man har en mängd av meddelanden X oh en metod att översättadessa meddelanden till sekvenser av 0 oh 1. Låt C vara mängden av alla kodord. C innehållersekvenser av 0 oh 1. Man brukar skriva Z2 för att betekna mängden bestående av 0 oh 1.Då skriver man Zn
2 för att betekna mängden av alla sekvenser (a1, a2, . . . , an) av 0 oh 1 avlängden n. Man säger okså att Zn

2 är mängden av binära vektorer av längden n. T exbestår Z3
2 av följderna 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111 (för enkelhets skull skriver vi häroh i fortsättningen abc . . . i stället för (a, b, c, . . .) om detta inte leder till missförstånd). Meraformellt kan man okså säga att en kod är en funktion

X −→ C ⊆ Zn
2 .som mot olika element (=meddelanden) i X ordnar olika vektorer. Men enklast är att betraktaen kod som en delmängd till Zn

2 . Därför antar vi följande de�nition:(11.2) De�nition. Med en kod menar man en godtyklig delmängd C till Zn
2 . �Vad är det som gör att koden C i vårt första exempel (11.1) kan korrigera 1 fel? Svaret äratt högst ett fel i ett av kodorden inte kan sammanblanda den resulterande vektorn med devektorer som man får då högst ett fel inträ�ar i ett annat kodord. Hur kan man uttrykadenna egenskap i matematiska termer ? Man kan säga att två olika kodord måste skilja sigpå minst tre olika ställen. Detta är just den förutsättning som garanterar att ett fel i det enakodordet inte kan ge upphov till en vektor som är ett resultat av ett fel i ett annat kodord.Man kan försöka föreställa sig situationen geometriskt så att kodorden är punkter oh allavektorer som man kan få ur ett kodord då högst ett fel inträ�ar bildar en irkel med entrumi kodordet oh med radien 1:

&%
'$

&%
'$1 1 1a bOlika irklar får inte överlappa för att garantera att varje vektor som skiljer sig från ett kodordpå högst ett ställe skall kunna återföras på just detta kodord dvs på irkelns entrum. Litemera formellt kan man de�niera avståndet mellan två vektorer i Zn

2 :(11.3) De�nition. Låt a = (a1, a2, . . . , an) oh b = (b1, b2, . . . , bn) vara vektorer i Zn
2 . Talet



(11.3) 77
d(a, b) = antalet i sådana att ai 6= bikallas avståndet mellan a oh b. Vi skall betekna med d(C) det minsta avståndet mellantvå olika kodord i C, dvs d(C) = min d(a, b) då a, b ∈ C oh a 6= b. �Man säger okså att d(a,b) ärHammingsavståndetmellan a oh b. Det var R.W. Hammingsom år 1950 publierade den första intelligenta konstruktionen av felkorrigerande koder ohpå det sättet startade den algebraiska kodningsteorin. Vårt första exempel (11.1) är en såkallad repetitionskod, dvs man upprepar varje meddelande ett antal gånger (här 3 gånger).Den metoden är välkänd (oh beprövad av varje lärare), men den är tidskrävande oh dyrbar.Hammings konstruktion visar att felkorrigering kan förverkligas på ett myket mera e�ektivtsätt. Hammingkoder är enkla oh myket vanliga i olika datorsystem där de används förfelkorrigering.Innan vi går vidare låt oss kort sammanfatta våra resultat. En 1-felkorrigerande kod ären mängd av vektorer C i Zn

2 sådan att avståndet mellan olika kodord i C är minstlika med 3 dvs d(C) ≥ 3.Hur kan man konstruera koder med denna egenskap, dvs med d(C) ≥ 3? Låt oss betrakta enmatris bestående av nollor oh ettor, t ex
H =




1 1 1 0 0
1 0 0 1 0
0 1 0 0 1


 .Betrakta okså alla vektorer x1x2x3x4x5 i Z5

2 som satis�erar det linjära ekvationssystem varskoe�ienter bildar raderna i den matrisen. Vi söker alltså alla lösningar till ekvationssystemet:
x1 + x2 + x3 = 0
x1 + x4 = 0

x2 + x5 = 0.Vi vill hitta alla lösningar som är sekvenser av 0 oh 1. Additionen oh multiplikationen av 0oh 1 är inte de vanliga utan binära dvs våra räkneoperationer följer följande lagar:+ 0 10 0 11 1 0 ∗ 0 10 0 01 0 1Därmed är t ex 1 + 1 = 0, dvs 1 = −1. Det intressanta är att även i detta fall gäller al-la formella räknelagar kända för vanlig addition oh multiplikation av vanliga tal, dvs man



78 EN KORT INLEDNING TILL GRUPPKODERhar assoiativitet oh kommutativitet för både addition oh multiplikation, distributivitet förmultiplikation med avseende för addition osv. Låt oss lösa ekvationssystemet! Vi får lätt att
x3 = x1 + x2

x4 = x1

x5 = x2.(Observera att minusteken kan ersättas med plusteken i den binära aritmetiken!) Nu kan vivälja helt godtykliga värden (0 eller 1) för x1 oh x2. Då får vi motsvarande värden för x3, x4oh x5. Resultatet är följande:
x1 x2 x3 x4 x5

0 0 0 0 0
0 1 1 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1 1

.

Nu har vi faktiskt konstruerat en 1-felkorrigerandekod. Vi kan använda den koden för attsända 4 meddelanden, säg A, B, C oh D:
x1 x2 7−→ x1 x2 x3 x4 x5

A = 0 0 7−→ 0 0 0 0 0
B = 0 1 7−→ 0 1 1 0 1
C = 1 0 7−→ 1 0 1 1 0
D = 1 1 7−→ 1 1 0 1 1

(11.4)
Det är lätt att kontrollera avstånden mellan olika kodord oh konstatera att d(C) = 3. Denkonstruktionen är redan en liten framgång. Om vi använder den naiva kodningsmetod somgaranterar att ett fel kan korrigeras dvs om vi använder repetitionskoden så har vi följandeöversättning:

A = 00 7−→ 00 00 00
B = 01 7−→ 01 01 01
C = 10 7−→ 10 10 10
D = 11 7−→ 11 11 11Kodorden har alltså längden 6. Kodorden i koden (11.4) har längden 5. Om antalet signalerär stort kan vinsten vara märkbar. Vi skall diskutera den aspekten närmare om en stund dåvi konstruerar Hammingkoder.Hur kan man rent allmänt konstruera liknande koder? Vad är det som gör att matrisen H gerupphov till en kod som är bättre än repetitionskoden ? En myket viktig egenskap hos densista koden har en stor betydelse i samband med kodkonstruktioner:



(11.8) 79(11.5) De�nition. Man säger att en kod är linjär eller en gruppkod om summan avtvå godtykliga kodord okså är ett kodord. Kodorden summeras som vektorer dvs om a =
(a1, a2, . . . , an) oh b = (b1, b2, . . . , bn) så är

a + b = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn).

�Den nyss konstruerade koden är linjär. Den egenskapen är enkel att kontrollera direkt, menman kan säga rent allmänt att summan av två lösningar till ett linjärt ekvationssystem medhögerled lika med 0 okså är en lösning till ett sådant system. Man kan lätt inse det direkt,men man kan okså använda sig av matrisbetekningar:(11.6) Sats. Om H är en binär matris med n kolonner så bildar alla lösningar x ∈ Zn
2 tillekvationen Hx = 0 en gruppkod∗.Bevis. Om Ha = 0 oh Hb = 0 så är H(a + b) = Ha + Hb = 0. �Matrisen H brukar kallas paritetsmatrisen eller kontrollmatrisen för den kod som bestårav alla lösningar till Hx = 0. Om matrisen H har k rader så väljer man ofta den så att desista k kolonnerna bildar enhetsmatrisen (med k rader oh k kolonner). Då säger man attmatrisen H är normaliserad. Det är en fördel att ha en normaliserad matris därför att mandå hittar lösningarna till ekvationen Hx = 0 myket enkelt (se t ex övning (11.2)).Omvändningen av den sista satsen är okså sann (oh inte svårt att bevisa):(11.7) Sats. Varje gruppkod C ⊆ Zn

2 består av alla lösningar till en matrisekvation Hx = 0,där H är en binär matris med n kolonner.För gruppkoder kan man relativt lätt undersöka avstånden mellan olika kodord dvs beräkna
d(C).(11.8) De�nition. Med vikten av a = (a1, a2, . . . , an) menas

w(a) = antalet i sådana att ai 6= 0.Med vikten av en kod C menar man den minsta vikten av nollskilda kodord dvs w(C) =
min w(a) då a 6= 0. �

∗Observera att i texten uppfattas vektorer alltid som kolonnvektorer då de multiplieras medmatriser.



80 EN KORT INLEDNING TILL GRUPPKODERDet visar sig att d(C) = w(C) om koden C är linjär. För koden (11.4) konstaterar man medett ögonkast att minimum av w(a) är just 3 då a 6= 0. Vi visar denna egenskap helt allmänt,men först nedteknar vi några enkla samband mellan avståndet oh vikten:(11.9) Sats. Låt a,b, c ∈ Zn
2 . Då gäller:

(a) d(a, b) = w(a − b),
(b) w(a + b) ≤ w(a) + w(b),
(c) d(a, b) ≤ d(a, c) + d(c, b).Bevis. Låt a = (a1, a2, . . . , an) oh b = (b1, b2, . . . , bn). Påståendet (a) följer omedelbart urde�nitionerna av d oh w: ai 6= bi är ekvivalent med ai − bi 6= 0. Om ai + bi 6= 0 så är ai 6= 0eller bi 6= 0, vilket visar (b). Nu är:

d(a, b) = w(a − b) = w(a − c + c + b) ≤ w(a − c) + w(c − b) = d(a, c) + d(c, b),vilket visar (). �Nu kan vi visa likheten mellan minimalavståndet oh vikten i gruppkoder:(11.10) Sats. Låt C vara en linjär kod. Då är w(C) = d(C).Bevis. Låt w(C) = w(a). Då är
w(C) = w(a) = d(a,0) ≥ d(C).Låt d(C) = d(a, b). Då är

d(C) = d(a, b) = w(a − b) ≥ w(C).ty a − b ∈ C. Alltså är d(C) = w(C). �När vi väljer en matris H som skall ge en kod som korrigerar 1 fel måste vi se till att d(C) =
w(C) ≥ 3. Detta betyder att det inte kan �nnas lösningar till ekvationssystemet med vikten1 eller 2. Vad betyder det att en lösning har vikten 1? Vi kan tänka oss en matris




0 0 . . . 1 . . . 0

∗ ∗ . . . ∗ . . . ∗
∗ ∗ . . . ∗ . . . ∗... ... ... ...
∗ ∗ . . . ∗ . . . ∗






(11.12) 81där varje * betyder 0 eller 1. Om en vektor med exakt en etta satis�erar alla ekvationer somsvarar mot raderna i den matrisen så måste kolonnen under ettan bestå av enbart nollor. Medandra ord är vikten av alla kodord 6= 0 minst 2 om det inte �nns en nollkolonn i matrisen H.Låt oss nu formulera ett lämpligt villkor som garanterar att det inte �nns kodord av vikten 2.Om det �nns ett sådant kodord med exakt två ettor:



0 0 . . . 1 . . . 0 . . . 1 . . . 0

∗ ∗ . . . a . . . ∗ . . . a′ . . . ∗
∗ ∗ . . . b . . . ∗ . . . b′ . . . ∗... ... ... ... ... ...
∗ ∗ . . . x . . . ∗ . . . x′ . . . ∗


så måste summan av kolonnerna under de två ettorna vara lika med nollkolonnen. Med andraord är vikten av alla kodord skild från 2 om summan av två godtykliga kolonner inte ärnollkolonnen. Detta villkor kan formuleras enklare. Vi har a + a′ = 0 exakt då a = a′ (ty

a′ = −a′). Summan av två kolonner är alltså nollkolonnen exakt då dessa kolonner är lika. Nukan vi formulera våra slutsatser.(11.11) Sats. En binär matris H de�nierar en kod vars vikt är minst 3 då oh endast dåalla kolonner i H är olika oh ingen av dem är nollkolonnen.Med den kunskapen kan vi nu konstruera Hammingkoderna. Tag t ex matrisen
H3 =




0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1


 .Kolonnerna i H3 är alla möjliga sekvenser av tre styken 0 oh 1 utom nollsekvensen. Denkod som består av alla lösningar till motsvarande ekvationssystem är just en Hammingkod.Låt oss skriva ut alla kodord. Ekvationssystemet ser ut så här:

x4 + x5 + x6 + x7 = 0,
x2 + x3 + x6 + x7 = 0,

x1 + x3 + x5 + x7 = 0.Man får lätt
x1 = x3 + x5 + x7,
x2 = x3 + x6 + x7,
x4 = x5 + x6 + x7.

(11.12)så att x3, x5, x6, x7 kan väljas godtykligt som 0 eller 1, medan x1, x2 oh x4 därefter kanberäknas. På så sätt har man 16 kodord:
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x3 x5 x6 x7 7−→ x3 x5 x6 x7 x1 x2 x4

0 0 0 0 7−→ 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 7−→ 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 0 7−→ 0 0 1 0 0 1 1
0 0 1 1 7−→ 0 0 1 1 1 0 0
0 1 0 0 7−→ 0 1 0 0 1 0 1
0 1 0 1 7−→ 0 1 0 1 0 1 0
0 1 1 0 7−→ 0 1 1 0 1 1 0
0 1 1 1 7−→ 0 1 1 1 0 0 1
1 0 0 0 7−→ 1 0 0 0 1 1 0
1 0 0 1 7−→ 1 0 0 1 0 0 1
1 0 1 0 7−→ 1 0 1 0 1 0 1
1 0 1 1 7−→ 1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 0 7−→ 1 1 0 0 0 1 1
1 1 0 1 7−→ 1 1 0 1 1 0 0
1 1 1 0 7−→ 1 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 7−→ 1 1 1 1 1 1 1.

(11.13)
Ike-oväntat får man en kod som korrigerar ett fel. Den koden är en av de mest kända ohvanliga i samband med olika datortillämpningar. För att testa den, låt oss anta att man villsända 10 000 signaler oh ha möjligheten att korrigera ett fel. En vanlig repetitionskod kräverdå att man upprepar varje signal 3 gånger dvs man måste sända 30 000 signaler. Hur använderman Hammingkoden? Man kan dela de 10 000 signalerna i 2 500 paket om 4 signaler vart.Därefter kan man översätta varje sekvens av 4 signaler till en sekvens av 7 signaler i enlighetmed vår konstruktion dvs enligt (11.13). Man får sammanlagt 17 500 signaler. På det sättetkan man korrigera ett fel oh samtidigt sända bara 7 500 extra signaler (mot 20 000 förrepetitionskoden).Kodorden i koden (11.13) är vektorer (a, b, c, d, a+b+d, a+c+d, b+c+d) där vi har beteknat
x3 = a, x5 = b, x6 = c, x7 = d oh räknat ut de sista koordinaterna enligt (11.12). a, b, c, dkallas ofta informationssymboler � de svarar entydigt mot olika meddelanden. De sista trekoordinaterna utgör kontrollsymboler (eller heksymboler). De �nns för att möjliggörafelkorrigering. En liknande situation är välkänd från våra personnummer � den sista si�ran ären kontrollsi�ra som gör det möjligt att ibland upptäka ett felaktigt personnummer.Hammingkoder kan naturligtvis konstrueras för en godtyklig kolonnlängd. Med andra ord kanman för varje n de�niera Hammingmatrisen Hn vars kolonner är alla möjliga 6= 0 vektoreri Zn

2 (tidigare har vi använt H3). Rent allmänt är antalet kolonner i matrisen Hn lika med
2n − 1. Ett praktiskt sätt att generera alla kolonner är att skriva talen 1 till 2n − 1 sombinära tal. En sådan matris de�nierar en kod som har 2n −n− 1 informationssymboler oh nkontrollsymboler. Det �nns nämligen exakt n kolonner som innehåller preis en etta � dessakolonner motsvarar kontrollsymbolerna, däremot de övriga variablerna kan väljas godtykligt.Eftersom antalet kolonner är 2n − 1 så är antalet informationssymboler (2n − 1) − n. Ensådan allmän konstruktion (för godtykliga n) gavs av M.J.E. Golay samma år då Hammingpublierade koden för n = 3 (se T.M. Thompsons bok �From error-orreting odes through



(11.16) 83sphere pakings to simple groups�, The Carrus Mathematial Monographs, MAA, 1983, för enmyket intressant diskussion av den tidiga kodningsteorins historia).Efter Golays oh Hammings grundläggande arbeten utveklades den algebraiska kodningsteo-rin myket intensivt. Under 50- oh 60-talet konstruerades många nya klasser av höge�ektivaalgebraiska koder. Hammingkoderna korrigerar 1 fel. För praktiska tillämpningar är det oftatillräkligt. Men det �nns situationer då man vill ha bättre koder, t ex vid överföring av bilderpå stora avstånd. Därför betraktar man koder som rättar större antal fel.(11.14) De�nition. Man säger att en kod C detekterar t fel om ett mottaget ord inte sesvara ett kodord när högst t fel har inträ�ats vid sändningen. Koden korrigerar t fel om, ävennär högst t fel inträ�ats, det mottagna ordet kan avkodas till ordet som sändats. �(11.15) Sats. En kod C detekterar t fel om d(C) > t oh korrigerar t fel om d(C) > 2t.Bevis. Låt d(C) > t. Antag att man sänder a oh tar emot â varvid antalet fel i kanalenär högst t. Då är d(a, â) ≤ t så att â inte är ett kodord eller â = a. Det är inte möjligt att
â är et annat kodord, ty avståndet mellan olika kodord är minst t + 1. Mottagaren kan alltsåupptäka att högst t fel inträ�ats vid sändningen (â är ett kodord betyder inga fel; â är inteett kodord betyder att det föreligger minst 1 oh högst t fel).Låt nu d(C) > 2t oh antag som tidigare att man sänder ut a, tar emot â oh antalet feli kanalen är högst t så att d(a, â) ≤ t. Nu kan man påstå att a är det kodord som liggernärmast â. Hade det funnits ett annat kodord b sådant att d(â, b) ≤ t så skulle det innebäraatt

d(a, b) ≤ d(a, â) + d(â, b) ≤ 2t,vilket strider mot antagandet d(C) > 2t. �Huvudprinipen vid avkodning i kodningsteorin är förutsättningen att om denmottagna följden är â oh ett kodord a ligger närmast â så avkoderar man â som
a. Den prinipen följer sunt förnuft men den bekräftas även av beräkningar av sannolikheten� om â är den mottagna följden oh d(a, â) < d(b, â), där a, b är kodord så är sannolikhetenatt det ursprungliga kodordet var a större än sannolikheten att det var b (den beräkningenär myket enkel). Villkoret d(C) > 2t i satsen ovan garanterar alltså att man kan genomföraavkodning i enlighet med avkodningsprinipen ovan om antalet fel vid sändningen är ≤ t.Hur kan man konstruera koder som korrigerar större antal fel? Vi skall begränsa oss till linjärakoder därför att koder utan algebraisk struktur (med en algebraisk struktur menar vi attsumman av två kodord återigen är ett kodord) är betydligt svårare att hantera.Lika enkelt som i sats (11.11) kan vi konstatera att konstruktion av en linjär kod som rättar
t fel innebär konstruktion av en matris H med följande egenskap:(11.16) Sats. Alla lösningar till ekvationen Hx = 0, där H är en matris, bildar en kod somkorrigerar t fel om H saknar nollkolonner oh summan av högst 2t kolonner aldrig ger ennollvektor.



84 EN KORT INLEDNING TILL GRUPPKODERObservera att summan av två kolonner är en nollvektor exakt då dessa kolonner är lika.Bevis. Som i sats (11.11) har man w(x) ≥ 2t + 1 då Hx = 0 oh x 6= 0 därför att likheten
Hx = 0 innebär att summan av de kolonner som svarar mot nollskilda koordinater i x är likamed nollvektorn. Alltså är vikten av koden bestående av alla vektorer x minst 2t + 1, vilketinnebär att koden rättar t fel. �Tyvärr är det inte så lätt att konstruera matriser H med den egenskap som krävs i satsen �Hammingmatriserna är ett sällsynt undantag. Men det �nns många andra myket intressantakonstruktioner. I senare delen av kursen kommer vi att bekanta oss med en sådan konstruktionsom leder till en myket viktig klass av s.k. BCH-koder. I detta kapitel stannar vi dok vidHammingkoder oh några enkla konstruktioner av gruppkoder i samband med övningar.Vi skall avsluta detta kapitel med två praktiska problem i samband med kodning oh av-kodning. Det är inte svårt att lösa matrisekvationer Hx = 0, men om matrisen H är storkan problemet vara besvärligt. Det �nns en myket enklare metod som gör det möjligt attalstra linjära koder. Låt G vara en binär (n × k)-matris. Om a är en vektor i Zk

2 så är Gaen vektor i Zn
2 . På det sättet får man en linjär kod i Zn

2 . Man säger att matrisen G är engeneratormatris för den koden.(11.17) Sats. Låt G vara en binär (n × k)-matris. Då bildar alla vektorer Ga med a ∈ Zk
2en linjär kod C i Zn

2 .Bevis. Om Ga, Gb ∈ C så Ga + Gb = G(a + b) ∈ C. �(11.18) Exempel. (a) Låt
G =




1 0
0 1
1 1


Kodorden är Ga där a = (a1, a2), ai ∈ Z2 dvs:

00 7→ 000,
01 7→ 011,
10 7→ 101,
11 7→ 110.(b) Låt

G =




1 0 0
0 1 0
0 0 1
1 0 1
1 1 0
0 1 1






(11.19) 85Nu är kodorden Ga, där a = (a1, a2, a3), ai ∈ Z2 dvs
000 7→ 000000 100 7→ 100110

001 7→ 001101 101 7→ 101011

010 7→ 010011 110 7→ 110101

011 7→ 011110 111 7→ 111000

�(11.19) Anmärkning. Man kan utan större problem visa att varje gruppkod har en ge-neratormatris. Se vidare övning 11.9 som visar hur man konstruerar en generatormatris Gdå paritetsmatrisen H är given. Låt oss observera att generatormatrisen ger en myket enkelmöjlighet att skriva ut kodorden � alla kodord fås som produkter Ga. Om man t ex vill alstrakoden med hjälp av en dator behöver man endast lagra matrisen G. Låt oss okså observeraatt om
G =

[
g1 g2 · · · gk

]
=




g11 g12 . . . g1k

g21 g22 . . . g2k... ... ...
gn1 gn2 . . . gnk


 ,där gi = (g1i, g2i, . . . , gni)

t så är Ga = a1g1 + a2g2 + . . . + akgk då a = (a1, a2, . . . , ak). Dettainnebär att koden med generatormatrisen G består av alla linjärkombinationer av kolonnernai matrisen G. Om kolonnerna i denna matris är linjärt oberoende över Z2, dvs en linjärkom-bination Ga = a1g1 + a2g2 + . . . + akgk = 0 endast då a1 = a2 = · · · = ak = 0, så säger manatt matrisen G genererar en kod av dimensionen k. En sådan kod består av 2k vektorer därföratt alla vektorer Ga är olika då a ∈ Zk
2 . En gruppkod C ⊆ Zn

2 kallar man för en (k, n)-kod.Ofta betraktar man matriser G i vilka de första k raderna utgör en (k × k)-enhetsmatris. Dåsäger man att matrisen G är normaliserad. Det är en fördel att ha en normaliserad matriseftersom kodorden Ga då har informationssymbolerna på de första k platserna oh kontroll-symbolerna (heksymbolerna) på de sista n − k.
�I praktiska sammanhang är det oftast myket viktigt att relativt lätt kunna genomföra av-kodning. Hammingkoderna är myket enkla att hantera just i detta avseende. Innan vi visarhur man kan genomföra avkodningen av dessa koder låt oss ägna några ord åt det allmännaavkodningsproblemet.Antag att man man har en linjär kod C som korrigerar t fel oh består av alla lösningar till

Hx = 0. Antag vidare att det verkligen inträ�ar högst t fel vid sändningen. Antag att mansänder ett kodord a oh tar emot en vektor â, där â = a + ε. Vi skall kalla ε för felvektor.Om vi känner denna vektor kan vi genomföra avkodning på ett myket enkelt sätt:
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a = â + ε ,(11.20)ty â + ε = a + ε + ε = a (tänk på att ε + ε = 0). Hur kan man bestämma felvektorn medledning av â? Vi skall visa att man kan göra det genom att beräkna Hâ. Vi har

Hâ = H(a + ε) = Hε,ty Ha = 0 eftersom a är ett kodord.(11.21) De�nition. Om C är en linjär kod bestående av alla lösningar till Hx = 0 oh âär den mottagna vektorn då a har sänts så kallas vektorn Hâ för felsyndrom. �Observera att felsyndrom endast beror på felvektorn ε. Det visar sig att högst t fel i denmottagna vektorn ger en möjlighet att rekonstruera kodordet med hjälp av felsyndromet:(11.22) Sats. Låt C vara en linjär kod som korrigerar t fel. Om vid transmission med hjälpav C inträ�ar högst t fel så ger olika felvektorer olika felsyndrom.Detta innebär att man t ex kan tabellera alla felsyndrom som svarar mot olika felvektorer avvikt högst t. Ur en sådan tabell kan man avläsa felvektorn med ledning av felsyndromet. Pådet sättet kan man genomföra felkorrigering (dvs avkodning) enligt (11.20).Bevis. Om ε 6= ε
′ är två olika felvektorer, så måste felsyndromen Hε oh Hε

′ vara olika tylikheten Hε = Hε
′ ger H(ε − ε

′) = 0, vilket är omöjligt därför att vikten av ε − ε
′ 6= 0 ärhögst 2t. �(11.23) Exempel. Nu kan vi visa hur man kan genomföra felkorrigering med hjälp avHammingkoder. Vi skall begränsa oss till koden H3 som vi betraktade tidigare. Felvektorernaär 0000000 (inget fel alls � den mottagna vektorn är ett kodord) oh alla vektorer i Z7

2 medexakt en etta oh sex nollor. Låt oss beräkna felsyndromen H3ε:
ε : H3ε :

0000000 7−→ 000
1000000 7−→ 001
0100000 7−→ 010
0010000 7−→ 011
0001000 7−→ 100
0000100 7−→ 101
0000010 7−→ 110
0000001 7−→ 111



(11.25) 87Nu observerar vi att felsyndromen helt enkelt är kolonnerna i matrisen H3 � felet i 1:a ko-ordinatan ger första kolonnen i denna matris, felet i 2:a koordinaten ger andra kolonnen osv.För att korrigera eventuella fel multiplieras den mottagna vektorn med H3. Om man fårnollvektorn är transmissionen korrekt � den mottagna vektorn är ett kodord. Om man får
k-te kolonnen i matrisen H3 är felet i k-te koordinaten oh man måste addera 1 till denna föratt få ett kodord. �Tyvärr är avkodningsproblemet långt ifrån lika enkelt för andra kodklasser.Varje kod C har viktiga parametrar � längden av kodorden, deras antal oh antalet fel somkoden korrigerar. Om C ⊆ Zn

2 så består C av en del av alla 2n vektorer. Om C är linjär ohhar generatormatrisen med k linjärt oberoende kolonner så har koden 2k kodord, där k ≤ n.Dess dimension är då lika med k.(11.24) De�nition. Låt C vara en kod i Zn
2 av vikten w(C) = d med |C| kodord. Talet

R = log2 |C|
n (R = �rate�) kallas hastigheten av koden oh talet d

n relativa vikten av koden.Om koden är linjär av dimensionen k så är R = k
n (ty |C| = 2k). �(11.25) Anmärkning. Talen

x(C) =
w(C)

n
, y(C) =

log2 |C|
nligger bägge i intervallet [0,1℄. När man konstruerar koder är man ofta intresserad av att dessatvå tal är så nära 1 som möjligt. Ju närmare 1 desto �er fel korrigerar koden oh desto �ermeddelanden kan den överföra. Men det �nns en klar motsättning mellan dessa strävanden.En ganska intensiv matematisk forskning är inriktad på undersökning av mängden av allapunkter (x(C), y(C)) i kvadraten [0, 1] × [0, 1] som svarar mot alla möjliga koder. Låt ossobservera att för Hammingkoderna är x(Cn) = 1/(2n − 1) oh y(Cn) = (2n − n − 1)/(2n − 1).Alltså (x(Cn), y(Cn)) → (0, 1) då n → ∞. Det var först i mitten av 60-talet som den ryskematematikern V.D.Goppa konstruerade sekvenser av koder Cn sådana att både x(Cn) oh

y(Cn) konvergerar mot en punkt (x, y) med xy 6= 0. Dessa problem har en mera teoretiskkaraktär oh sysselsätter många matematiker. De kräver ofta myket djupa kunskaper i ämnet.
�Historiska anmärkningar. Som början av kodningsteorin kan man betrakta arbeten av treamerikanska matematiker: C.E. Shannon (�A mathematial theory of ommuniation� från1948), M.J.E. Golay (�Notes on digital oding� från 1949) oh R.W. Hamming (�Error de-teting and error orreting odes� från 1950). Shannons arbete lade grunden för matematiskinformationsteori, oh även om hans huvudresultat tillhör s k statistisk kodningsteori (i denspelar sannolikhetslära viktigare roll än algebra) hade det en myket stor betydelse för ut-veklingen av den algebraiska kodningsteorin. Shannon oh Hamming sysslade med telekom-munikation vid Bell Laboratories i New Jersey (USA), däremot ledde Golays väg till koder



88 EN KORT INLEDNING TILL GRUPPKODERfrån spektrogra�. Kodningsteorin skapades alltså redan ursprungligen som en matematisk teo-ri med syfte att lösa myket konkreta tekniska problem. Under de år som har gått sedan 1948har �era tusen väsentliga bidrag till den algebraiska kodningsteorin publierats, oh den mate-matiska apparat som man använder för att lösa dess problem omfattar nu myket avaneradeteorier som ofta har en ganska abstrakt karaktär. Samtidigt utvidgas tillämpningsområdenaav den algebraiska kodningsteorin, sårskilt i samband med utveklingen av datatekniken.ÖVNINGAR11.1. Kodera tre meddelanden A,B,C, så att minimiavståndet mellan kodorden blir(a) 3, (b) 4, () 5.11.2. Låt H vara en kontrollmatris för en kod C. Skriv ut alla kodord oh bestäm antalet felsom koden korrigerar då:(a) H =




101100
110010
011001


, (b) H =

[
1010
1101

], () H =




011000
110100
010010
100001


.11.3. Skriv ut alla kodord samt bestäm vikten oh hastigheten för den kod som har generator-matrisen G då(a) G =




1 0
0 1
1 1


, (b) G =




1 0
0 1
1 1
1 0


, () G =




1
1
1


,

(d) G =




1 0
0 1
1 1
0 1
1 0



, (e) G =




0 0 1
0 1 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0
1 1 1



.Hur många fel detekterar oh korrigerar dessa koder?11.4. Låt a, b, c,∈ Zn

2 . Visa att(a) d(a + c, b + c) = d(a, b).(b) w(a + b) ≥ |w(a) − w(b)|.11.5. För a, b ∈ Zn
2 , a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn) de�nierar man

ab = (a1b1, a2b2, . . . , anbn).Visa att w(a + b) = w(a) + w(b) − 2w(ab).11.6. Låt C ⊆ Zn
2 vara en kod. Man de�nierar en ny kod C ′ ⊆ Zn+1

2 så att för a =
(a1, a2, . . . , an) ∈ C är a

′ = (a1, a2, . . . , an, s) ∈ C ′, där s = a1 + a2 + · · · + an.



ÖVNINGAR 89Exempel. Om 0 7→ 000, 1 7→ 111 är koden C, så är C ′ de�nierad så att 0 7→ 0000 oh
1 7→ 1111. Detta innebär att man förlänger orden i C med en symbol som är lika medsumman av de föregående (modulo 2). Som vi ser i detta exempel ökar vikten av dennya koden med 1, så att den upptäker ett fel mer än C ′.(a) Konstruera koden C ′ för koderna i övning 11.3. Lägg märke till de situationer dåman får en kod med större vikt oh till de då man inte har någon vinst.(b) Visa att om C är en gruppkod, så är C ′ en gruppkod.() Konstruera en matris som genererar C ′ då G är en matris som genererar C.11.7. Konstruera en kod C ⊆ Z6

2 som upptäker 3 fel.11.8. Låt C ⊆ Zn
2 vara en gruppkod.(a) Visa att alla kodord i C med jämn vikt bildar okså en gruppkod.(b) Visa att antingen har alla kodord i C en jämn vikt, eller hälften av kodorden harjämn vikt oh den andra hälften har udda vikt.11.9. (a) Låt C ⊆ Zn

2 vara en gruppkod bestående av alla lösningar till ekvationen Hx = 0,där H är en (k × n)-matris. Antag att H är normaliserad dvs H = [P E], där E är
(k × k)-enhetsmatrisen oh P är en (k × (n − k))-matris. Visa att matrisen

G =

[
E

P

]är en generatormatris för koden C. Visa samtidigt att om G genererar koden så är Hen kontrollmatris för denna kod.11.10. Bestäm generatormatriser för koderna i övning 11.2.11.11. Bestäm kontrollmatriser för koderna i uppgift 11.3.11.12. Låt C vara en kod med en (n − k) × n-kontrollmatris H oh en n × k-generatormatris
G.(a) Hur förändras koden då man kastar om raderna eller kolonnerna i kontrollmatrisen?Vad händer då man adderar en linjärkombination av några rader till en annan rad?(b) Besvara samma frågor som i (a) om generatormatrisen ordet �rad� byts ut mot ordet�kolonn�.Anmärkning. Man skall observera att alla dessa operationer leder till oväsentliga för-ändringar av koden.() Anta att koden C har dimensionen k. Visa att med hjälp av operationerna i (a)(respektive (b)) kan H (respektive G) överföras på en normaliserad form (man säger att
H oh G kan normaliseras).11.13. Låt C ⊆ Z7

2 vara koden genererad av matrisen
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G =




1 1 1 0
0 1 1 0
0 1 1 1
0 0 1 0
0 0 1 1
1 0 1 1
1 0 1 0




.

(a) Normalisera G.(b) Bestäm en kontrollmatris oh vikten av koden.() Bestäm alla felsyndrom för felvektorer av vikten ≤ 1.(d) Avkodera följande följder: 0011010, 0001111, 0101100.(e) Lös samma uppgifter (a) � () för koderna i övningen 11.3.11.14. Perfekta koder. En gruppkod kallas perfekt om till varje vektor x ∈ Zn
2 existerarexakt ett kodord vars avstånd från x är högst t. Visa att Hammingkoderna är perfekta(med t = 1).Anmärkning. Om en kod C ⊆ Zn

2 är perfekt oh har dimensionen k, så består den av
2k kodord. För varje kodord �nns

1 +

(
n
1

)
+

(
n
2

)
+ · · · +

(
n
t

)olika vektorer som ligger på ett avstånd ≤ t från kodordet. Alltså har man identiteten:
2k[1 +

(
n
1

)
+

(
n
2

)
+ · · · +

(
n
t

)
] = 2nDen likheten är svår at uppfylla vilket medför att perfekta koder är sällsynta†. Det �nnsbara tre typer av sådana koder‡: Hammingkoderna, koderna C ⊆ Z2r+1

2 bestående av
00 . . . 0 oh 11 . . . 1 (man upprepar 0 respektive 1 ett udda antal gånger) oh en myketviktig (12, 23)-kod som korrigerar 3 fel. Den konstruerades av M.J.E. Golay år 1949.För (12,23)-Golaykoden har man:

212[1 +

(
23
1

)
+

(
23
2

)
+

(
23
3

)
] = 22311.15. Låt C ⊆ Zn

2 vara en gruppkod med 2k kodord som korrigerar 1 fel. Låt n = k + r. Visaatt k ≤ 2r − 1 − r.
†Men även om den är uppfylld så garanterar den inte existensen av en perfekt kod (t ex då m = 78, n =

90, t = 2)
‡Satsen bevisades av J.H. van Lint (1971) oh A. Tietäväinen (1973).



Kapitel 12
TIPSPROBLEMET
Tipsproblemet handlar om möjligheten att så billigt som möjligt vinna på tipset. Frågan ärsådan: hur många tipskuponger skall man fylla i för att garantera att man får rätt i n − 1mather på n möjliga? På en vanlig tipskupong (med 13 mather) gäller alltså frågan hurmånga tipsrader måste man fylla i för att ha 12 rätt.Låt oss börja med ett speialfall som gäller 6 rätt i 7 mather. Vi skall okså förutsätta atti dessa 7 mather har man antingen 1 (vinst av hemmalaget) eller × (oavgjort). Vi kan lösaproblemet på följande sätt: Låt oss bortse från en av matherna (t ex den sista) oh fylla ialla möjliga utfall av de återstående 6. Då måste vi fylla i 26 = 64 tipsrader.Det visar sig att det räker att fylla i enbart 16 tipsrader i enlighet med alla kodord i Ham-mingkoden för att få samma e�ekt dvs 6 rätt. Nedan skriver vi ut alla kodord

× × × × × × ×
× × × × 1 1 1
× × 1 × × 1 1
× × 1 1 1 × ×
× 1 × × 1 × 1
× 1 × 1 × 1 ×
× 1 1 × 1 1 ×
× 1 1 1 × × 1
1 × × × 1 1 ×
1 × × 1 × × 1
1 × 1 × 1 × 1
1 × 1 1 × 1 ×
1 1 × × × 1 1
1 1 × 1 1 × ×
1 1 1 × × × ×
1 1 1 1 1 1 1i Hammingkoden som svarar mot matrisen H3 med × i stället för 0 (se (11.14) i Kapitel 11).91



92 TIPSPROBLEMETVarför fungerar den konstruktionen? Kodorden utgör 16 av 27 = 128 vektorer i Z7
2. Varjekodord har sin irkel med radie 1 som inte överlappar med andra irklar som svarar motandra kodord. Varje sådan irkel består av 8 vektorer (kodordet självt oh 7 vektorer somskiljer sig från detta på ett ställe). Dessa irklar innehåller sammanlagt 16 · 8 = 128 vektorerdvs alla vektorer i Z7

2. Varje tipsrad är en sådan vektor oh varje vektor ligger på ett avstånd
≤ 1 från ett kodord. Alltså garanterar alla kodord i Hammingkoden att varje möjligt utfallkommer att skilja sig från ett kodord på högst ett ställe. Detta betyder att med all säkerhetkommer vi att ha minst 6 rätt om vi väljer som tipsrader kodorden i Hammingkoden avlängden 7 (pröva!).Hur är det med det riktiga tipsproblemet för 13 mather? Det naiva svaret är att det räkermed 312 tipsrader (man kan bortse från en math oh fylla i alla möjliga tipsrader för 12mather). En lämplig Hammingkod ger i detta fall 310 tipsrader � en myket stor skillnad!Men detta svar döljer ganska oväntade matematiska problem. För det första, om man vill lösaproblemet för 3 olika utfall av en math (1,×, 2), måste man utnyttja restaritmetiken Z3 istället för Z2. Den består av alla rester vid division med tre dvs Z3 = {0, 1, 2} med följandereknelagar: + 0 1 20 0 1 21 1 2 02 2 0 1 ∗ 0 1 20 0 0 01 0 1 22 0 2 1För att konstruera Hammingkoder måste man välja lämpliga matriser med ledning av sammapriniper som i restaritmetiken Z2. Lämpliga matriser måste sakna nollkolonner för att uteslutalösningar av vikten 1. Lösningar av vikten 2 �nns då oh endast då en kolonn är en multipel aven annan (för att kontrollera det gå tillbaka till (11.11) i Kapitel 11 oh tänk på vad som händerom högst upp i stället för en vektor med två koordinater lika med 1 har man en vektor medtvå koordinater lika med 1 eller 2). Alltså de�nierar en matris H över Z3 en ettfelkorrigerandekod då oh endast då den saknar nollkolonner oh proportionella kolonner. Ett exempel på ensådan matris (som okså konstruerades av Golay oh Hamming) är följande:

H3,13 =




x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 x13

0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 2 2 2

1 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2


Kolonnerna i den matrisen är alla 6= 0 tal med 3 si�ror i talsystemet i bas 3 med ettansom första betydande si�ra. Matrisen H3,13 de�nierar ett ekvationssystem med 13 obekanta.Lösningarna beror på 10 parametrar (x1, x2 oh x5 är kontrollsymboler medan de övriga 10variablerna antar helt godtykliga värden 0, 1 oh 2). Man får 310 vektorer i rummet Z13

3som innehåller 313 vektorer. Varje lösning de�nierar sin irkel bestående av alla vektorer iZ13
3 som skiljer sig från denna på högst ett ställe. En sådan irkel har 13 + 13 = 26 punkter.Tillsammans med lösningen i dess entrum ger detta 27 vektorer. Antalet irklar är 310 oh



(12.1) 93tillsammans omfattar de 310 × 27 = 313 vektorer. Alltså ligger varje vektor i Z13
3 (dvs varjemöjlig tipsrad i det svenska tipset) på ett avstånd ≤ 1 från exakt ett kodord. Alltså räkerdet med 310 = 59049 tipsrader i stället för 312 = 531441 för att ha 12 rätt på 13 mather.Det faktum att man löser tipsproblemet för det svenska tipset är i själva verket en ren slump.Låt oss observera att Hammingkoderna i restaritmetiken Z2 består av vektorer av längden

2n − 1 dvs man har sådana koder för 1, 3, 7, 15,... mather. När man ersätter Z2 med Z3 harman i stället Hammingkoderna av längder (1/2)(3n − 1) dvs man har sådana koder för 1, 4,13, 40,... mather. Det gör att man kan lösa problemet för det svenska tipset. Men problemetär inte löst för det engelska (antalet mather är 12). Det �nns ett ganska långt arbete där detvisas att lösningen av tipsproblemet för 5 mather är 27 (dvs man måste fylla i 27 tipsraderför att få 4 rätt på 5 mather). Men problemet är inte löst för 6 mather (möjligen är svaret81).Men låt oss avsluta med ett riktigt lönande oh realistiskt tips genom att betrakta fallet av4 mather. Om man vill ha 3 rätt på 4 mather så ger den naiva lösningen (dvs alla möjligatipsrader för 3 mather) svaret 27. Låt oss i stället ta Hammingmatrisen
H2,4 =

[
0 1 1 1
1 0 1 2

]oh lösa (över Z3) ekvationssystemet
x2 + x3 + x4 = 0,

x1 + x3 + 2x4 = 0.Man får lätt
x1 = 2x3 + x4,
x2 = 2x3 + 2x4.(observera att −1 = 2 ty 1 + 2 = 0). Nu väljer man godtykliga värden 0,1,2 på x3 oh x4 ohman räknar ut x1 oh x2.Man får 9 vektorer i Z4

3:
x3 x4 x2 x1

× × × ×
× 1 2 1
× 2 1 2
1 × 2 2
1 1 1 ×
1 2 × 1
2 × 1 1
2 1 × 2
2 2 2 ×

(12.1)



94 TIPSPROBLEMET(vi skriver × i stället för 0). Dessa 9 tipsrader ger 3 rätt på 4 mather. I själva verket harvarje kodord sin irkel bestående av 9 vektorer varvid 8 av dem skiljer sig från kodordet påett ställe. Vi har 9 sådana irklar dvs 9 · 9 = 81 vektorer i Z4
3 . Detta betyder att vi får allavektorer i Z4

3 så att varje vektor skiljer sig från ett kodord (12.1) på högst ett ställe. Alltså ärminst 3 mather av 4 rätt tippade. I stället för 27 tipsrader kan vi fylla i enbart 9 oh spara(i dagens priser) 18 kronor (om man bara inte spelar för myket!).Det faktum att Hamming-koderna kan tillämpas på tipsproblemet beror på deras ganskasällsynta egenskaper. De är så kallade perfekta koder. En t-felkorrigerande kod C ⊆ Zn
pkallas perfekt om för varje vektor x ∈ Zn

p existerar exakt ett kodord a sådant att avståndetmellan x oh a är högst t. Vi har utnyttjat den egenskapen �era gånger (med t = 1) undervår diskussion av tipsproblemet. Perfekta koder har studerats myket intensivt oh ett avde viktigaste resultaten om sådana koder visades 1973 av A. Tietäväinen. Med ledning avtidigare resultat av J.H. van Lint visade han att alla ike-triviala perfekta koder har exaktsamma antal kodord, längd oh felkorrigeringsförmåga som Hamming-koderna eller en av tvåså kallade Golay-koder med standardbetekningar G11 oh G23. De två Golay-koderna tillhörde mest intressanta bland alla kända koder. Koden G11 består av 36 kodord i Z11
3 oh korrigerar2 fel. Dessa parametrar gör att koden är myket lämplig i tipssammanhang. Dess matris kanges på följande form:

G11 =




1 0 0 0 0 0 2 2 2 2 2
0 1 0 0 0 0 2 2 1 1 0
0 0 1 0 0 0 2 1 2 0 1
0 0 0 1 0 0 1 2 0 2 1
0 0 0 0 1 0 1 0 2 1 2
0 0 0 0 0 1 0 1 1 2 2


Kodorden är alla 36 lösningar i Z11

3 till ekvationssystemet bestående av 6 ekvationer med 11obekanta vars koe�ienterna utgörs av raderna i denna matris. Man får säkert 9 rätt på 11mather vid användningen av den koden. Koden G23 består av 212 kodord i Z23
2 oh korrigerar3 fel.



Kapitel 13
POLYNOMKODER
Vi ägnar detta avsnitt åt konstruktioner av en stor klass av riktigt bra koder � s k BCH-koder∗.Konstruktionen bygger på våra tidigare kunskaper om koder, polynomringar oh kroppsutvidg-ningar. Vi börjar med en allmän de�nition av polynomkoder. BCH-koder hör just till den härklassen. Vi begränsar oss till polynom med koe�ienter i kroppen med 2 element, men poly-nomkoder kan konstrueras på liknande sätt med hjälp av andra polynomringar över ändligakroppar.Prinipen för konstruktion av polynomkoder är myket enkel: Man tolkar en binär följd somett polynom, t ex

101 7→ 1 · 1 + 0 · X + 1 · X2 = 1 + X2,

111 7→ 1 · 1 + 1 · X + 1 · X2 = 1 + X + X2,

1011 7→ 1 · 1 + 0 · X + 1 · X2 + 1 · X3 = 1 + X2 + X3,

0101 7→ 0 · 1 + 1 · X + 0 · X2 + 1 · X3 = X + X3.Därefter �xerar man ett polynom g(X) ∈ Z2[X] (ett generatorpolynom), oh man ordnar moten dataföljd i form av ett polynom p(X) ∈ Z2[X] dess kodpolynom p(X)g(X). Koe�ienternaav produkten ger kodordet.(13.1) Exempel. Låt g(X) = 1 + X + X2. För att kodera 1011 tolkar vi den följden sompolynomet p(X) = 1 + X2 + X3 oh räknar ut produkten p(X)g(X) = (1 + X2 + X3)(1 +
X + X2) = 1 + X + X5, dvs mot 1011 svarar kodordet 110001. �Helt allmänt antar vi följande de�nition:

∗Dessa koder konstruerades av R. C. Bose, D. K. Ray-Chaudhuri (1960) oh A. Hoquenghem (1959).95



96 POLYNOMKODER(13.2) De�nition. Med en (m,n)-polynomkod C ⊆ Zn
2 med generatorpolynomet

g(X) = a0 + a1X + . . . + akX
k, där k = n − m, menas den kod som man får då varjedataföljd x0x1 . . . xm−1 betraktas som ett polynom

p(X) = x0 + x1X + x2X
2 + . . . + xm−1X

m−1oh man mot p(X) ordnar produkten p(X)g(X) vars koe�ienter sedan tolkas som ett kodordav längden n. �(13.3) Exempel. För att de�niera en (2, 5)-kod C ⊆ Z5
2 måste man ha ett polynom g(X)av grad k = 5 − 2 = 3. Tag t ex g(X) = 1 + X + X3. Då är

x0x1 7→ x0+x1X 7→ (x0+x1X)(1+X+X3) 7→ y0+y1X+y2X
2+y3X

3+y4X
4 7→ y0y1y2y3y4,där y0 = x0, y1 = x0 + x1, y2 = x1, y3 = x0, y4 = x1. Alltså

00 7→ 00000,

01 7→ 01101,

10 7→ 11010,

11 7→ 10111.

�(13.4) Anmärkning. Polynomkoder är gruppkoder. Samma e�ekt som multiplikation med
1 + X + X3 kan man nå genom att multipliera med en lämplig (5 × 2)-matris. En sådangeneratormatris i exempel (13.3) är:

G =




1 0
1 1
0 1
1 0
0 1




.

Allmänt kontrollerar man utan större problem att multiplikation av polynom:
x0 + x1X + . . . + xm−1X

m−1 7→ (x0 + x1X + . . . + xm−1X
m−1)(a0 + a1X + . . . + akX

k)ger samma resultat som matrismultiplikation:



(13.7) 97



x0

x1...
xm−1


 7→




a0 0 · · · 0
a1 a0 · · · 0
a2 a1 · · · 0... ... ...
· · · · · a0

· · · · · a1... ... ...
ak ak−1 · · · ·
0 ak · · · ·... ... · · · ...
0 0 · · · ak







x0

x1...
xm−1


 .

Generatormatrisen för koden får man alltså genom att skriva ut koe�ienterna för genera-torpolynomet i första kolonnen oh sedan �ytta dem neråt ett steg i taget tills man får en
(n × m)-matris. �(13.5) Anmärkning. En polynomkod C ⊆ Zn

2 med ett generatorpolynom g(X) de�nieraren linjär transformation p(X) 7→ p(X)g(X) från vektorrummet av alla polynom vars grad är
≤ m−1 till vektorrummet av alla polynom vars grad är ≤ n−1. Generatormatrisen G är justtransformationsmatrisen i basen 1,X, . . . ,Xm−1 för det första rummet oh 1,X, . . . ,Xn−1 fördet andra. �För att kunna konstruera BCH-koder behöver vi polynom i ringen Z2[X] som har en spe-iell egenskap. Låt oss repetera från avsnittet om kroppsutvidgningar att restringen K =Z2[X]/(p(X)) = Z2[α], där α = [X]p(X), är en kropp då oh endast då polynomet p(X) ärirreduibelt. De polynom som vi är intresserade av har följande egenskap:(13.6) De�nition. Man säger att ett irreduibelt polynom p(X) ∈ Z2[X] är primitivt omvarje nollskilt element i kroppen K = Z2[X]/(p(X)) = Z2[α] är en potens av α. �Man kan okså uttryka den egenskapen så att den multiplikativa gruppen K∗ = K \ {0}genereras av α †. Låt oss betrakta ett exempel:(13.7) Exempel. Vi skall visa på två olika sätt att polynomet X3 + X + 1 är primitivt. Låt
K = Z2[X]/(X3 + X + 1) = Z2[α], där α3 + α + 1 = 0 dvs α3 = 1 + α. Kroppen K har 8element a + bα + cα2, där a, b, c ∈ Z2. Vi har följande potenser av α: α1 = α, α2, α3 = 1 + αoh vidare suessivt:

†Varje ändlig delgrupp till den multiplikativa gruppen i en kropp K är yklisk, dvs den består av potensernaav ett �xt element. Vi kommer inte att bevisa eller behöva denna sats.



98 POLYNOMKODER
α4 = α + α2,
α5 = α2 + α3 = 1 + α + α2,
α6 = α + α2 + α3 = 1 + α2,
α7 = α + α3 = 1.Detta visar att vi verkligen får 7 olika potenser av α, dvs alla nollskilda element i K.Nu ger vi ett annat bevis som inte bygger på beräkningar: Eftersom K∗ är en grupp med 7element måste den vara yklisk (7 är ett primtal). Dessutom genereras den av ett godtykligtelement 6= 1. Alltså ger potenserna av α alla element i K∗. �(13.8) Anmärkning. Om p(X) är ett irreduibelt polynom av r-te graden så består krop-pen K = Z2[X]/(p(X)) = Z2[α] av 2r element (se kapitlet Kroppsutvidgningar). Detta bety-der att polynomet p(X) är primitivt om dess nollställe α har ordningen 2r − 1 i gruppen K∗.Gruppen K∗ =< α > består av potenserna α,α2, . . . , α2r−2, α2r−1 = 1. Observera att allanollskilda element i kroppen K är lösningar till ekvationen X2r−1 − 1 = 0 eftersom antaletelement i gruppen K∗ är just 2r − 1. �Eftersom primitiva polynom har en stor betydelse för konstruktioner av BCH-koder �nns detomfattande tabeller av sådana polynom. Vi ger här en myket kort tabell som vi kan utnyttjaför våra kodkonstruktioner.(13.9) Primitiva polynom av grad ≤ 5:

n = 2 : 1 + X + X2,

n = 3 : 1 + X + X3, 1 + X2 + X3,

n = 4 : 1 + X + X4, 1 + X3 + X4,

n = 5 : 1 + X2 + X5, 1 + X3 + X5, 1 + X + X2 + X3 + X5, 1 + X + X2 + X4 + X5,

1 + X + X3 + X4 + X5, 1 + X2 + X3 + X4 + X5.

�Nu är vi beredda att de�niera BCH-koder.(13.10) De�nition av BCH-koder. Med en BCH-kod menar man en kod som är konstru-erad på följande sätt:



(13.14) 991. Man bestämmer det minimiavstånd 2t + 1 mellan kodorden som man vill ha oh ett heltal
r sådant att 2r > 2t + 1.2. Man väljer ett primitivt polynom g1(X) av grad r oh dess nollställe α ∈ K, där K =Z2[X]/(p(X)) = Z2[α].3. Man bestämmer irreduibla polynom g2(X), g3(X), . . . g2t(X) som har α2, α3, . . . , α2t somsina nollställen.4. Man räknar ut produkten g(X) av olika polynom bland gi(X), för i = 1, . . . , 2t5. Man de�nierar den (m,n)-polynomkod C ⊆ Zn

2 , där n = 2r−1 oh m = 2r−1−grad(g(X)),som genereras av polynomet g(X).(13.11) Anmärkning. Man kan visa att det �nns primitiva polynom av varje given grad såatt valet av polynomet g1 i punkt 2 alltid är möjligt. Man kan okså visa att polynomet g(X)konstruerat i punkten 4 alltid har grad mindre än 2r − 1 (se övning 13.9). �(13.12) Huvudsatsen om BCH-koder. Vikten av en BCH-kod konstruerad i enlighet medde�nitionen (13.10) är minst 2t + 1 oh antalet kontrollsymboler i den (dvs graden av genera-torpolynomet g(X)) är högst tr.Innan vi bevisar satsen ger vi ett exempel.(13.13) Exempel. Vi skall konstruera en kod med minimiavståndet mellan kodorden likamed 5. Man måste välja r så att 2r > 2·2+1 = 5. Vi väljer r = 4 oh g1(X) = 1+X3+X4. Låt
K = Z2[X]/(g1(X)) = Z2[α]. Vi har g1(α) = 0. Den likheten medför att g1(α

2) = g1(α
4) = 0.I själva verket gäller det att om h(X) är ett godtykligt polynom oh β är dess nollställe, såär okså β2 dess nollställe, ty om h(X) = a0 + a1X + . . . + asX

s så är
h(β2) = a0 + a1β

2 + a2(β
2)2 + . . . + as(β

2)s =
= [a0 + a1β + a2β

2 + . . . + asβ
s]2 = h(β)2 ‡.

(13.14)Eftersom g1(α) = g1(α
2) = g1(α

4) = 0, så är g1(X) = g2(X) = g4(X). Vi måste beräknapolynomet g3(X) som har α3 som sitt nollställe. Vi vet att graden av g3(X) är mindre än ellerlika med 4, dvs α3 är ett nollställe till ett av polynomen 1 + X + X2, 1 + X + X3, 1 + X2 +
X3, 1 + X + X4, 1 + X3 + X4 eller 1 + X + X2 + X3 + X4 (se (13.9)). Att bestämma vilketpolynom bland dessa som har α3 som sitt nollställe (det �nns enbart ett enligt övning 13.8)är något arbetsamt, men enkelt. Vi vet att α är ett nollställe till g1(X), dvs α4 + α3 + 1 = 0.Alltså har vi:

‡Här utnyttjar vi märkliga egenskaper hos aritmetiken modulo 2. Eftersom 1 + 1 = 0, dvs 2 = 0, har vi
(x1 + x2 + . . . + xs)

2 = x
2
1 + x

2
2 + . . . + x

2
s.Dessutom har vi a2

i = ai, ty ai = 0 eller 1.
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α4 = 1 + α3.Vi utnyttjar den likheten oh räknar ut andra potenser av α:

α5 = α · α4 = α + α4 = 1 + α + α3,

α6 = α · α5 = α + α2 + α4 = 1 + α + α2 + α3,

α7 = α · α6 = α + α2 + α3 + α4 = 1 + α + α2,

α8 = α · α7 = α + α2 + α3,

α9 = α · α8 = α2 + α3 + α4 = 1 + α2,

α10 = α · α9 = α + α3,

α11 = α · α10 = α2 + α4 = 1 + α2 + α3,

α12 = α · α11 = α + α3 + α4 = 1 + α.Vi avbryter här eftersom den högsta potens av α som vi behöver är α12 (α3 kan vara ettnollställe till ett polynom vars grad är högst lika med 4) men det �nns inte många potenserkvar, ty α15 = 1 (varför?). Nu kan vi lätt kontrollera att α3 är ett nollställe till 1 + X + X2 +
X3 + X4:

1 + α3 + (α3)2 + (α3)3 + (α3)4 = 1 + α3 + α6 + α9 + α12 =

1 + α3 + (1 + α + α2 + α3) + (1 + α2) + (1 + α) = 0,ty 1 + 1 = 2 = 0. Om vi inte har tur att hitta det rätta polynomet med en gång, kan vi prövaoss fram. T ex visar vi att α3 inte är ett nollstället till 1 + X + X4. Antag motsatsen, dvs
1 + α3 + (α3)4 = 1 + α3 + α12 = 1 + α3 + (1 + α) = α + α3 = α(1 + α2) = α(1 + α)2 = 0.Alltså är α = 0 eller α = 1. Detta strider mot likheten 1 + α3 + α4 = 0 som α uppfyller, ty

α = 0 eller α = 1 ger 1 = 0.Nu kan vi avsluta vår konstruktion genom att beräkna produkten g(X) av olika polynombland g1(X), g2(X), g3(X) oh g4(X), dvs
g(X) = g1(X)g3(X) = (1 + X3 + X4)(1 + X + X2 + X3 + X4) = 1 + X + X2 + X4 + X8Polynomet g(X) genererar en (7,15) BCH-kod C ⊆ Z15

2 som korrigerar minst 2 fel, där



(13.15) 101
x0x1 . . . x6 7→ p(X) = x0 + x1X + . . . + x6X

6 7→ p(X)g(X) =

= y0 + y1X + . . . + y14X
14 7→ y0y1 . . . y14.T ex

1010001 7→ 1 + X2 + X6 7→ (1 + X2 + X6)(1 + X + X2 + X4 + X8) =

= 1 + X + X3 + X7 + X14 7→ 110100010000001.

�(13.15) Bevis av huvudsatsen om BCH-koder. Kodorden har formen p(X)g(X), där
p(X) har grad < m. Detta innebär att varje kodpolynom är lika med 0 då man sätter in
X = α,α2, . . . , α2t (ty α,α2, . . . , α2t är nollställen till polynomet g(X) som är delbart med
g1(X), g2(X), . . . , g2t(X)). Vi påstår att p(X)g(X), p 6≡ 0§, måste ha minst 2t+1 koe�ientersom är lika med 1, dvs minimivikten av kodorden är minst 2t+1. Låt oss anta motsatsen, dvsatt för något p(X), p 6≡ 0, är

p(X)g(X) = x1X
r1 + x2X

r2 + . . . + x2tX
r2t , r1 < r2 < . . . < r2t ≤ n − 1,där xi = 0 eller 1 oh inte alla xi är = 0. Om man sätter in X = α,α2, . . . , α2t, får man ettlinjärt homogent ekvationssystem:

αr1x1 + αr2x2 + · · · + αr2tx2t = 0,
(α2)r1x1 + (α2)r2x2 + · · · + (α2)r2tx2t = 0,...
(α2t)r1x1 + (α2t)r2x2 + · · · + (α2t)r2tx2t = 0.Systemet har 2t ekvationer med 2t obekanta oh en ike-trivial lösning x1, x2, . . . , x2t. Alltsåmåste systemets determinant

∣∣∣∣∣∣∣∣

αr1 αr2 . . . αr2t

(α2)r1 (α2)r2 . . . (α2)r2t

. . . . . . . . . . . .
(α2t)r1 (α2t)r2 . . . (α2t)r2t

∣∣∣∣∣∣∣∣vara lika med 0. Denna determinant är ett speialfall av en myket känd determinant:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2 . . . xm

x2
1 x2

2 . . . x2
m... ... ...

xm
1 xm

2 . . . xm
m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= x1x2 · · · xm

∏

1≤i<j≤m

(xi − xj)

§Med p 6≡ 0 beteknar vi ett polynom som inte är lika med nollpolynomet.



102 POLYNOMKODERsom kallas Vandermondes determinant. Här är x1 = αr1 , x2 = αr2 , . . . , xm = αrm , m = 2t.Eftersom alla potenser αr1 , αr2 , . . . , αr2t är olika (se (13.8)) får vi att determinanten är skildfrån 0. Den motsägelsen som visar att vikten av kodorden måste vara ≥ 2t + 1.Enligt (13.14) har vi gj(α
2j) = gj(α

j)2 = 0 så att g2j(X) = gj(X). Alltså när man räknarpolynomet g(X), kan man stryka minst hälften av polynomen g1(X), g2(X), . . . , g2t(X). Pro-dukten av de återstående har graden ≤ t ·r, eftersom antalet polynom är t oh graden av varjepolynom gj(X) är ≤ r (se övning 13.9(b)). Alltså är graden av g(X) ≤ tr.(13.16) Anmärkning. BCH-koder av måttlig längd (några tusen symboler i kodorden) till-hör de bästa bland alla kända koder. Om man jämför hastigheten 7/15 av koden ur exempel(13.13), med hastigheten 1/5 av den repetitionskod som korrigerar 2 fel genom att upprepavarje information 5 gånger, så är skillnaden märkbar. Om man vill korrigera 2 fel i informa-tionsföljder av längden 7 med hjälp av repetitionskoden måste man sända 35 signaler medanden konstuerade BCH-koden enbart behöver 15 signaler! En av de första BCH-koder som hadestora tillämpningar var en (92, 127)-kod med generatorpolynomet
g(X) = (1 + X + X7)(1 + X + X2 + X3 + X7)(1 + X2 + X3 + X4 + X5 + X7)

(1 + X + X2 + X4 + X5 + X6 + X7)(1 + X + X2 + X3 + X4 + X5 + X7).Den korrigerar 5 fel oh dess hastighet är 92/127 (jämför med 1/11 för den repetitionskodsom korrigerar 5 fel!). Det räker att endast sända 127 signaler i stället för 11 · 92 = 1012 dåman repeterar varje information 11 gånger. Här följer en liten tabell med några exempel påkända BCH-koder:
m n t m n t

4 7 1 36 63 5
30 63 6

11 15 1 24 63 7
7 15 2 18 63 10
5 15 3

92 127 5
26 31 1 64 127 10
21 31 2
16 31 3 231 255 3
11 31 5 215 255 5
6 31 7 139 255 15

�Vi skall avsluta detta avsnitt med ett exempel som visar hur man kan få Hammingkodernasom ett speialfall av BCH-koder.



ÖVNINGAR 103(13.17) Exempel. Om man vill ha en kod av vikten ≥ 3, så måste man välja r så att
2r > 3, dvs r ≥ 2. Detta innebär att man kan välja ett godtykligt primitivt polynom g1(X)av grad r ≥ 2. Eftersom g2(X) = g1(X) (som vanligt), så är g(X) = g1(X). Vi får alltså en
(m,n)-kod C ⊆ Zn

2 , där m = 2r − 1 − r oh n = 2r − 1, som korrigerar 1 fel. Detta är heltenkelt Hammingkoden, ty kontrollmatrisen för den koden har n = 2r − 1 olika kolonner ohalla dessa kolonner har längden r � det �nns bara en sådan matris (så när som på omkastningav kolonnernas ordningsföljd). Sådana matriser de�nierar just Hammingkoderna (se Kapitel11). Om t ex g(X) = 1 + X + X3, då får vi C ⊂ Z7
2, där den generatormatris som svarar mot

g(X) är (se (13.4))
G =




1 0 0 0
1 1 0 0
0 1 1 0
1 0 1 1
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1




.

�ÖVNINGAR13.1. De�niera en (3,6)-polynomkod C ⊆ Z6
2. Ange generatorpolynomet oh skriv ut allakodord.13.2. Skriv ut alla kodord för den (m,n)-kod C ⊆ Zn

2 som genereras av polynomet g(X) dåa) g(X) = 1 + X + X2, m = 3.b) g(X) = 1 + X2 + X3, n = 6.De�niera dessa koder som matriskoder (välj lämpliga generatormatriser).13.3. Konstruera alla möjliga BCH-koder med hjälp av polynomet g1(X) = 1 + X + X3.13.4. Låt K = Z2[X]/(X4 + X + 1) = Z2[α], där α = [X].(a) Motivera att α genererar gruppen K∗.(b) Visa att 1 + X + X2 + X3 + X4 är irreduibelt oh α3 är dess nollställe.() Konstruera BCH-koder som korrigerar 1, 2 oh 3 fel med hjälp av polynomet g1(X) =
1 + X + X4.13.5. (a) Kontrollera att polynomen i (13.9) verkligen är primitiva.(b) Visa att polynomet 1 + X + X2 + X3 + X4 inte är primitivt.13.6. Konstruera en (m, 15)-BCH-kod som korrigerar 3 fel med så stort m som möjligt.13.7. Låt C ⊆ Zn

2 vara en (m,n)-polynomkod som genereras av ett polynom g(X) sådant att
g(1) = 0. Visa att vikten av den koden är jämn.



104 POLYNOMKODER13.8. Minimalpolynom. Låt K ⊆ L vara två kroppar oh α ∈ L ett nollställe till ett irreduibeltpolynom g(X) ∈ K[X] med högsta koe�ienten lika med 1.(a) Visa att g(X) är en delare till varje polynom h(X) ∈ K[X] som har α som ettnollställe (så att g(x) har minsta möjliga grad bland alla polynom i K[X] som har αsom sitt nollställe).(b) Visa att två olika irreduibla polynom i K[X] med högsta koe�ienter lika med 1saknar gemensamma nollställen i L.Anmärkning. Polynomet g(X) i (a) kallas minimalpolynomet för α över K. T ex är
X2 − 2 minimalpolynomet för √2 över de rationella talen13.9. Låt p(X) ∈ Z2[X] vara ett irreduibelt polynom av grad r oh K = Z2[X]/(p(X)) =Z2[α]. Låt β ∈ K∗.(a) Visa att β är ett nollställe till X2r−1−1 oh följaktligen till ett irreduibelt polynom
g(X) ∈ Z2[X] som dividerar X2r−1 − 1. Motivera okså att g(X) är minimalpolynometför β över Z2 (se förra övningen).(b) Låt g(X) vara minimalpolynomet för β över Z2. Visa att graden av g(X) är ≤ r.Ledning. Observera att 1, β, β2, . . . , βr måste vara linjärt beroende över K därför attdimensionen av K som vektorrum över Z2 är lika med r (se kapitlet Kroppsutvidgningar).Anmärkning. Man kan visa att graden av g(X) t o m är en delare till r.() Motivera att polynomet g(X) i punkten 4 av de�nitionen (13.10) har graden < 2r−1.



Kapitel 14
NÅGOT OM KRYPTERING
Behovet av att skydda information har funnits myket länge, men först i samband med utvek-lingen av datatekniken har det blivit ett allmänt problem för alla moderna samhällen. Storadatamängder måste ofta skyddas från obehörigt intrång med hjälp av en lämplig kryptering.Krypteringsproblemet är myket mera komplierat matematiskt än rent tekniskt. Situationenkan beskrivas så att det �nns två mängder: mängden av meddelanden X oh mängden avderas krypterade motsvarigheter Y . Det �nns två funktioner:

E : X −→ Y oh D : Y −→ X.Den första E är krypteringsfunktionen, oh den andra, D är dekrypteringsfunktionen. E kryp-terar x till E(x), oh D dekrypterar E(x) till x, dvs (D ◦E)(x) = D(E(x)) = x (E oh D ärvarandras inverser). Problemet är att konstruera E oh D på ett sådant sätt att E är relativtenkel att de�niera, oh D är myket svår att rekonstruera av den som inte har tillgång tilldess de�nition.Mera formellt kan X betraktas som mängden av informationsvektorer a = a1a2 . . . an, där aitillhör en ring R (t ex Z2, dvs ai = 0 eller 1). En krypteringsfunktion ersätter a med en vektor
a′ = a′1a

′
2 . . . a′m tillhörande mängden Y . Man kan inte konstruera a′ helt slumpmässigt därföratt det måste �nnas ett e�ektivt sätt att få tillbaka a. Samtidigt måste övergången från a′ tilla vara komplierad för att göra det myket svårt för obehöriga att komma åt a.Låt oss börja med ett exempel som är drygt 2000 år gammalt:(14.1) Exempel. (Caesarkrypto∗) Låt oss numrera alla bokstäver (för enkelhets skull idet engelska alfabetet) med 0, 1, 2, . . . , 25:

∗Detta krypto användes av Julius Caesar. 105



106 NÅGOT OM KRYPTERING
A B C D E F G H I J K L M
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

N O P Q R S T U V W X Y Z
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25Caesarkryptot är de�nierat som en funktion E(x) = x + a, där x, a ∈ Z26 (dvs man adderarmodulo 26). Tag t ex a = 3. Då är E(x) = x+3 så att E(0) = 3, E(1) = 4, E(24) = 2, . . ., dvs

A krypteras till D, B till E, Y till C osv. Ordet MATEMATIK förvandlas till PDWHPDWLN.Dekrypteringen är myket enkel. Man kan använda dekrypteringsfunktionen D(x) = x + 23därför att D är inversen till E dvs:
x 7−→ x + 3 7−→ (x + 23) + 3 = x.Med andra ord D(E(x)) = x vilket följer ur likheten 23 + 3 = 0. Till exempel dekrypterasPDW, dvs 15,3,22, till 15 + 23 = 12, 3 + 23 = 0, 22 + 23 = 19, dvs MAT. �Caesarkryptot är myket enkelt oh kan knappast uppfylla dagens krav på säkra krypteringssy-stem. Men själva krypteringsmetoden visar vikten av en algebraisk struktur vid konstruktionerav krypterings- oh dekrypteringsfunktioner.Vi skall beskriva några krypteringstekniker som bygger på restaritmetiker, dvs grupper ohringar relaterade till Zn. För att kunna göra det behöver vi två myket berömda satser urtalteorin.Vi vet redan att Zn är en grupp med avseende på addition modulo n. LåtZ∗

n = {r ∈ Zn : SGD(r, n) = 1}.T ex är Z∗
4 = {1, 3}, Z∗

5 = {1, 2, 3, 4} oh Z∗
6 = {1, 5}. Vi vet att Z∗

n är grupper med avseendepå multiplikation modulo n (se Prop. (5.5)). Ordningen |Z∗
n| beteknas med ϕ(n). Funktionen

ϕ(n) kallas Eulers funktion. Man har alltså
ϕ(n) = antalet heltal r sådana att 0 ≤ r < n oh SGD(r, n) = 1.De�nitionen ger ϕ(1) = 1, ϕ(2) = 1, ϕ(3) = 2, ϕ(4) = 2, ϕ(5) = 4, ϕ(6) = 2, ϕ(7) = 6,

ϕ(8) = 4, ϕ(9) = 6, ϕ(10) = 4 osv, jfr Prop (5.8).



(14.4) 107(14.2) Eulers sats†. Låt a oh n ≥ 1 vara heltal sådana att SGD(a, n) = 1. Då gäller
aϕ(n) ≡ 1 (mod n).Bevis. ϕ(n) är ordningen av gruppen Z∗

n. För varje element r i denna grupp gäller alltså
rϕ(n) = 1. Villkoret SGD(a, n) = 1 säger att a ≡ r (mod n) för något r ∈ Z∗

n. Alltså är
aϕ(n) ≡ rϕ(n) ≡ 1 (mod n). �Ett myket viktigt speialfall av Eulers sats får man då n = p är ett primtal. I sådant fallär ϕ(p) = p − 1 ty Z∗

p = {1, 2, . . . , p − 1} (alla element r i Zp med undantag av 0 uppfyller
SGD(r, n) = 1).(14.3) Fermats lilla sats‡. Låt a vara ett heltal oh p ett primtal. Då är

ap ≡ a (mod p).Bevis. Om p|/a (dvs SGD(a, p) = 1) så är p|ap−1−1 enligt Eulers sats. Alltså gäller p|ap−a =
a(ap−1 − 1) både då p|/a oh p|a. �För våra tillämpningar behöver vi en generalisering av Fermats lilla sats:(14.4) Sats. Låt n = p1p2 · · · pk vara en produkt av olika primtal. Då är

aϕ(n)+1 ≡ a (mod n).Bevis. Vi har ϕ(n) = (p1 − 1)(p2 − 1) . . . (pk − 1) enligt Proposition (5.8). Om pi|/a så är
aϕ(n) − 1 = (a

ϕ(n)
pi−1 )pi−1 − 1delbart med pi enligt Eulers sats ty pi|/a

ϕ(n)
pi−1 . Alltså är pi|a(aϕ(n) − 1) = aϕ(n)+1 − a både då

pi|a oh pi|/a. Men p1, p2, . . . , pk är olika primtal så att n = p1p2 · · · pk|aϕ(n)+1 − a. �Nu kan vi diskutera den mest kända av alla krypteringsmetoder, vilken kallas RSA-krypterings-system. RSA kommer från namnen Rivest, Shamir, Adleman. Dessa matematiker publieradesystemet 1978. Grunden för RSA-systemet är följande sats:
†Leonard Euler 1707 - 1783.
‡Pierre Fermat 1601-1665.



108 NÅGOT OM KRYPTERING(14.5) Sats. Låt n = p1p2 · · · pk där pi är olika primtal. Låt e vara ett positivt heltal sådantatt SGD(e, ϕ(n)) = 1 oh låt d uppfylla kongruensen ed ≡ 1 (mod ϕ(n)). Då har funktionen:
E : Zn −→ Zn ,där E(r) = re, inversen
D : Zn −→ Zn ,där D(r) = rd.Bevis. Vi vet att förutsättningen SGD(e, ϕ(n)) = 1 garanterar att d existerar ty Z∗

ϕ(n) är engrupp. För att visa att D är inversen till E kontrollerar man att D ◦ E är identiteten på Zndvs (D ◦ E)(r) = red = r. Men ed = 1 + q · ϕ(n), q ≥ 1 så att:
(D ◦ E)(r) = r1+qϕ(n).Vi visar induktivt att r1+qϕ(n) = r. Likheten gäller då q = 1 enligt (14.4). Antag att

r1+(q−1)ϕ(n) = ri Zn. Då är
r1+qϕ(n) = r1+ϕ(n)+(q−1)ϕ(n) = r1+ϕ(n)r(q−1)ϕ(n) = r · r(q−1)ϕ(n) = r1+(q−1)ϕ(n) = r.Alltså gäller likheten r1+qϕ(n) = r för alla q dvs (D ◦ E)(r) = r då r ∈ Zn. �(14.6) RSA-kryptering. Vi ger en beskrivning av metoden enbart då n = pq är en produktav två olika primtal. Metoden fungerar på samma sätt då n är produkt av ett godtykligtantal olika primtal.

(a) Välj två olika primtal p, q oh beräkna n = pq (p, q är vanligen myket stora, säg avstorleksordningen 10100).

(b) Beräkna ϕ(n) = (p − 1)(q − 1) oh välj e så att SGD(e, ϕ(n)) = 1. Beräkna även d såatt ed ≡ 1 (mod ϕ(n))(d räknas med hjälp av Euklides algoritm � se kapitlet �Delbarhet ohprimtal�).
(c) Publiera n, e oh en �ordbokför översättning av meddelanden till r ∈ Zn (t ex A = 10,
B = 11, . . . , Z = 35 då n > 35).

(d) Den som vill sända meddelanden till Dig krypterar med hjälp av (den kända) funktionen
E(r) = re. Du är den ende (förhoppningsvis) som kan dekryptera med hjälp av funktionen
D(r) = rd(d är hemligt oh (D ◦ E)(r) = D(re) = red = r enligt (14.5)).



(14.10) 109(14.7) Exempel. Klartext ALGEBRA kodat med A = 10, B = 11, . . . , Z = 35 är1021, 1614, 1127, 10.Låt n = pq = 47 ·167 = 7849. Då är ϕ(n) = 46 ·166 = 7636. Låt oss välja e = 29 (SGD(29, 46 ·
166) = 1). Då är e−1 = 29−1 = 4213 (i Z∗

ϕ(n)). Kryptering enligt RSA-metoden ger:1178, 1929, 3383, 4578,dvs 102129 ≡ 1178 (mod 7849) osv. Vid dekryptering räknar man: 11784213 ≡ 1021 (mod7849) osv. �(14.8) Anmärkning. RSA-systemet tillhör s.k. öppen-nykelkrypton dvs krypteringsfunk-tionen E är allmänt känd. Vad gör den som vill beräkna inversen D = E−1 ? För att beräkna
d måste man lösa ekvationen ed ≡ 1 (mod ϕ(n)). För att göra det måste man känna ϕ(n).För att beräkna ϕ(n) = (p − 1)(q − 1) måste man (med all sannolikhet) känna p oh q. Menför att få p oh q ur n = pq (som är känt) måste man faktorisera n. Faktoriseringsproblemetär myket svårt att lösa. De bästa kända algoritmerna för primtalsfaktorisering av ett heltal nkräver :a n1/5 räkneoperationer om man vill hitta en primfaktor till n. Om p, q ≈ 10100 så är
n ≈ 10200. Om en räkneoperation tar 1µs så krävs det 1040µs ≈ 3 · 1026 år för att genomföraberäkningarna för n (106 datorer var oh en kapabel att utföra en räkneoperation på 1µsskulle behöva 3 · 1020 år för att klara dessa beräkningar!). Men det �nns inte något bevis attfaktororiseringsproblemet är så pass svårt. Det är alltså möjligt att det �nns bättre algoritmersom inte är kända nu. Å andra sidan ökar datorernas beräkningskapaitet dramatiskt ohredan nu är man myket försiktig med valet av p oh q §. �(14.9) Anmärkning. RSA-systemet kan även användas för äkthetskontroll. Den som känner
D (se (14.6)) kan signera dokument med D(r) = rd. Den som vill kontrollera äktheten avsignaturen räknar ut E ◦ D(r) = rde = r (E är allmänt känd). �Vi skall beskriva några andra krypteringsmetoder.(14.10) Hillkryptot ¶. Låt R = Zn oh låt H vara en (N ×N)−matris vars element tillhörZn oh sådan att det(H) ∈ Z∗

n . En sådan matris har invers H−1 (den kan beräknas på sammasätt som inversen till en reell matris). Låt
E : ZN

n −→ ZN
n

§Nyligen visades att man ibland kan forera RSA-kryptot i sådana fall som tidigare uppfattades som omöj-liga att klara.
¶L.S. Hill publierade sina arbeten om detta krypto 1929-1931.



110 NÅGOT OM KRYPTERINGdär E(x) = Hx för x = (x1, . . . , xN )t ∈ ZN
n . E är en isomor�sm eftersom E har inversen

D : ZN
n −→ ZN

ndär D(x) = H−1x (dvs (E ◦ D)(x) = E(Hx) = H−1Hx = x).Låt oss betrakta ett exempel då n = 26 oh
E : Z2

26 −→ Z2
26,där

E([ab ]) =
[
2 1
23 24

]
[ab ] =

[
2a+b
23a+24b

]
.Genom att översätta A = 0, B = 1, . . . , Z = 25 kan man kryptera par av bokstäver:

E(AL) = E(
[
0
11

]
) =

[
2 1
23 24

] [
0
11

]
=

[
11
4

]
= LE.Dekrypteringen sker med hjälp av H−1 = H (kontrollera att HH = I!). T.ex.

D(LE) = D(
[
11
4

]
) =

[
2 1
23 24

] [
11
4

]
=

[
0
11

]
= AL.Ofta väljer man H just så att H−1 = H. Då kan H användas som både krypterings- ohdekrypteringsnykel. En matris H sådan att H2 = I (identitetsmatrisen) kallas involutiv(eller involutionsmatris). När n = 26 oh N = 2 �nns det 736 sådana matriser, men för N = 3är deras antal 1 360 832. Det �nns �era varianter av Hillkryptot. Se vidare övningar. �(14.11) Merkle-Hellmans kappsäkskrypto‖. Låt a1, a2, . . . , an ∈ Zm oh w ∈ Z∗

m.De�niera
Ew : Zn

m −→ Zmså att
Ew(x) = x1wa1 + x2wa2 + · · · + xnwan = w(x · at),

‖R.C. Merkle oh M.E. Hellman publierade sina arbeten om detta krypto 1979 - 1982. 1982 visade A.Shamir att säkerheten av detta krypto är dålig.



ÖVNINGAR 111där x · at är skalärprodukten av x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Zn
m oh a = (a1, a2, . . . , an).Avbildningen Ew är en grupphomomor�sm ty

Ew(x + y) = w((x + y) · at) = w(x · at) + w(y · at) = Ew(x) + Ew(y),där x,y ∈ Zn
m. Funktionen Ew är inte injektiv på Zn

m (om n > 1) men om man lämpligt väljera som s.k. ordnad kappsäk så är den injektiv för vektorer x = (x1, x2, . . . , xn) sådana att
xi = 0 eller 1. Ett sådant val är t.ex. ai = 2i−1, i = 1, . . . , n oh m > 2n. Med ett hemligtval av w ∈ Z∗

m får man då ett Merkle-Hellmans kappsäkskrypto (a = (a1, a2, . . . , an) är enordnad kappsäk oh wa = (wa1, wa2, . . . , wan) är oordnad). Man dekrypterar med hjälp av
v ∈ Z∗

m , där vw ≡ 1(mod m) ty vEw(x) = vwx · at = x · at oh x · at bestämmer entydigt x.
�ÖVNINGARI alla övningar är A = 1, B = 2, . . . , Z = 26 oh mellanrum = 27.14.1. Låt n = 3 · 11 = 33.(a) Låt krypteringsnykeln vara e = 3. Kryptera DISKRET MATEMATIK.(b) Bestäm dekrypteringsnykeln d.() Dekryptera 19, 1, 4, 12, 26.14.2. För att kontrollera äktheten av dokument som skikas från MATEMATIK AB använderman krypteringsnykeln n = 221, e = 7 (känd för alla mottagare). Kontrollera äkthetenav ett dokument med signaturen:208, 1, 45, 112, 208, 1, 45, 76, 54.14.3. Låt H =

[
1 2
3 5

] oh låt E : M2(Z28) −→ M2(Z28)
∗∗, där E(X) = HX.(a) Visa att E är en grupphomomor�sm.(b) Man de�nierar ett Hillkrypto så att X =

[
a b
c d

] svarar mot 4 bokstäver a, b, c, di en klartext. Kryptera TEXT oh konstruera en dekrypteringsfunktion
D : M2(Z28) −→ M2(Z28)(inversen till E). Dekryptera: [
19 18
21 27

]
.

∗∗M2(R) beteknar alla 2 × 2-matriser med element i R.
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Kapitel 15
BOOLESKA ALGEBROR
(15.1) De�nition. Men en Boolesk algebra menar man en mängd B med addition ohmultiplikation som mot x, y ∈ B ordnar deras summa x + y ∈ B oh deras produkt xy ∈ Bsamt konjugering som mot x ∈ B ordnar dess konjugat x̄ ∈ B, så att för varje x, y oh z ∈ B(a) x + y = y + x; xy = yx, (kommutativitet)(b) x + (y + z) = (x + y) + z; x(yz) = (xy)z, (assoiativitet)() x(y + z) = xy + xz; x + yz = (x + y)(x + z), (distributivitet)(d) Det �nns element 0, 1 ∈ B sådana att

x + 0 = x; x1 = x,
x + 1 = 1; x0 = 0,
x + x̄ = 1; xx̄ = 0,(e) x + y = x̄ȳ; xy = x̄ + ȳ, (de Morgans lagar)(f) =
x= x (involution)

�(15.2) Exempel. (a) Den enklaste Booleska algebran (av intresse) består av enbart tvåelement: B = {0, 1} med addition, multiplikation oh konjugat som de�nieras på följande sätt:
+ 0 1

0 0 1
1 1 1

· 0 1

0 0 0
1 0 1oh 0̄ = 1, 1̄ = 0. Den algebran kommer vi att betekna med B. Det �nns en ännu enklareBoolesk algebra: B = {0} med 0 + 0 = 0, 00 = 0 oh 0̄ = 0 (här är 0 = 1). Den kallas trivialoh är helt ointressant.(b) Låt U vara en �xerad mängd (universum) oh låt B bestå av alla delmängder till U . Vide�nierar addition i B som unionen A∪B, multiplikation i B som snittet A∩B oh konjugati B som komplementet Ā. Vi får då en Boolesk algebra om 0 beteknar den tomma mängden113



114 BOOLESKA ALGEBROR
∅ oh 1 hela mängden U . Det faktum att alla villkor (a) � (e) är uppfyllda följer direkt ohenkelt från räknelagar för mängder.() Om X är en mängd oh B är en Boolesk algebra så är det möjligt att konstruera en nyBoolesk algebra som består av alla funktioner f : X → B. Sådana funktioner kan man adderaoh multipliera:

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (fg)(x) = f(x)g(x)samt bilda konjugatet f̄ genom att de�niera f̄(x) = f(x). Lägg märke till att funktionsvärden
f(x) oh g(x) adderas, multiplieras oh konjugeras i B.Låt oss betrakta ett myket viktigt speialfall. Om X = Z2

2 är mängden av alla (binära)vektorer 00, 01, 10, 11 oh B den Booleska algebran ur exempel (15.2) (a), så ordnar varjefunktion f : Z2
2 → B antingen 0 eller 1 mot varje vektor x1x2, där xi ∈ {0, 1}. Vi känner �erasådana funktioner: AND, OR, NAND, NOR osv. Om vi t.ex. tar f = AND oh g = OR såhar vi funktionstabellerna:

x1 x2 f(x1, x2) g(x1, x2)

0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 1För dessa funktioner kan vi bilda f + g, fg oh f̄ , ḡ. Då är

x1 x2 (f + g)(x1, x2) (fg)(x1, x2) f̄(x1, x2) ḡ(x1, x2)

0 0 0 0 1 1
0 1 1 0 1 0
1 0 1 0 1 0
1 1 1 1 0 0Vi ser att f̄ = NAND oh ḡ = NOR.(15.3) De�nition. Om Zn

2 = mängden av alla binära vektorer x = x1x2 . . . xn av längden
n oh B är algebran ur exempel (15.2) (a) så kallar vi varje funktion f : Zn

2 → B för entransmissionsfunktion eller en Boolesk funktion. Den kan tolkas som en grind med ningångar x1, x2, . . . , xn oh en utgång y:



(15.4) 115
f

x1
x2... -

-

-

-xn

y

Mot varje uppsättning av signaler x1, x2, . . . , xn dvs mot varje binär vektor x = x1x2 . . . xnsvarar en signal y ∈ B dvs y = 0 eller 1. Den Booleska algebran av alla funktioner f : Zn
2 → Bkommer att beteknas med Fn. �(d)∗ Låt X vara mängden av 3 variabler; P,Q,R. Ur dessa tre variabler kan man bilda olikauttryk genom att använda ∧ (konjunktion), ∨ (disjunktion) oh ¬ (negation). Vi plaerarparenteser för att visa i vilken ordning tillämpar vi dessa operationer. På så sätt får vi t.ex.

P ∧ Q, (P ∧ Q) ∨ R,¬(P ∧ Q) ∨ R osv. Här kan vi känna igen induktionsmetoden: Vi har ettalfabet P,Q,R oh vi konstruerar de korrekta uttryken med hjälp av ∧,∨,¬ (P,Q,R är vårbas; om U1 oh U2 är välkonstruerade så är okså U1 ∧ U2, U1 ∨ U2,¬U1,¬U2). I mängden avalla så konstruerade uttryk identi�erar vi nu sådana som har exakt samma logiska värden förvarje val av de logiska värden 0, 1 för P,Q,R. T.ex. skall P ∧Q oh Q∧P identi�eras, ¬(P ∧Q)oh ¬P ∨¬Q likaså. Vi skall skriva P ∧Q = Q∧ P , ¬(P ∧Q) = ¬P ∨¬Q. Uttryket P ∧¬Pger alltid värdet 0. Vi skall skriva P ∧ ¬P = 0. På liknande sätt är P ∨ ¬P = 1. Nu kan vibilda en Boolesk algebra B. Den består av alla korrekta uttryk ur P,Q,R som vi identi�erari enlighet med vår konstruktion. I B adderar, multiplierar oh konjugerar vi med hjälp av
∧,∨ oh ¬. 1 beteknar alla tautologier oh 0 alla kontradiktioner. Detta exempel visar påsambandet mellan Booleska algebror oh satskalkylen. Man behöver inte starta med just trevariabler P,Q,R � man kan ta ett godtykligt antal variabler P1, P2, . . . , Pn oh upprepa helakonstruktionen. �Vi skall konentrera oss på exempel (15.2) () oh transmissionsfunktioner. Innan vi gör detskall vi analysera de�nitionen av Booleska algebror. Valet av axiomen (a) � (f) är ett av mångamöjliga. Dessa räknelagar möjliggör räkneoperationer oh implierar andra räknelagar. T.ex.
x + x = x, x + xy = x, x2 = x, x(x + y) = x osv. Sådana formler kan man härleda ur (a) �(f).(15.4) Exempel. Vi skall visa att x + x = x för varje element x i en Boolesk algebra. Vihar:

x + x = x1 + x1 = x(1 + 1) = x1 = x,där den första likheten gäller enligt (15.1) (d), den andra enligt (15.1) (), oh den tredje ohfjärde enligt (15.1) (d). �

∗Detta exempel är litet svårare oh man kan hoppa över det.



116 BOOLESKA ALGEBROR(15.5) Exempel. Visa att x + xy = x. Vi har:
x + xy = x1 + xy = x(1 + y) = x1 = x,där den första likheten gäller enligt (15.1) (d), den andra enligt (15.1) (), oh den tredje ohfjärde enligt (15.1) (d). �I själva verket är det t.o.m. möjligt att härleda en del av villkoren (a) � (f) ur de övriga. Vihar valt en sådan uppsättning av räknelagar för att inte ägna för myket tid åt att �leka medaxiomen� som i de två senaste exemplen. Det är ett intressant problem hur man kan begränsaantalet räknelagar i de�nitionen oh samtidigt kunna härleda dem som har utelämnats. Dettaär dok ett mera teoretiskt än praktiskt problem. Men det �nns en myket viktig praktiskaspekt av De�nitionen (15.1). Den kallas dualitetsprinipen för Booleska algebror ohbaseras på observationen att uppsättningen av villkoren (a) � (f) övergår i samma uppsättningdå man byter addition mot multiplikation, multiplikation mot addition, 0 mot 1 oh 1 mot 0.Som en konsekvens av detta får vi att varje formel som gäller i en Boolesk algebra fortfarandegäller då man gör dessa byten. Detta är just dualitetsprinipen.(15.6) Exempel. Vi visade i exempel (15.4) att x + x = x. Alltså är det okså sant att

xx = x (xx beteknas med x2 dvs x2 = x). I exempel (15.5) visade vi att x + xy = x. Alltsågäller även att x(x + y) = x. �De viktigaste tillämpningarna av Booleska algebror kommer ur sambandet mellan deras räk-nelagar oh priniper för konstruktioner av digitala kretsar. För att kunna dra full nytta avsambandet måste vi bevisa en sats om Booleska funktioner. Innan vi gör det, låt oss �xerabetekningarna. Om B är en Boolesk algebra oh x ∈ B så skall vi skriva
x1 = x oh x0 = x̄.En viktig egenskap hos sådana potenser är följande:
ij =

{
1 om i = j,
0 om i 6= j,(kontrollera likheter i 4 möjliga fall: 00, 01, 10, 11!).(15.7) Sats. Varje Boolesk funktion f(x1, x2, . . . , xn) kan entydigt skrivas på formen

f(x1, x2, . . . , xn) =
∑

i1,i2,...,in

ai1i2...inxi1
1 xi2

2 . . . xin
n ,där man summerar över alla binära vektorer i1i2 . . . in oh ai1i2...in = 0 eller 1. I den endaframställningen av f är

ai1i2...in = f(i1, i2, . . . , in)



(15.8) 117Bevis. Låt oss först konstatera att
ji1
1 ji2

2 . . . jin
n =

{
1 om j1 = i1 oh j2 = i2 oh . . . oh jn = in,
0 om j1 6= i1 eller j2 6= i2 eller . . . eller jn 6= in.Betrakta nu funktionen

g(x1, x2, . . . , xn) =
∑

i1,i2,...,in

ai1i2...inxi1
1 xi2

2 . . . xin
n .Om j1j2 . . . jn är en binär vektor så är

g(j1, j2, . . . , jn) =
∑

i1,i2,...,in

ai1i2...inji1
1 ji2

2 . . . jin
n = aj1j2...jnDetta betyder att f = g dvs för varje j1j2 . . . jn är f(j1, j2, . . . , jn) = g(j1, jn, . . . , jn) då ohendast då f(j1, j2, . . . , jn) = aj1j2...jn . Alltså implierar likheten f(i1, i2 . . . in) = ai1i2...in att

g(x1, x2, . . . xn) =
∑

f(i1, i2, . . . , in)xi1
1 xi2

2 . . . xin
n = f(x1, x2, . . . , xn)oh omvänt, om f = g så måste ai1i2,...in = f(i1, i2, . . . , in). �Funktionerna xi1

1 xi2
2 . . . xin

n kallas ibland mintermer eller minimala Booleska funktioner� de antar värdet 1 endast om (x1, x2, . . . , xn) = (i1, i2, . . . , in).Framställningen av f ur sats (15.7) kallar man för den disjunktiva normalformen av f(det �nns okså en konjunktiv normalform � se Övning (15.9)).Nu skall vi svara på frågan hur man kan bestämma den disjunktiva normalformen av en givenBoolesk funktion.(15.8) Metod 1. Låt f(x1, x2, . . . , xn) vara en Boolesk funktion. Man räknar ut alla värden
f(i1, i2, . . . , in) för alla binära vektorer i1i2 . . . in. Därefter får man

f(x1, x2, . . . , xn) =
∑

f(i1, i2, . . . , in)xi1
1 xi2

2 . . . xin
ni enlighet med sats (15.7). Den metoden kan vara myket arbetsam � man måste beräkna qnvärden f(i1, i2, . . . in). Låt t.ex. f(x1, x2, x3) = x1x2 + x2x̄3. Betrakta tabellen:

x1 x2 x3 f(x1, x2, x3)

0 0 0 0
0 1 0 1 7→ x̄1x2x̄3

0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 1 7→ x1x2x̄3

1 1 1 1 7→ x1x2x3



118 BOOLESKA ALGEBRORAlltså är
f(x1, x2, x3) = x̄1x2x̄3 + x1x2x̄3 + x1x2x3(15.9) Metod 2. Vi exempli�erar först metoden med hjälp av samma funktion f som i Metod1. f(x1, x2, x3) är summan av två termer: x1x2 oh x2x̄3. Vi vill ha en summa av mintermer.För att få sådana termer multiplierar vi x1x2 med x3 + x̄3 = 1 oh x2x̄3 med x1 + x̄1 = 1eftersom x1x2 saknar x3 oh x2x̄3 saknar x1. Vi får:

x1x2(x3 + x̄3) = x1x2x3 + x1x2x̄3

(x1 + x̄1)x2x̄3 = x1x2x̄3 + x̄1x2x̄3Nu är f(x1, x2, x3) = x1x2x3+x1x2x̄3+x̄1x2x̄3 (ty x1x2x̄3+x1x2x̄3 = x1x2x̄3) oh uppgiften ärlöst. Allmänt: om f innehåller en term som är produkt av en del av x1, x2, . . . , xn, x̄1, x̄2, . . . , x̄nså multiplierar vi den termen med xi + x̄i = 1 för varje index i som inte är representerat.Därefter eliminerar vi de mintermer xi1
1 xi2

2 . . . xin
n som vi redan har (ty a + a = a i en Booleskalgebra). Proeduren upprepar vi för varje term i f som inte är en minterm.Som en viktig tillämpning av Sats (15.7) skall vi visa att varje Boolesk funktion y = f(x1, x2,. . . , xn) kan realiseras med hjälp av en krets som är uppbyggd av ett antal grindar OR, ANDoh NOT. Standardsymbolerna för dessa gindar är:

x1

x2

x1 + x2

-

-
-OR-grind x1

x2

x1x2

-

-
-

$
%AND-grind

x x̄HHHH

����

- i -NOT-grindFörst har vi:
�
�-x1

-x2
-

x3

�
�- -

-x4

�
�- . . ....... �

�. . .
-

...
xn

- x1x2 · · · xn



(15.9) 119Vi skall betekna den kretsen kortare:
m

x1
x2... -

-

-

-xn

m = x1x2 · · · xn

Om vi vill realisera en godtyklig minterm xi1
1 xi2

2 . . . xin
n oh t.ex. ik = 0, dvs mintermeninnehåller faktorn x̄k, så måste vi plaera NOT före ingången av xk till OR t.ex. x1x̄2x̄3 gesav

�
�-x1

HH
��

c-x2

HH
��

c-x3

�
� - x1x̄2x̄3På det sättet får vi att varje minterm xi1

1 xi2
2 . . . xin

n kan realiseras. Nu är f(x1, x2, . . . , xn) =∑
f(i1, i2, . . . , in)xi1

1 xi2
2 . . . xin

n = m1 + m2 + . . . + mr en summa av olika mintermer m1, m2,
. . . , mr. En sådan summa realiseras av

-m1
-m2

-

m3-
-

-m4
- . . .......

. . .
-

...
mr

- m1 + m2 + · · · + mroh vårt påstående är bevisat. Senare i övningar kommer vi att syssla med andra möjliga upp-sättningar av enkla funktioner som är fullständiga i den meningen att varje Boolesk funktion



120 BOOLESKA ALGEBRORkan realiseras med hjälp av dem. Här har vi visat att AND, OR oh NOT ger en fullständiguppsättning � varje Boolesk funktion kan realiseras med hjälp av dessa tre.Ett viktigt praktiskt problem är att för en given Boolesk funktion f bestämma en framställningsom innehåller så få produkttermer som möjligt oh så få faktorer i dessa termer som möjligt.Det �nns olika algoritmer som man tillämpar i detta syfte. Vi skall diskutera en av dem:Quine-MCluskey's minimeringsalgoritm.(15.10) De�nition. Låt m = xi1
1 xi2

2 . . . xin
n vara en minterm. Man säger att en funktion p ären delprodukt till m om p är en produkt av vissa av potenserna xi1

1 , xi2
2 , . . . , xin

n . �(15.11) Exempel. m = x1x̄2x̄3x4. Då är t.ex. x1x̄2, x1x̄3x4, x̄3x4 osv delprodukter till m. �(15.12) De�nition. Låt f vara en Boolesk funktion. En implikant till f är en delprodukt
p av en minterm för f sådan att om p(x) = 1 så är f(x) = 1, där x beteknar x1, x2, . . . , xn.

�(15.13) Exempel. Låt f(x1, x2, x3) = x1x2x3+x1x̄2x3+x̄1x̄2x̄3. Då är x1x2x3 en implikant(varje minterm är en implikant!) Även x1x3 är en implikant, ty om x1x3 = 1 så är x1 = 1, x3 =
1. Då är f(x1, x2, x3) = 1x21+ 1x̄21+ 0x̄20 = x2 + x̄2 = 1, dvs f(x1, x2, x3) = 1 om x1x3 = 1.

�(15.14) De�nition. En implikant p till f kallas prim om ingen äkta delprodukt av p är enimplikant till f . �(15.15) Exempel. I exempel (15.13) är x1x2x3 en implikant till f . Den är inte prim ty x1x3är dess delprodukt som okså är en implikant till f . Men x1x3 är en primimplikant ty varken
x1 eller x3 är implikanter till f (t.ex. om x1 = 1, så kan f(1, x2, x3) vara 0; tag x2 = x3 = 0).

�(15.16) Sats. Varje Boolesk funktion är en summa av sina primimplikanter.Bevis. Låt f vara en Boolesk funktion. Låt g vara summan av alla primimplikanter till f .Om g(x) = 1, så antar någon primimplikant värdet 1, vilket ger att f(x) = 1. Omvänt, om
f(x) = 1, så måste en minterm m anta värdet 1 dvs m(x) = 1. En minterm är en implikant.Om den inte är en primimplikant så kan man stryka någon (eller några) av dess faktorer såatt man får en primimplikant. Alltså �nns det en primimplikant p till f sådan att p(x) = 1.Då antar g värdet 1 ty p ingår i g som en term. �



(15.17) 121(15.17) Hur hittar man alla primimplikanter enligt Quine-MCluskey's metod?Vi skall exempli�era metoden med hjälp av en Boolesk funktion f . Först skriver vi ut dendisjunktiva normalformen för f . Låt
f(x1, x2, x3, x4) = x̄1x̄2x̄3x̄4 + x̄1x̄2x̄3x4 + x̄1x̄2x3x̄4 + x1x̄2x̄3x̄4 +

x̄1x̄2x3x4 + x1x2x̄3x̄4 + x̄1x2x3x4För att betekna en implikant skriver vi kortare → i1i2 . . . in, där ik är alla exponenter avvariablerna i implikanten. Här har vi 7 implikanter av längden 4:
→ 0000
→ 0001
→ 0010
→ 1000
→ 0011
→ 1100
→ 0111Nu bestämmer vi alla implikanter av längden 3. p är en sådan implikant om man kan förlänga

p med en variabel xi som inte ingår i p så att både pxi oh px̄i är implikanter av längden 4.Vi jämför 0000 med alla produkter (6 styken) oh bestämmer de som skiljer sig från 0000 påexakt ett ställe som beteknas med � �:
0000
0001

000

0000
0010

00 0

0000
1000

000Alltså är x̄1x̄2x̄3, x̄1x̄2x̄4 oh x̄2x̄3x̄4 implikanter av längden 3.Nu upprepar vi samma proedur med 0001 oh sedan med alla andra implikanter av längden4. Vi får då samtliga implikanter av längden 3:
→ 000
→ 00 0

000
→ 00 1
→ 001

1 00
0 11dvs x̄1x̄2x̄3, x̄1x̄2x̄4, x̄2x̄3x̄4, x̄1x̄2x4, x̄1x̄2x4, x1x̄3x̄4 oh x̄1x3x4.



122 BOOLESKA ALGEBRORNu bestämmer vi alla implikanter av längden 2 genom att undersöka alla par ur implikanterav längden 3 oh välja ut sådana som skiljer sig på exakt ett ställe. Dessa är:
000
001

00

00 0
00 1

00Det �nns alltså enbart en implikant av längden 2:
00dvs x̄1x̄2. Vilka implikanter är primimplikanter? Det är sådana som inte har andra implikantersom äkta delprodukter. Det är
00dvs x̄1x̄2 av längden 2 oh

000 dvs x̄2x̄3x̄4

1 00 dvs x1x̄3x̄4

0 11 dvs x̄1x3x4av längden 3.Praktiskt kan man nedtekna de par som man använder för att bilda en kortare implikant. Enimplikant som ger upphov till en kortare implikant kan inte vara prim.Alltså är proeduren avslutad oh
f(x1, x2, x3, x4) = x̄1x̄2 + x̄2x̄3x̄4 + x1x̄3x̄4 + x̄1x3x4Detta uttryk kan vanligen förenklas ytterligare. För att undersöka sådana möjligheter bildarvi en tabell som innehåller primimplikanter oh de mintermer vilka innehåller dessa primimpli-kanter som delprodukter:

0000 0001 0010 1000 0011 1100 0111

000 × ×
1 00 × ×
0 11 × ×
00 × × × ×(15.18) De�nition. Man säger att en primimplikant är väsentlig om det �nns en mintermsom har bara denna implikant som delprodukt. �



(15.18) 123Man kan inte utelämna en väsentlig implikant ur representationen av f som summa av pri-mimplikanter (då förändrar man funktionen). I vårt fall är alla implikanter utom 000 väsent-liga. Resultatet är
f(x1, x2, x3, x4) = x̄1x̄2 + x1x̄3x̄4 + x̄1x3x4Vi tar ett exempel till. Låt oss tänka oss en sådan här tabell:

m1 m2 m3 m4

p1 × ×
p2 × × ×
p3 × × ×Här är pi primimplikanter oh mi mintermer. Ingen av p1, p2, p3 är väsentlig � p1 är inteväsentlig för m1 (p2 duger okså), p1 är inte väsentlig för m4 (p3 duger), p2 är inte väsentligför m3 (p3 �nns okså) osv.Hur kan man välja p1, p2, p3 så att man får alla m1,m2,m3,m4?Man resonerar så här:

m1 fås ur p1 eller p2

m2 fås ur p2 eller p3

m3 fås ur p2 eller p3

m4 fås ur p1 eller p3Alltså
m1 oh m2 oh m3 oh m4får man ur (p1 eller p2) oh (p2 eller p3) oh (p2 eller p3) oh (p1 eller p3).Vi kan skriva det genom att använda de logiska konnektiven:

m1 ∧ m2 ∧ m3 ∧ m4 ⇔ (p1 ∨ p2) ∧ (p2 ∨ p3) ∧ (p2 ∨ p3) ∧ (p1 ∨ p3)dvs
m1 ∧ m2 ∧ m3 ∧ m4 ⇔ (p1 ∧ p2) ∨ (p1 ∧ p3) ∨ (p2 ∧ p3) ∨ (p1 ∧ p2 ∧ p3)Med andra ord kan vi välja

f(x) = m1 + m2 + m3 + m4 = p1 + p2

= p1 + p3

= p2 + p3

= p1 + p2 + p3Bland dessa framställningar väljer vi den som innehåller minsta antalet �+� oh minsta antaletbokstäver i de ingående termerna.



124 BOOLESKA ALGEBRORÖVNINGAR15.1. Visa att i varje Boolesk algebra gäller följande likheter:(a) x + x̄y = x + y,(b) xy + x̄z + yz = xy + x̄z,() (x + ȳ)(y + z̄)(z + x̄) = (x̄ + y)(ȳ + z)(z̄ + x),(d) x̄ȳ + x̄y + xȳ + xy = 1.Formulera duala likheter i varje fall.15.2. Visa att i varje Boolesk algebra gäller följande påståenden:(a) om x, y ∈ B är sådana att x + y = 1 oh xy = 0, så är y = x̄,(b) om x, y, z ∈ B oh x + y + z = xyz, så är x = y = z,() om x, y ∈ B oh x + y = y oh x̄y = 0, så är x = y,(d) om x, y, z ∈ B oh xz + yz̄ = 1, så är x + y = 1.15.3. Visa att om x, y, z, t ∈ B oh x = yz + ȳt, så är x̄ = yz̄ + ȳt̄15.4. Är det sant att i varje Boolesk algebra gäller att xy + yz + zx = x̄ȳ + ȳz̄ + z̄x̄?15.5. Konstruera kretsar som består av OR, AND, NOT oh realiserar följande Booleskafunktioner:(a) x1(x2 + x3), (b) (x1 + x2)x̄3 + x1x2,() x1 + x2x̄3 + x3x̄4, (d) x1(x̄2 + x3).15.6. Visa att varje Boolesk funktion f(x1, x2, . . . , xn) kan skrivas med hjälp av x1, x2, . . . , xnoh(a) �+� oh �−�; (b) � ·� oh �−�.15.7. Bestäm alla värden på x1, x2, x3, x4 ∈ {0, 1} som uppfyller ekvationerna (x1x2 + x̄3)x̄4 =
1 oh (x2 + x4 + x2)x3 = 0.15.8. Bestäm den disjunktiva normalformen för följande Booleska funktioner:(a) f(x, y, z) = x + ȳ + y(x + z̄), (b) f(x1, x2, x3, x4) = (x1 + x̄4)(x̄2 + x3),() f(x, y, z) = 1, (d) f(x, y, z) = x + yz̄,(e) f(x, y, z) = x, (f) f(x, y, z) = xȳ + y(x + z̄),(g) f(x, y, z) = yz̄, (h) f(x, y, z) = x + y + z.Bestäm den disjunktiva normalformen för f̄ i alla dessa fall.15.9. (Den konjunktiva normalformen oh maxtermer). Med en maxterm menar man

xi1
1 + xi2

2 + . . . + xin
n , där ik = 0 eller 1.(a) Låt m = xi1

1 xi2
2 . . . xin

2 vara en minterm. Visa att m̄ är en maxterm.Sats (15.7) säger att varje Boolesk funktion är en summa av mintermer:
f(x1, x2, . . . , xn) =

∑
f(i1, i2, . . . , in)xi1

1 xi2
2 . . . xin

n .



ÖVNINGAR 125Vi konjugerar den likheten oh utnyttjar de Morgans lag samt (a):
f(x1, x2, . . . , xn) =

∑
f(i1, i2, . . . , in)xi1

1 xi2
2 . . . xin

n =

=
∏

(f(i1, i2, . . . , in) + x̄i1
1 + x̄i2

2 + . . . + x̄in
n )dvs

(∗) f(x1, x2, . . . , xn) =
∏

(f(i1, i2, . . . , in) + x̄i1
1 + x̄i2

2 + . . . + x̄in
n )Lägg märke till att bland faktorerna �nns det enbart sådana som svarar mot f(i1, i2,

. . ., in ) = 0 (dvs f(i1, i2, . . . , in) = 1). De övriga är = 1. Formeln (∗) kallar man för denkonjunktiva normalformen. Bestäm den för funktioner ur Övning 8.15.10. (a) Hur många olika Booleska funktioner f : Zn
2 → B �nns det?(b) En (Boolesk) funktion f(x1, x2, . . . , xn) kallas symmetrisk om den antar samma värdeoberoende av ordningsföljden av x1, x2, . . . , xn. Hur många olika symmetriska Booleskafunktioner �nns det?15.11. Försök minimera antalet �+� oh � ·� i representationen av de givna funktionerna(a) f(x, y, z) = xyz̄ + yz̄ + xz,(b) f(x, y, z) = (x + y)(x + ȳ) + y,() f(x, y, z) = xz + xy + x̄ȳ.15.12. (NAND grindar). Funktionen NAND (NAND=NOT AND oh beteknas med �↑�) ärde�nierad genom tabellen:

x1 x2 x1 ↑ x2

0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0Visa att man kan realisera NOT, AND oh OR grindar med hjälp av NAND.15.13. (NOR grindar). Funktionen NOR (NOR=NOT OR oh beteknas med �↓�) är de�nieradgenom tabellen:
x1 x2 x1 ↓ x2

0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0Visa att man kan realisera NOT, AND oh OR grindar med hjälp av NOR.



126 BOOLESKA ALGEBROR15.14. (INHIBITOR grind). Funktionen INH är de�nierad genom tabellen oh beteknas med�∗�.
x1 x2 x1 ∗ x2

0 0 0
0 1 0
1 0 1
1 1 0Visa att man kan realisera NOT, AND oh OR med hjälp av INH oh en konstant källaav signalen 1.Ledning. T.ex. är x̄ = 1 ∗ x.15.15. (Generatorer för en Boolesk algebra). Om B är en Boolesk algebra oh x1, x2, . . . , xn ∈ Bså kan man med hjälp av dessa element oh operationerna +, ·,− bilda alla möjliga ut-tryk t.ex. x1+x2, x1+x2x̄3 osv. Om varje element i B kan skrivas som ett sådant uttrykså säger man att x1, x2, . . . , xn genererar B oh x1, x2, . . . , xn kallas generatorer för

B.(a) Motivera att funktionerna fi(x1x2, . . . , xn) = xi genererar den Booleska algebran
Fn.(b) Visa att om x1, x2, . . . , xn genererar den Booleska algebran B så kan varje element i
B skrivas som summa av mintermer xi1

1 xi2
2 . . . xin

n , där x1 = x oh x0 = x̄.15.16. Vilka av följande delmängder till U = {a, b, c, d} bildar en Boolesk algebra (med avseendepå ∩,∪ oh −):(a) ∅, {a}, {a, b}, U ;(b) ∅, {a, b}, {c, d}, U ;() ∅, {a, b}, {b, c}, U ;15.17. Låt U = {a, b}. Skriv ut tabellerna för addition (∪), multiplikation (∩) oh konjugat (−)i den Booleska algebra som består av alla delmängder till U (dvs. ∅ = 0, {a} = α, {b} =
β,U = 1)15.18. Bestäm den Booleska funktion som realiseras av:

-x1
-

- y

x2

�
� HH

��
c-

x3
-x4

HH
��

c-x5

�
�-x6

�
�



ÖVNINGAR 12715.19. Låt B,B2 vara två Booleska algebror. Med produkten av B1 oh B2 menar man mängdenav alla par (b1, b2), där b1 ∈ B1 oh b2 ∈ B2 oh med addition (b1, b2) + (b′1, b
′
2) = (b1 +

b′1, b2 + b′2), multiplikation (b1, b2)(b
′
1, b

′
2) = (b1b

′
1, b2b

′
2) oh konjugat (b1, b2) = (b̄1, b̄2).Visa att produkten B1 oh B2 är en Boolesk algebra. Den beteknas med B1 × B2.15.20. En (allmän) Boolesk funktion de�nieras som funktion f : Zn

2 → Bm, där Bm = B×B×
. . .×B (m styken faktorer). Vi vet (se (15.2)()) att sådana funktioner bildar en Booleskalgebra. Med halvadderare menar man funktionen f(x, y) = (s, c), där f : Z2

2 → B2ges av tabellen:
x y s c

0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 1Man kan betrakta f som två funktioner s = f1(x, y) oh c = f2(x, y). Konstruera enkrets som realiserar f (dvs f1 oh f2) oh består av OR, AND oh NOT-grindar.15.21. Lös samma uppgift som i förra övningen för fulladderare f(x, y, c) = (s, c′):

c x y s c′

0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 115.22. Konstruera en fulladderare ur två halvadderare oh en OR-grind.15.23. Minimera:(a) f(x1, x2, x3) = x1x2x3 + x1x̄1x3 + x̄1x̄2x̄3,(b) f(x1, x2, x3) = x̄1x̄2x̄3 + x̄1x2x3 + x1x̄2x̄3 + x1x2,() f(x1, x2, x3, x4) = x̄1x̄2x̄3x̄4+x̄1x̄2x3x̄4+x̄1x2x̄3x̄4+x1x̄2x3x̄4+x1x2x̄3x4+x1x2x3x̄4,(d) f(x1, x2, x3) = x1x2 + x2x3 + x1x2x̄3,(e) f(x1, x2, x3) = x1 + x̄1x3 + x2x3.
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Kapitel 16
LINJÄRA ÄNDLIGA AUTOMATER
Ändliga automater är abstrakta modeller av komponenter oh moduler i datorer. De har enstor praktisk betydelse för analys oh syntes av sekvensnät, dvs nätverk bestående av olikabinära grindar (t.ex. NAND-grindar � se exempel (16.2) ()) oh fördröjningsenheter. Intuitivtkan en automat uppfattas som en låda med en ingång oh en utgång (se �g. 16.1). Ingångenpåverkas av insignaler i vissa tidsintervall. De resulterar i att lådans tillstånd kan övergå i ettannat samt att man får en utsignal. Nästa tillstånd oh utsignal kan bero på både insignalenoh det närmast föregående tillståndet. En formell de�nition är följande:

σ

i ∈ I

σ(i, s)
-

- fördröjning - τ -τ(i, s) ∈ U

?

-

s ∈ S Figur 16.1(16.1) De�nition. Med en ändlig automat A menar man en uppsättning av tre ändligamängder:
S � tillståndsmängden,∗
I � mängden av insignaler,
U � mängden av utsignaler,samt två funktioner:

∗S från �state�. 129



130 LINJÄRA ÄNDLIGA AUTOMATER
σ : I × S −→ S (nästa tillståndsfunktionen),
τ : I × S −→ U (utsignalfunktionen).En ändlig automat kallas linjär om S, I, U är ändligt-dimensionella vektorrum över en ändligkropp oh σ, τ är linjära avbildningar. �(16.2) Exempel. (a) En vippa (eller ett d-element†) D är en linjär automat för vilken:

I = {0, 1}, S = {0, 1}, U = {0, 1}oh funktionerna σ, τ är de�nierade med hjälp av följande tabell:Insignal: σ τTillstånd: 0 1 0 10 0 1 0 01 0 1 1 1
D fungerar som fördröjning med 1 tidsenhet, dvs utsignalen är lika med insignalen ett tidsin-tervall‡ tidigare. Vi har σ(i, s) = i (insignalen bestämmer nästa tillstånd) oh τ(i, s) = s(tillståndet bestämmer utsignalen). Det är klart att σ : Z2 × Z2 → Z2 oh τ : Z2 × Z2 → Z2är linjära avbildningar.Man kan beskriva D med dess graf. Varje vertex svarar mot ett tillstånd (se �g. 16.2). Pilarna
s

a/b→ s′ säger att vid insignalen a är utsignalen b oh nästa tillstånd s′.

�-

-��
��0 ��

��1 	��

�

-

�0/0 1/11/00/1Figur 16.2Varje ändlig automat har en motsvarande graf som kallas tillståndsgrafen för automaten.(b) Låt A = (I, S, U, σ, τ) vara adderaren dvs
I = Z2

2 = {00, 01, 10, 11}, S = Z2 = {0, 1}, U = Z2 = {0, 1}.oh funktionerna σ, τ är de�nierade på följande sätt:
†�d� från �delay�
‡Ett tidsintervall är tiden mellan två på varandra följande insignaler.



(16.3) 131Insignal: σ τTillstånd: 00 01 10 11 00 01 10 110 0 0 0 1 0 1 1 01 0 1 1 1 1 0 0 1Adderaren fungerar så att insignalen är två motsvarande si�ror at oh bt av två tal (i binärasystemet):
a = anan−1 . . . a0,

b = bnbn−1 . . . b0.Som resultat får man utsignalen at + bt + ct = t där ct är minnessi�ran som svarar mottillståndet av automaten (c0 = 0). Detta betyder att utsignalerna ger si�rorna i a + b. Vilämnar som övning en motivering att A inte är en linjär automat.() Låt NAND = (I, S, U, σ, τ) där
I = Z2

2 = {00, 01, 10, 11}, S = {0}, U = {0, 1}.Automaten har hela tiden samma tillstånd (ty S = {0}) så att funktionen σ är ointressant(σ(i, 0) = 0 för varje i) oh τ avbildar I i U . Funktionen τ är de�nierad så att
x1 x2 τ(x1, x2)

0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0

τ är inte linjär, ty en linjär avbildning måste avbilda 00 på 0. �(16.3) Anmärkning. (a) Om σ eller τ är oberoende av I (t.ex. I = {0}), dvs σ(i, s) eller
τ(i, s) antar samma värde då s är �xerad oh i godtyklig, så skriver vi σ : S → S eller
τ : S → U . Om τ är oberoende av I kallar man automaten för en Moore-automat. Enautomat i de�nitionens (16.1) mening kallas vanligen för Mealy-automat. Om S = {0}, dvsautomaten har enbart ett tillstånd, kallas den kombinatorisk.(b) Man kan visa ganska lätt (det gör man i kurser i digitalteknik) att varje ändlig automatkan realiseras med hjälp av ett sekvensnät, dvs ett nät bestående av linjära logiska grindar(NAND-grindarna är tillräkliga) oh fördröjningsenheter (t.ex. av typen (16.2) (a)). Ävenomvänt, kan varje sekvensnät tolkas som en ändlig automat. �



132 LINJÄRA ÄNDLIGA AUTOMATERVi skall ägna resten av detta avsnitt åt en myket viktig klass av ändliga automater somkallas linjärt återkopplade skiftregister. Automater av den typen dyker upp myket naturligtnär man studerar rekurrenssekvenser. Sådana sekvenser har en stor betydelse i samband medradarkommunikation, kryptering oh slumptalsgenerering. Linjärt återkopplade skiftregisteranvänds okså i samband med kodning oh avkodning. Vi börjar med några exempel pårekurrenssekvenser.(16.4) Exempel. (a) Låt s0 = 1, s1 = 2 oh sn+2 = sn+1 + sn då n ≥ 0. Dessa villkorde�nierar en oändlig följd av heltal: 1, 2, 3, 5, 8, . . .. Den kallas Fibonaiföljden oh är enav de mest berömda talsekvenserna i vetenskap oh teknik.(b) Låt s0 = 1 oh sn+1 = 2sn då n ≥ 0. Nu får vi följden 1, 2, 4, 8, . . . dvs sn = 2n, n ≥ 0.() Låt s0 = 1, s1 = 0 oh sn+2 = sn+1 + sn då n ≥ 0 men låt si ∈ Z2. Vi får Fibonaiföljdenöver Z2 : 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, . . .. Följden är tydligen periodisk med perioden 1,0,1 av längden 3.
�(16.5) De�nition. Låt c1, c2, . . . , cl oh s0, s1, . . . , sl−1 vara givna element i en kommutativring R. Låt

sn+l = c1sn+l−1 + c2sn+l−2 + . . . + clsn då n ≥ 0.Sekvensen s0, s1, s2, . . . kallas då för en linjär rekurrensföljd oh ekvationen som de�nierarden för en linjär rekurrensekvation (eller di�erensekvation). Polynomet
p(X) = X l − c1X

l−1 − . . . − clkallar man för karakteristiska polynomet av följden (eller kopplingspolynomet av följ-den). Man säger att följden är periodisk om det �nns p > 0 så att sn+p = sn för varje n ≥ 0.
p kallas då perioden av följden. �(16.6) Matrisrepresentation av rekurrensföljder. Låt s = (s0, s1, s2, . . .) vara en rekur-rensföljd där

sn+l = c1sn+l−1 + . . . + clsnoh låt s̄n = (sn, sn+1, . . . , sn+l−1). Då har vi:
s̄n+1 =




sn+1

sn+2...
sn+l


 =




0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
cl cl−1 cl−2 . . . c1







sn

sn+1...
sn+l−1


 = Mss̄n



(16.9) 133dvs s̄n+1 = Mss̄n. Matrisen Ms eller kortare M , där
(16.7) M =




0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
cl cl−1 cl−2 . . . c1




,

kommer att kallas följdens matris. Vi har s̄n+1 = Ms̄n = M2s̄n−1 = . . . = Mn+1s̄0.Vidare förutsätter vi att R = F är en ändlig kropp.(16.8) Sats. Låt s0, s1, s2, . . . vara en rekurrensföljd som i de�nitionen (16.1) med cl 6= 0.Då är sekvensen periodisk oh dess kortaste period är en delare till varje annan period.Bevis. Vi har det(Ms) = ±cl 6= 0 så att Ms = M tillhör gruppen av alla inverterbara l × l-matriser med element ur F. Men den gruppen är ändligt (ty F är ändlig) så att M har enändlig ordning T dvs MT = E, där E beteknar enhetsmatrisen. Då är s̄n+T = Mn+T s̄0 =
MT Mns̄0 = s̄n för varje n ≥ 0. Detta visar att T är en period av rekurrenssekvensen. Bevisav det faktum att den kortaste perioden av en helt godtyklig periodisk följd är en delare tillvarje annan period lämnar vi som övning (se övn. 16.6). �(16.9) Linjära automater oh rekurrensföljder. Det �nns ett myket nära sambandmellan linjära rekurrensföljder oh linjära automater. Låt c1, c2, . . . , cl ∈ F oh låt

I = {0}, S = Fl, U = F.Låt vidare
σ : Fl → Fl,där

σ(x̄) = Mx̄, x̄ = (x1, . . . , xl)
t ∈ Floh M är matrisen ovan.De�niera τ : Fl → F. Vi skall betekna den automaten med A(c1, c2, . . . , cl). Om starttill-ståndet av den är s̄0 = (s0, . . . , sl−1) ∈ Fl så är s̄n = Mns̄0 = (sn, sn+1, . . . , sn+l−1) dvs
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s0 s1 sl−2 sl−1� � � � �

-

� kloksignal⊕ ⊕ ⊕
6 6 6 6

. . .

. . .

����
cl ����

cl−1 ����
c2 ����

c1

Figur 16.3
τ(s̄n) = sn (se (16.6)). Detta betyder att utsignalerna bildar sekvensen s0, s1, s2, . . .. Automa-ten representeras gra�skt (oh realiseras) som i �g. 16.3.§Automaten kallas linjärt återkopplat skiftregister. Vårt syfte är att undersöka för vilka valav c1, c2, . . . , cl man får långa ike-periodiska sekvenser av utsignaler. Därför är vi intresseradeav den kortaste perioden av s0, s1, s2, . . . (den skall vara lång!).Nu kan vi visa huvudsatsen i detta avsnitt. Men vi börjar först med ett hjälpresultat som viutnyttjar i beviset.(16.10) Lemma. Låt s0, s1, s2, . . . vara en rekurrenssekvens som i de�nitionen (16.5). Dåär karakteristiska polynomet av matrisen M (se (16.6)) lika med karakteristiska polynomet avrekurrenssekvensen.Bevis. Vi måste visa att p(X) = det(XE − M), där E är enhetsmatrisen med l rader oh lkolonner. Likheten kan visas med induktion med avseende på l. Om l = 1 har man p(X) =
X − c1 oh M = [c1] så att likheten gäller. Låt Dl = det(XE − M). Observera nu att enutvekling av determinanten Dl efter första kolonnen ger

Dl = det(XE − M) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X −1 0 . . . 0
0 X −1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . −1
−cl −cl−1 −cl−2 . . . X − c1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= XDl−1 − cl.Om Dl−1 = X l−1 − c1X
l−2 − · · · cl−1, så är Dl = X l − c1X

l−1 − · · · cl−1X − cl. �Vi behöver okså ett viktigt begrepp.(16.11) De�nition. Med exponenten av ett polynom p(X) ∈ F[X] menas det minstanaturliga talet e sådant att p(X)|Xe − 1 (se vidare övn. 16.7). �

§
� beteknar ett d-element, J beteknar en grind som multiplierar med c om c ersätter punkten, oh Lär en grind som adderar (alla operationer i F).



(16.12) 135(16.12) Sats. Låt s0, s1, s2, . . . vara en rekurrensföljd över F sådan att
sn+l = c1sn+l−1 + c2sn+l−2 + . . . + clsn, si ∈ F, cl 6= 0.Om karakteristiska polynomet X l−c1X

l−1−· · ·−cl är irreduibelt så är den kortaste periodenav s0, s1, s2, . . . lika med exponenten av detta polynom.Bevis. Låt e betekna exponenten av karakteristiska polynomet p(X) oh T den kortasteperioden för den givna sekvensen. Alltså är e den minsta naturliga exponenten sådan att
p(X)|Xe − 1 oh T är den minsta positiva exponenten sådan att MT s̄0 = sT = s̄0, där M ärsekvensens matris.Låt K = F[X]/(p(X)) = F[α], där αl − c1α

l−1 − · · · − cl = 0. Som vi vet kan varje element i
K skrivas som en entydig linjär kombination av 1, α, . . . , αl−1 dvs K är ett linjärt rum överF med dessa element som bas.Multiplikation av elementen i K med α är en linjär avbildning över F vars matris är dentransponerade matrisen till följdens matris M :

M t =




0 0 0 . . . 0 cl

1 0 0 . . . 0 cl−1

0 1 0 . . . 0 cl−2... ... ... ... ...
0 0 0 . . . 1 c1


ty α · αi = αi+1 då i < l − 1 oh α · αl−1 = cl + · · · + c1α

l−1.Observera nu att det karakteristiska polynomet av M t oh M är identiska (det gäller alltidför en godtyklig kvadratisk matris M). Detta visar att p(X) är karakteristiska polynomet för
M t.Först visar vi att T ≥ e. Låt T vara den kortaste perioden. Då är s̄T = MT s̄0 = s̄0 så att
s̄0 är en egenvektor till MT hörande till egenvärdet 1. Alltså är 1 ett egenvärde till matrisen
(M t)T . Denna matris svarar mot multiplikation av elementen i K med αT . Låt v ∈ K varaen egenvektor hörande till egenvärdet 1 för multiplikation med αT dvs αT v = v oh v 6= 0.Alltså är (αT − 1)v = 0 oh eftersom K är en kropp oh v 6= 0 får man αT − 1 = 0. Dettavisar att XT − 1 är delbart med p(X) därför att α är ett nollställe till p(X) oh p(X) är ettirreduibelt polynom. De�nitionen av e ger att T ≥ e.Nu visar vi olikheten e ≥ T . Eftersom p(X) delar Xe − 1 oh p(α) = 0 så är αe = 1. Alltså ärmultiplikation av elementen i K med αe den identiska avbildningen. Detta säger att (M t)e = Eoh således M e = E. Vi får M es̄0 = s̄e = s̄0, vilket visar att e är en period av den givnasekvensen. De�nitionen av T ger nu att e ≥ T . �Vi avslutar med en sats som sammanfattar våra tidigare resultat:



136 LINJÄRA ÄNDLIGA AUTOMATER(16.13) Sats. Låt s0, s1, s2, . . . vara en rekurrensföljd över F med matrisen M oh karakte-ristiska polynomet p(X). Låt α vara ett nollställe till p(X) i en kropp K som innehåller F.Om p(X) är irreduibelt över F så är följande tal lika:
(a) Den kortaste perioden av s0, s1, s2, . . ..
(b) Exponenten av karakteristiska polynomet p(X).
(c) Ordningen av matrisen M i gruppen GLl(F) av alla l × l matriser med nollskild deter-minant oh element i kroppen F, dvs den minsta positiva exponent T sådan att MT = E, Eenhetsmatrisen.
(d) Ordningen av α i den multiplikativa gruppen av kroppen K dvs den minsta exponent T > 0sådan att αT = 1.Bevis. Likheten mellan talen i (a) oh (b) visades i förra satsen. Likheten mellan talen i (b)oh () följer direkt från beviset av olikheten e ≥ T i samma sats. Vi visade där att M e = Eså att exponenten e är större än eller lika med ordningen o(M) av M . Men Mo(M) = E såatt Mo(M)s̄0 = s̄o(M) = s̄0, dvs o(M) är perioden av sekvensen. Enligt de�nitionen av e fårman att o(M) ≥ e. Alltså får man e = o(M). Likheten mellan (a) oh (d) följer ur ett meraallmänt resultat nedan. �(16.14) Lemma. Låt f(X) vara ett irreduibelt polynom med koe�ienter i kroppen F ohlåt K vara en kropp som innehåller F oh ett nollställe α till f(X). Då är exponenten av f(X)lika med ordningen av α i den multiplikativa gruppen av K.Bevis. Låt e vara exponenten av f(X) oh låt T vara ordningen av α i K. Då är αT = 1, såatt XT − 1 har α som sitt nollställe. f(X) är ett irreduibelt polynom med detta nollställe såatt f(X) delar XT − 1. Detta visar att T ≥ e. Men f(X) delar Xe − 1 så att även αe = 1.Detta visar att e ≥ T . Tillsammans får vi likheten e = T . �(16.15) Anmärkning. För vilka polynom får man en maximallängdsekvens? Låt oss re-petera att ett polynom p(X) kallas primitivt då potenserna av dess nollställe α i K =F[X]/(p(X)) = F[α] ger alla nollskilda element. Detta betyder att exponenten av p(X) ärlika med antalet nollskilda element i K. När graden av p(X) är �xerad är detta det störstamöjliga värdet av polynomets exponent. Notera att om graden av p(X) är lika med n ohkroppen F har q element så är antalet element i K lika med qn. Alltså är största möjligaexponenten av p(X) lika med qn − 1. Detta inträ�ar preis då p(X) är primitivt. �(16.16) Exempel. Låt sn+4 = sn+3+sn, n ≥ 0 oh si ∈ Z2. Då är karakteristiska polynomet
X4 −X3 − 1 = X4 + X3 + 1 ∈ Z2[X]. Vi vet redan att detta polynom är primitivt. Alltså harföljden s0, s1, s2, . . . kortaste perioden 24 − 1 = 15 om (s0, s1, s2, s3) 6= 0̄. Det �nns 15 olikaval av starttillståndet s̄0 för A(1, 0, 0, 1). �



ÖVNINGAR 137ÖVNINGAR16.1. Bestäm kortaste perioden av följande rekurrensföljder:(a) sn+3 = sn+2 + sn, s̄0 = (0, 1, 1) över Z2,(b) sn+5 = sn+2 + sn, s̄0 = (0, 1, 0, 1, 0) över Z2,() sn+4 = sn+3 + sn+2 + sn+1 + sn, s̄0 = (1, 1, 1, 1) över Z2,(d) sn+2 = 2sn, s̄0 = (1, 2) över Z3.16.2. Låt s = (s0, s1, s2, . . .) vara en periodisk sekvens över F (dvs det �nns p så att sn+p = sndå n ≥ 0). Låt I(s) vara mängden av alla polynom p(X) ∈ F[X], p(X) = c0X
l+c1X

l−1+
. . . + cl sådana att

c0sn+l + c1sn+l−1 + . . . + clsn = 0 för varje n ≥ 0.Visa att I(s) är ett ideal i F[X] (notera att Xp − 1 är ett sådant polynom i I(s)).Anmärkning. Idealet I(s) är prinipalt (som alla ideal i F[X]). Låt I(s) = (m(X)),där m(X) har högsta koe�ienten 1. Då kallas m(X) minimipolynomet för s. Det ären delare till varje polynom p(X) ∈ I(s) oh bland annat till Xp − 1. Detta ger en möj-lighet att beräkna m(X). Notera att polynomen i I(s) kan beskrivas som karakteristiskapolynomen av s.16.3. Bestäm alla rekurrensföljder som de�nieras av den givna rekurrensekvationen över Z2.Bestäm deras kortaste perioder:(a) sn+2 = sn, n ≥ 0,(b) sn+3 = sn+2, n ≥ 0.16.4. Bestäm det kortaste linjärt återkopplade skiftregister som genererar den periodiska se-kvensen s = (s0, s1, s2, . . .) med perioden p då:(a) s = (1, 1, 0, 1, 1, . . .), p = 5 över Z2,(b) s = (2, 1, 1, 2, 1, 1, . . .), p = 6 över Z3,() s = (1, 2, 3, 1, 1, 2, . . .), p = 6 över Z5.16.5. Låt A vara en ändlig automat som ges av följande:
I = {0, 1}, S = {z0, z1}, U = {0, 1}Insignal: σ τTillstånd: 0 1 0 1

z0 z0 z1 0 1
z1 z1 z0 0 1(a) Rita grafen av A;(b) Försök beskriva hur A fungerar (studera utsignalsekvensen);() Är A en linjär automat?



138 LINJÄRA ÄNDLIGA AUTOMATER16.6. Låt s0, s1, s2, . . . vara en periodisk följd med kortaste perioden p∗. Visa att p∗|p om p ären period.Ledning: p = p∗g + r, 0 ≤ r < p∗. Visa att även r är en period.16.7. Låt p(X) vara ett irreduibelt polynom av grad n över en ändlig kropp F. Visa att p(X)är en delare till polynomet XN − 1 för ett naturligt tal N .Ledning: Betrakta den ändliga kroppen F[X]/(p(X)) = F[α], där p(α) = 0, oh moti-vera att αN = 1 för ett lämpligt N .



Chapter 17
FAST FOURIER TRANSFORM
(17.1) The Fourier transform of a periodi funtion. The development of a funtionin its harmonis has many appliations in physis and engineering. The Fourier series of afuntion f with period 1 looks like

f(x) = a0 +

∞∑

n=1

(an cos 2nπx + bn sin 2nπx) .The formulas simplify if we use omplex numbers:
f(x) =

∞∑

n=−∞
cne2nπix ,where the Fourier oe�ients cn an be omputed as

cn =

∫ 1

0
f(x)e−2nπix dx .When omputing numerially one approximates an integral like ∫ 1

0 ϕ(x) dx by a �nite sum.A simple method would be to divide the interval [0, 1] in N equally long subintervals and toompute
1

N

N−1∑

j=0

ϕ( j
N ) .In partiular we have approximations 139



140 FAST FOURIER TRANSFORM
cn ∼ c̃n :=

1

N

N−1∑

j=0

f( j
N )e

−2njπi

N .(17.2)Note that the oe�ients c̃n depend only on the value of f in the N points 0, 1
N , . . . , N−1

N .Note also that there are only N di�erent numbers c̃n, as c̃N+n = c̃n. So our formula (17.2)an be seen as a linear transformation whih assoiates a vetor∗ (c̃0, . . . , c̃N−1) to the vetor
(f(0), . . . , f(N−1

N )). We an apply the transformation to any vetor in CN . This leads us tothe de�nition of the disrete Fourier transform.(17.3) De�nition. Let K be a �eld. An element α ∈ K with αN = 1 is alled an Nthroot of unity. An Nth root of unity ω is primitive if ωN = 1 but ωj 6= 1 for 0 < j < N . �Example. Let K = C. A primitive Nth root of unity is e
2πi
N . In partiular, for N = 8 wehave ω = e

πi
4 = 1

2

√
2(1 + i). The element ω2 = i is not a primitive 8th root of unity (but it isa primitive 4th root of unity). The primitive 8th roots of unity are ω, ω3, ω5 and ω7. �Example. Let K = Z101. Then 10 is a primitive 4th root of unity: as 102 ≡ −1 (mod 101),we have that 104 ≡ 1 (mod 101). In partiular, 10 is a square root of −1 in Z101. �(17.4) De�nition. Let ω ∈ K be a primitive Nth root of unity. Let Ω be the lineartransformation Ω:KN → KN with matrix Ωmj = ωmj for 0 ≤ m, j < N . This matrixdepends on the hosen root of unity ω and to emphasise this dependene we sometimes write

Ωω. The disrete Fourier transform F (f) of the vetor f = (f0, , . . . , fN−1) is the vetor
Ωf . Its mth omponent is ∑N−1

j=0 Ωmjfj =
∑N−1

j=0 fjω
mj . �Example. Let K = C, N = 4 and ω = −i, f = (2, 1 + i, 2i, 0). Then

Ωf =




1 1 1 1
1 −i −1 i
1 −1 1 −1
1 i −1 −i







2
1 + i
2i
0


 =




3 + 3i
3 − 3i
1 + i
1 − i


 .The matrix Ω is invertible, as detΩ 6= 0: it is a Vandermonde determinant. One easilyomputes that det Ω = 16i. The olumns of the matrix are hermitian orthogonal and we have

ΩΩ = 4I, so the inverse of Ω is 1
4Ω. The matrix Ω is of the same type as Ω, but formed withthe primitive root of unity ω−1 = i, so Ω−i = Ωi. �This holds in general: Ω−1

ω = 1
N Ωω−1 (see Exerise 17.4). A more symmetri formula wouldbe obtained by taking 1√

N
Ωω as matrix (with inverse 1√

N
Ωω−1) but that hoie ompliatesthe omputations.

∗We onsider vetors always as olumn vetors, but in running text it is easier to write them as rows. Itwould be more orret to write here (ec0, . . . , ecN−1)
t.



(17.5) 141Example. Let K = Z101, N = 4 and ω = −10, f = (2, 11, 20, 0) Then
Ωf =




1 1 1 1
1 −10 −1 10
1 −1 1 −1
1 10 −1 −10







2
11
20
0


 =




33
−27
11
−9


 .

�(17.5) The Fast Fourier Transform (FFT) algorithm. To ompute the disrete Fouriertransform using matrix multipliation as above uses O(N2) multipliations. The FFT algo-rithm redues this to O(N log N) operations. It �rst appeared in a paper by C. Runge from1903, but it was ompletely forgotten as the di�erene beomes only important for large N .The modern history begins with a paper of J.W. Cooley and J.W. Tukey [Math. Comput. 19(1965), 297�301℄. Atually there are several related algorithms whih all go under the nameFFT.The strategy used is `divide and onquer': split a problem into two subproblems of approxi-mately half size, reursively solve eah subproblem and ombine the solutions of the subprob-lems to form the solution of the given problem. The FFT works best if we take N = 2n.Variants exist for other values of N , but we onentrate on this ase.The algorithm is based on the observation that the mth omponent αm :=
∑N−1

j=0 fjω
mj of

F (f) is the value at X = ωm of the polynomial f(X) = f0 + f1X + · · · + fN−1X
N−1. As Nis even we an write N = 2M and ollet terms whose exponent di�er by M . So

f(X) = (f0 + fMXM ) + · · · + (fM−1 + f2M−1X
M )XM−1 .Now we note that ωM = −1 and that ω2 is a primitive Mth root of unity. For even m = 2hwe �nd

α2h =

M−1∑

k=0

(fk + fk+M)Xk|X=ω2h =

M−1∑

k=0

f ′
kX

k|X=(ω2)h ,whih amounts to omputing a disrete Fourier transform for a di�erent vetor f ′, with M =
N/2 and ω2 as root of unity. For odd m = 2h+1 we have a similar, slightly more ompliatedformula:
α2h+1 =

M−1∑

k=0

(fk − fk+M)Xk|X=ω2h+1 =

M−1∑

k=0

((fk − fk+M)ωk)Xk|X=ω2h =

M−1∑

k=0

f ′′
k Xk|X=(ω2)h .



142 FAST FOURIER TRANSFORMAgain we have the problem of omputing a disrete Fourier transform with M = N/2 and ω2as root of unity, but now starting from the vetor f ′′. So indeed we have divided our probleminto two subproblems of approximately half the size. Eah of these subproblems an be solvedin the same way: we ompute the Fourier transform reursively. We formulate an expliitomputation sheme.(17.6) Theorem. Set f
(n)
0k := fk for k = 0, 1, , . . . , N − 1 and de�ne reursively

f
(r−1)
mk = f

(r)
mk + f

(r)
m,k+2r−1

f
(r−1)
m+2n−r ,k

= (f
(r)
mk − f

(r)
m,k+2r−1)(ω

2n−r

)kfor r = n, n − 1, . . . , 1, m = 0, . . . , 2n−r, k = 0, . . . , 2r−1. The oe�ients of the disreteFourier transform satisfy αj2n−r+m =
∑2r−1

k=0 f
(r)
mk(ω

2n−r

)jk for all r and in partiular αm =

f
(0)
m0.Proof. By indution on n; the indution start is the omputation preeeding this theorem.For j = 2h + 1 we ompute αh2n−r+1+2n−r+m = αj2n−r+m to be

2r−1∑

k=0

f
(r)
mk(ω

2n−r

)jk =

2r−1−1∑

k=0

(f
(r)
mk − f

(r)
m,k+2r−1)(ω

2n−r

)k(ω2n−r+1
)hk ,whih indeed equals ∑2r−1−1

k=0 f
(r)
2n−r+m,k

(ω2n−r+1
)hk. For j = 2h the omputation is similar. �As to the pratial realisation of this algorithm, one needs only an array f̃ [0:N − 1] of length

N to store the N quantities f
(r)
mk if one replaes the pair f

(r)
mk and f

(r)
m,k+2r−1 by the pair f

(r−1)
mkand f

(r−1)
m+2n−r ,k

after omputation. So one stores f
(r)
mk as the sth omponent of the array f̃ with

s(r,m, k) reursively de�ned by
s(n, 0, k) = k

s(r − 1,m, k) = s(r,m, k)

s(r − 1,m + 2n−r, k) = s(r,m, k + 2r−1) .Using the binary representations m = βn−1+βn−22+ . . . βr2
n−r−1 and k = β0 + · · ·+βr−12

r−1one has
s(r,m, k) = β0 + · · · + βr−12

r−1 + βr2
r + · · · + βn−12

n−1 .



(17.7) 143In partiular, s(0,m, 0) = ρ(m) with ρ the so-alled bit-reversal map
ρ(β0 + . . . + βn−12

n−1) = βn−1 + . . . + β02
n−1 .We write a pseudo program:for r := n step −1 until 1do for k = 0 step 1 until 2r−1 − 1do w := (ω2n−r

)k; for m = 0 step 2r until 2n − 1do u := f̃ [m + k]; v := f̃ [m + k + 2r−1];
f̃ [m + k] := u + v; f̃ [m + k + 2r−1] := (u − v)wododod;Example. N = 4, ω = −i, f = (2, 1 + i, 2i, 0). We get

f̃ [00] = 2 //

��1
11

11
11

11
11 2 + 2i //

!!C
CC

CC
CC 3 + 3i = α0

f̃ [01] = 1 + i //

��1
11

11
11

11
11 1 + i //

=={{{{{{{
1 + i = α2

f̃ [10] = 2i //

FF
2 − 2i //

!!C
CC

CC
CC 3 − 3i = α1

f̃ [11] = 0 //

FF
1 − i //

=={{{{{{{
1 − i = α3

�In the seond olumn of arrows one has to use the powers of ω2, not of ω. In the exampleabove one might fail to notie this, beause only the zeroth power ours.To ompute the inverse transformation one an either use the same algorithm, but now appliedto ω−1, or go bakwards, i.e., ompute the inverse of eah step. This leads to the originalalgorithm of Cooley and Tuker. To formulate it we observe that αm may be omputed as theremainder of f(X) upon division by X−ωm. The linear term is a fator of (X−ωm)(X+ωm) =
X2 −ω2m. We an �rst divide by X2 −ω2m and then divide the remainder by X −ωm, whihagain leads to a reursion. We use the following easily proved result.(17.7) Lemma. Let R be a ommutative ring with unit. Let p = p1p2 be the produt of twomoni polynomials in R[X]. Let f ∈ R[X] give remainder r upon division by p: f = qp + rwith deg r < deg p. Let r = q1p1 + r1 with deg r1 < deg p1. Then r1 is the remainder of fupon division by p1.



144 FAST FOURIER TRANSFORMThe numbers 1 = ω0, . . . , ωN−1 are the roots of the polynomial XN − 1. We an fatorise
XN − 1 = XN − ωN in steps, again using that N = 2n. Given Xs − ωt with s = 2s′ and
t = 2t′ even we fatorise Xs − ωt = (Xs′ − ωt′)(Xs′ + ωt′) = (Xs′ − ωt′)(Xs′ − ωt′+M ), where
N = 2M .Example. N = 4, ω = −i.

X4 − 1
� �

X2 − 1 X2 − (−1)
� � � �

X − 1 X − (−1) X − i X − (−i)Consider as before f = 2 + (1 + i)X + 2iX2. We write the remainders in the same tree.
2 + (1 + i)X + 2iX2

� �
(1 + i)X + (2 + 2i) (1 + i)X + (2 − 2i)

� � � �
3 + 3i 1 + i 1 − i 3 − 3i

�In the steps of the division we always divide a polynomial of degree at most 2s − 1 by oneof the form Xs − c. This is partiularly simple: replae every ourrene of Xs by c. If
f = a2s−1X

2s−1 + . . . + a1X + a0 then r = (as−1 + ca2s−1)X
s−1 + . . . + (a0 + cas). We antherefore ompute the oe�ients with a similar reursion as in the �rst algorithm.(17.8) Theorem. Set f

(0)
m0 := fm for m = 0, , . . . , N − 1 and de�ne reursively

f
(r−1)
mk = f

(r)
mk + f

(r)
m+2n−r(ω

2n−r

)k

f
(r−1)
m,k+2r−1 = (f

(r)
mk − f

(r)
m+2n−r ,k

)(ω2n−r

)kfor r = 1, . . . , n, m = 0, . . . , 2n−r, k = 0, . . . , 2r−1. Then αk = f
(n)
0k .Again we an use one array of length N to store the numbers involved. As the reursion goesin the other diretion we have to plae the fm in bit reversed order in the array. Our pseudoprogram beomes:



EXERCISES 145for r := 1 step 1 until ndo for k = 0 step 1 until 2r−1 − 1do w := (ω2n−r

)k; for m = 0 step 2r until 2n − 1do u := f̃ [m + k]; v := f̃ [m + k + 2r−1]w;
f̃ [m + k] := u + v; f̃ [m + k + 2r−1] := u − vododod;We ount the number of operations: for eah step in the innermost loop we have two additionsand one multipliation, and for eah r there are N/2 suh steps, with r running till n =

log N . The values of ωk an be omputed at the start, so the number of operations needed is
O(N log N). The transform deserves its name.EXERCISES17.1. Show that the Nth roots of unity in a �eld K form an Abelian group under multiplia-tion.17.2. Let µN be the group of Nth roots of unity in C. Show that it is isomorphi to (ZN ,+).Show that under this isomorphism the primitive roots of unity are mapped to Z∗

N .17.3. Verify that 3 is a primitive 6th root of unity in Z7. With N = 6, ω = 3 write out thematrix Ω from Def. (17.4).17.4. a) Let ω be a primitive Nth root of unity in a �eld K. Show that ∑N−1
j=0 ωjm = N if

N |m and 0 otherwise.b) Prove that Ωω · Ωω−1 = N I.17.5. Prove Lemma (17.7).17.6. Explain the following MAPLE session. (Hint: use the online help.)|\^/| Maple V Release 4 (Chalmers University of Teh)._|\| |/|_. Copyright () 1981-1996 by Waterloo Maple In. All rights\ MAPLE / reserved. Maple and Maple V are registered trademarks of<____ ____> Waterloo Maple In.| Type ? for help.> readlib(FFT); pro(m, x, y) ... end> x:=array([2,1,0,0℄);y:=array([0,1,2,0℄);x := [2, 1, 0, 0℄y := [0, 1, 2, 0℄



146 FAST FOURIER TRANSFORM> FFT(2,x,y); 4> print(x);print(y); [3, 3., 1, 1.℄[3, -3., 1, -1.℄> iFFT(2,x,y); 4> print(x);print(y); [2.000000000, 1.000000000, 0, 0℄[0, 1.000000000, 2.000000000, 0℄



Chapter 18FAST MULTIPLICATION
In this hapter we desribe algorithms to perform exat multipliation of large integers. Theasymptotially fastest algorithm is due to Shönhage�Strassen [Shnelle Multiplikation groÿerZahlen, Computing 7 (1971), 281�292℄, but it is di�ult to implement. Several algorithmswere tested by D.H. Bailey in his omputations of digits of the number π, see [J.M Borwein,P.B. Borwein and D.H. Bailey, Ramanujan, modular equations, and approximations to pi, orHow to ompute one billion digits of pi . Amer. Math. Monthly 96 (1989), 201�219℄. All havein ommon that they are based on the Fast Fourier Transform.(18.1) An integer a written in base b an be onsidered as a speial polynomial a =

∑
aib

iwhere all oe�ients ai lie between 0 and b−1. In the deimal system 27 = 2·101+7·100 whilein binary notation the same number is represented as 11011 = 1·24 +1·23 +0·22 +1·21 +1·20.The di�erene between numbers ∑
aib

i and polynomials in Z[b] beomes only apparent afteradding two suh: for numbers we an have arries, whereas for polynomials the oe�ientsjust will beome larger than b − 1. To ome to a number we have to release the arry, whihis done by evaluating the polynomial at the point b.Given an integer we divide its binary or deimal expansion in equally long hunks, e.g., of wordlength L. This determines b (e.g., b = 2L). With b now �xed we onsider two integers f =∑
fib

i and g =
∑

gib
i and the orresponding polynomials f(X) =

∑
fiX

i, g(X) =
∑

giX
i.Let ∑

hiX
i = h(X) := f(X)g(X). The oe�ients satisfy

hm =

m∑

i=0

fm−igi .To multiply in this way the produt of two polynomials of degree N requires O(N2) multipli-ations and additions, but here the FFT will ome in.(18.2) De�nition. Let K be a �eld and f = (f0, . . . , fl, 0, . . . , 0), g = (g0, . . . , gl, 0, . . . , 0)be two vetors in KN with fm = gm = 0 for m ≥ N/2. The onvolution f ∗ g of f and g isthe vetor h with oe�ients hm =
∑

fm−igi. �147



148 FAST MULTIPLICATION(18.3) De�nition. Let f = (f0, . . . , fl, 0, . . . , 0), g = (g0, . . . , gl, 0, . . . , 0) be two vetorsin KN . The omponent-wise multipliation f⊙g of f and g is the vetor h with oe�ients
hm = fmgm. �(18.4) Theorem. Let F be a disrete Fourier transform on KN . Let f and g be vetors forwhih the onvolution is de�ned. Then F (f ∗ g) = F (f) ⊙ F (g).Proof. Denote by f(X) =

∑
fiX

i ∈ K[X] the polynomial orresponding to the vetor f .Then the mth oe�ient of F (f) equals f(ωm), that of F (g) equals g(ωm) and that of F (f ∗g)is (fg)(ωm) = f(ωm)g(ωm). �Example. N = 4, K = C, ω = −i (as in the example in (17.4)), b = 10. We multiply
f = 97 with g = 99. We have

Ω




7
9
0
0


 =




16
7 − 9i
−2

7 + 9i


 , Ω




9
9
0
0


 =




18
9 − 9i

0
9 + 9i


 .So F (f ∗ g) = F (f) ⊙ F (g) is the olumn vetor (288,−18 − 144i, 0,−18 + 144i) and theinverse Fourier transform is obtained by multiplying with 1

4Ω, yielding 1
4(252, 576, 324, 0) =

(63, 144, 81, 0) or fg = 63+1440+8100 = 9603, whih is indeed the orret answer (9700−97).
�Example. Use K = Z101, N = 4 and ω = −10 on the same numbers, now using multiplia-tion in Z101, so the answer is (−2) · (−4) = 8. We get




1 1 1 1
1 −10 −1 10
1 −1 1 −1
1 10 −1 −10







7 9
9 9
0 0
0 0


 =




16 18
18 20
−2 0
−4 −2


 .Then F (f ∗ g) = (−15,−44, 0, 8); multipliation with Ω gives (50,−30, 21, 0). To divideby 4 we multiply with −25, yielding (63, 43, 81, 0). Now 102 ≡ −1 (mod 101), so we get

63 + 430 − 81 ≡ 8. To obtain the produt of the polynomials f and g in Z[X] instead ofZ101[X] we note that only the seond oe�ient an be bigger than 101, but is at most 162.So therefore it is either 43 or 144, whih an be deided by omputing f(X)g(X) mod 2: weget f(X)g(X) ≡ (1 + X)(1 + X) ≡ 1 + X2 (mod 2), and the oe�ient is 144, in agreementwith the omputation over C. �In these examples the release of the arry leads to three additions, one more than in thelassial algorithm, and the multipliations are also not easier. But for large numbers therewill be onsiderable savings, espeially when the disrete Fourier transform is omputed withthe FFT algorithm. The disadvantage of working over C is that the Nth roots of unity for



(18.5) 149large N = 2n are irrational omplex numbers, whih requires �oating point arithmeti and aareful ontrol of rounding errors. But as the end result onsists of integers, rounding to thenearest integer will give the orret result. Computation over a �nite �eld has the advantagethat the omputation always stays exat. In his omputation of π the urrent reord holder∗Yasumasa Kanada (University of Tokyo) atually used a C-based algorithm. Superomputerarhiteture is geared to �oating point omputations.(18.5) To use the FFT algorithm over a �nite �eld we need a Zp with an N = 2nth root ofunity.Lemma. A �eld Zp ontains a primitive Nth root of unity if and only if N divides p − 1.Proof. The order of an element of Z∗
p divides the order of the group, whih is p − 1.Conversely, Z∗

p is yli so has an element α of order p − 1. Then α
p−1
N has order N . �We list some primes smaller than 231 − 1, whih is suitable for use in 32-bit mahines (1 bitused for sign):

2013265921 = 227 · 15 + 1 , 31 is a primitive 227th root of unity
2113929217 = 225 · 63 + 1 , 5 is a primitive 225th root of unity
2130706433 = 224 · 127 + 1 , 3 is a primitive 224th root of unityWe now desribe an algorithm due to Pollard and analysed by Lipson (see [Lipson, Elementsof algebra and algebrai omputing ℄). Write again f and g as polynomials of degree N − 1 inbase b with b < 231−1; with word size 32 this allows storage of the b-ary digits as one mahineword, whih is important for the speed of the algorithm. If we suppose that we have inputand output given as string of deimal digits, a good hoie for b is 109. By grouping thosein equally long hunks, i.e., in working in a base whih is a power of ten, we avoid having�rst to onvert the number to binary. Choose k primes pi > b of the form p = 2el + 1, eahsmaller than word size. We shall shortly determine whih value of k is needed. Now ompute

hi(X) := f(X)g(X) (mod pi) in Zpi
[X] using FFT. Determine h(X) := f(X)g(X) ∈ Z[X]with the Chinese Remainder Theorem.To orretly use the FFT for the onvolution of two vetors we need that 2N − 1 ≤ 2E where

E is the smallest exponent ei of our primes pi. To hoose k we note that the oe�ients
hm of h(X) satisfy hm < Nb2, so we an reover h with the Chinese Remainder Theorem if∏

pi > Nb2. As N ≤ 2E−1 < b and pi > b we see that three primes su�e, for whih we antake the primes listed above. Then E = 24 and we an only multiply numbers of maximally
31 · 223 binary digits, or approximately 800 million deimal digits. The number of operationsneeded is learly dominated by the FFT and its inverse, giving a bound O(N log N), but onlyfor �nitely many N .

∗206,158,430,000 deimal digits, omputed in 1999.



150 FAST MULTIPLICATION(18.6) We ome to the Shönhage-Strasssen algorithm, whih gives an asymptoti bound.Consider two binary N -digit numbers. The �rst idea is the following. Write N = KL with
K and L approximately equal (∼ √

N). We use base b = 2L, and apply a FFT polynomialmultipliation as above. Now the digit in base b are still large integers, so for arithmetiin base b we have to use a fast multipliation, but with muh smaller base. This yields anested system of fast multipliations, whih ends with multipliation of small numbers withthe shool method. If the produt of two large natural numbers f and g is less than p, thenit makes no di�erene if we onsider the multipliation in Z or in Zp. Therefore the goal is todesribe multipliation in Zp in terms of arithmeti over Zq with q a smaller prime.The seond idea is to use only Fermat primes Fn = 22n
+1 for optimal use of the binary numbersystem. Not all Fn are prime (see exerise 3 in the hapter Restgrupper). The observationis that this is not needed for the FFT algorithm to work. For a �eld k = ZFn we workedwith vetor spaes kn; if Fn is not prime then ZFn is only a ring, whih we now write R. Oneomputes with matries over R in the same way as usual, exept that one has to be arefulwith division. The vetor spae kN is now replaed by RN , whih is alled a free R-moduleof rank N ; we write as before elements as olumn vetors.(18.7) Proposition. The number 2 is a primitive 2n+1th root of unity in ZFn . In partiular

2 is invertible. The matrix Ω2 with entries 2i·j has inverse 2−(n+1)Ω1/2.The �rst statement follows diretly from the ongruene 22n ≡ −1 (mod Fn), one we haveextended the de�nition of roots of unity from �elds to ommutative rings with unit. For theremaining statements we refer to the exerises.(18.8) Example. As an example of the redution step in the algorithm we onsider multi-pliation in ZF3 = Z257, whih will be redued to arithmeti in Z17. We also need redutionmodulo 22 = 4. We use the hexadeimal system to write numbers, with digits 0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9, A, B, C, D, E and F. For the residue lasses in Z17 we use also the numbers −8, . . . , 8.We multiply f = BE with g = 6F (or 190 · 111 in deimal notation). Write the numbers inbase 4:
BE = 2 · 43 + 3 · 42 + 3 · 4 + 2

6F = 1 · 43 + 2 · 42 + 3 · 4 + 3The orresponding polynomials in Z[X] are
f(X) = 2X3 + 3X2 + 3X + 2

g(X) = 1X3 + 2X2 + 3X + 3



(18.8) 151To �nd the produt h(X) = f(X)g(X) it su�es to ompute it modulo 17 and 4, providedthe oe�ients of the produt are less than 68. But eah term hm =
∑

figm−i onsist of atmost four non-zero terms, eah at most 3 · 3. Therefore the oe�ients are at most 36, whihshows that redution modulo two is not su�ient, but modulo four does the trik.We �rst ompute over Z17. The powers of ω = 2 are 1, 2, 4, 8, 10 = −1, −2 = F, −4 = D,
−8 = 9 and 1. We write the tree for division by fators of X8 − 1:

X8 − 1

� �
X4 − 1 X4 − 10

� � � �
X2 − 1 X2 − 10 X2 − 4 X2 − D

� � � � � � � �
X − 1 X − 10 X − 4 X − D X − 2 X − F X − 8 X − 9We apply the FFT algorithm to f(X) and g(X). We write the oe�ients of the polynomialssequentially for eah step. The transform stands in the last row in bit reversed order. For

f(X) we obtain:
2 3 3 2 0 0 0 0
2 3 3 2 2 3 3 2
5 5 −1 1 −3 −6 7 −5
−7 0 3 −5 2 −8 1 −4and for g(X):
3 3 2 1 0 0 0 0
3 3 2 1 3 3 2 1
5 4 1 2 −6 7 −5 −1
−8 1 −8 −7 8 −3 4 3We multiply the elements of the last row and apply the inverse transform, with ω−1 = 9, usingthe �rst algorithm of the previous setion, see (17.6). This means going up in the tree. We�nd:

5 0 −7 1 −1 7 4 5
5 5 −6 −2 6 −4 −8 2
−1 3 −6 7 −2 −2 −5 7
−3 1 6 −3 1 5 −1 0Finally we have to divide by N = 8, or multiply with −2, yielding (6,−2, 5, 6,−2, 7, 2, 0) asonvolution. The orresponding polynomial in Z17[X] is



152 FAST MULTIPLICATION
6 + FX + 5X2 + 6X3 + FX4 + 7X5 + 2X6 .As four is small ompared to 17 we easily ompute the produt f(X)g(X) mod 4 diretly(without FFT):
2 + 3X + 2X2 + 3X3 + 3X4 + 3X5 + 2X6 .The oe�ient h3 of X3 satis�es h3 ≡ 6 (mod 17) and h3 ≡ 3 (mod 4), so it is equal to 17( = 23 deimally), and h2 = 16. We onlude that in Z[X]

h(X) = 6 + FX + 16X2 + 17X3 + FX4 + 7X5 + 2X6 .We set X = 4 to obtain fg ∈ Z:
6 + 3C + 160+ 5C0 + F00+ 1C00+ 2000 = 5262 (= 21090 decimally).Our goal was to ompute fg mod 257. Redution is easy, beause 100 ≡ −1 (mod 257), so

fg ≡ 62− 52 = 10 (mod 257). In fat, to ompute fg mod 257 it would have su�ed toompute the remainder of h(X) upon division by X4 + 1, whih is the polynomial
r(X) = −9 + 8X + 14X2 + 17X3 .Its redution modulo 17 an be omputed using only the right half of our division tree. Inthe third line of the inverse Fourier transform we �nd the sequene (−2,−2,−5, 7), whih wehave to divide by 4, i.e., multiply by −4: the sequene (8, 8, 3, 6) onsists of the oe�ientsof r(X) mod 17. In the expression hm − hm+4 =

∑
(figm−i − figm+4−i) still only four termsappear, so the range of possible values is less than 68, and the Chinese Remainder Theoremstill applies. So we an save half of work in the FFTs. �We now desribe the multipliation algorithm. Given two large integers f and g we hoose an

m with Fm > fg. The produt h = fg will be omputed in ZFm . We suppose that m = 2n−1is odd (the ase m = 2n − 2 an be handled similarly; alternatively we onsider only m ofthe form 2e + 1). We suppose that a fast algorithm for multipliation in ZFn is available.We represent the numbers 0, . . . , Fm − 2 (multipliation by −1 ≡ 22m
(mod Fm) is easy)as numbers with N = 2n plaes in base 22n−1 . Let f(X) and g(X) be the orrespondingpolynomials. Let h(X) = f(X)g(X) and set r(X) the remainder of h(X) upon division by

XN + 1, i.e., h(X) = q(X)(XN + 1) + r(X) for some q(X) and deg r(X) < N . The steps inthe algorithm are now:



EXERCISES 1531. Compute r(X) mod Fn using the fast Fourier transform for ZFn with ω = 2 the primitive
2Nth root of unity and its inverse.2. Compute r(X) mod 2n.3. Find r(X) with the Chinese remainder theorem and ompute h = r(22n−1

).The Chinese remainder theorem an be applied beause all oe�ients of r(X) lie in a rangewhih is bounded by 2n · 22n−1 · 22n−1
< 2n · Fn, and Fn is odd, so relatively prime to 2n.As 2n is muh smaller than Fn the omputation of r(X) mod 2n an be done with standardalgorithms.Finally we analyse the ost of the algorithm. The main work is in the �rst step, so weonentrate on that. There are three FFTs, eah needing O(N log N) operations in ZFn .Some of them involve multipliations, but only multipliation by powers of 2, whih an berealised by shifts and subtrations (see exerise 18.6). We operate on sequenes of 2n−1 bits,so the transforms ost O(N2 log N). Let M(n) be the ost in bit operations of multipliationin ZFn . The omponent-wise multipliation of two sequenes of N = 2n elements has thereforea ost of NM(n). All together we �nd

M(2n − 1) = O(22nn) + 2nM(n) .We write c(n) = 2−nM(n) and try to solve the equation c(2n − 1) = 2An + 2c(n) for someonstant A. We �rst note that c(2n) = 2An + 2c(n) is easy to solve; indeed write n = 2kand c(n) = nd(k), then d(k + 1) = A + d(k) so d(k) = Ak + B and c(n) = O(n log n). Notethat also our original c(n) grows less than quadrati, so in replaing c(2n − 1) by c(2n) wemake an error whih is less than a linear funtion of n. We onlude that c(n) = O(n log n)and M(n) = O(22nn log n). The bit length of the binary numbers we multiply is at most
N := 22n−2, so our multipliation osts M(N) = O(N log N log log N).EXERCISES18.1. Compute 189 · 124 in Z257 using the methods of Example (18.8).18.2. Show that ω = 3 is a primitive 4th root of unity in the ring Z16. Compute ∑3

j=0 ωij for
i = 0, . . . , 3.18.3. Let ω be an Nth root of unity in the ring R. Show that ω has a multipliative inverse.Show that (ωM )−1 = ωN−m for all m ∈ Z.18.4. Let ω = 2 ∈ ZFn , and let N = 2n+1. Show that ω0, ω1, . . . , ω

N
2
−1 are represented inZFn as powers of 2. Show that ω is a primitive Nth root of unity.



154 FAST MULTIPLICATION18.5. Let N = 2n+1. Show that in any ring
N−1∑

j=0

αj = (1 + α)(1 + α2) · · · (1 + α
N
2 )Hint: use the binary representation of j.In the situation of Prop. 18.7, with ω = 2, onsider ωs. Write s = 2ut with t odd andshow that (ωs)2

n−u

= −1 in ZFn . Conlude that ∑N−1
j=0 ωsj = 0.Show that Ω−1

2 is as stated.18.6. Represent elements of ZFn in binary notation. Let a be an arbitrary element of ZFn .Show how to ompute the produt a · 2c.



APPENDIX: LOGISKAKONNEKTIV OCH KVANTORER
Varje vetenskap, liksom varje yrke, har sitt eget språk som ofta är en blandning av vardagligaord oh speiella termer. En instruktionshandbok för ett kylskåp eller för en dator är full avolika termer som man måste förstå för att kunna ha användning av apparaten. Ibland kan yr-kestermer översättas till vardagliga uttryk då man vill förklara något för den oinvigda. Menofta är en sådan översättning omöjlig. Det är tänkbart att nya vetenskapliga rön i biologi omt ex växternas liv, eller nya forskningsresultat om läkemedel, kan förklaras utan komplieradefaktermer. När det gäller matematik är situationen annorlunda. Det är myket svårt ohegentligen omöjligt att förklara matematiska problem utan det matematiska språket även påen myket låg nivå. Preis som man lär sig främmande språk för att t ex kunna kommunierapå engelska, måste man lära sig det matematiska språket för kunna använda matematik ohdiskutera matematik med andra. Preis som med främmande språk lär man sig det matema-tematiska språket suessivt. Samtidigt måste man hela tiden vara medveten om att det äroerhört viktigt att förstå vad orden betyder för att undvika missförstånd oh kunna uttrykasig korrekt. Det matematiska språket består av olika termer oh betekningar. Dessa termerpåminner ibland om vardagliga uttryk. Men man måste vara myket försiktig därför att var-dagliga termer kan leda våra assoiationer i fel riktning. Vi får se i detta avsnitt att t exsådana ord som �eller � eller �oh� används i matematiska sammanhang i en myket bestämdmening som ibland avviker från vår vardagliga användning av dessa ord. Samma situation fö-rekommer med främmande språk � vi tror ibland att ett engelskt ord betyder något annat änvad det verkligen gör därför att ordet påminner om ett svenskt ord. I matematiska samman-hang introdueras nya termer oh begrepp i form av de�nitioner. Ofta i sådana sammanhangskriver man uttrykligen ordet �de�nition�. Men ibland de�nieras nya matematiska begrepp iden löpande texten. Vi skall försöka använda fet stil då en ny term introdueras. Detta avsnittägnas åt de logiska konnektiven som t ex �eller �, �oh�, �om ..., så ...� samt �då oh endastdå� som myket ofta används i det matematiska språket. Vi diskuterar okså uttryken �föralla� oh �det �nns�. Samtidigt introduerar vi några vanliga matematiska betekningar.Låt oss börja med ett exempel som visar att betydelsen av ordet �eller � i vardagliga situationerkan variera.(A.1) Exempel. Låt oss betrakta två meningar:�I kväll läser jag eller går på bio�155



156 LOGISKA KONNEKTIV OCH KVANTORERDetta påstående består egentligen av två meningar: p = �I kväll läser jag� oh q = �I kväll gårjag på bio�. I matematiska sammanhang brukar man använda symbolen ∨ i stället för �eller �.Vi kan skriva vårt påstående på formen
p ∨ q.När är detta påstående sant? Det är klart att det är sant om jag läser i kväll. Det är oksåsant om jag går på bio i kväll. Men det är okså sant då jag både läser oh går på bio underkvällen.Betrakta nu ett annat påstående:�I kväll �yger jag till New York eller till Kairo�Här har vi okså två beståndsdelar p = �I kväll �yger jag till New York � oh q = �I kväll�yger jag till Kairo�. Men bindeordet �eller � betyder här snarare �antingen p eller q� � enligtvåra kunskaper om världen endast en av möjligheterna kan inträ�a, dvs meningen är sann omexakt en av utsagorna visar sig vara sann. I matematiska sammanhang tolkas betydelsen av�eller � alltid i enlighet med det första exemplet. Vi formulerar en exakt de�nition om en litenstund. �I fortsättningen beteknar vi meningar eller vad man kallar i matematiska sammanhang ut-sagor med olika bokstäver a, b, c, ..., p, q, r. Nu ger vi följande de�nition:(A.2) De�nition. Om p oh q är två utsagor så kallas utsagan �p eller q� för disjunktion.Den beteknas med p ∨ q. Disjunktionen p ∨ q är sann då minst en av utsagorna p eller q ärsann. �Detta visar att i matematiska sammanhang kommer man överens att sanningen av en utsaga�p eller q� tolkas i enlighet med den första möjligheten i exempel (A.1).Vårt intresse är snarare inriktat på matematiska utsagor som t ex 2+2 = 4 eller 2+2 = 5. Visysslar endast med utsagor som antingen är sanna eller falska. Den förutsättningen gällerinte alla utsagor i vardagliga situationer. T ex kan vi inte säga om följande utsaga är sanneller falsk: �Kanske har jag lust att gå på bio". Om en matematisk utsaga p är sann så sägervi att p har logiska värdet eller kortare (sannings)värdet S (eller ibland 1). Om p är falskså säger vi att p har logiska värdet F (eller ibland 0). Utsagan 2+2 = 4 har sanningsvärdet S,däremot har 2 + 2 = 5 sanningsvärdet F . Ibland kommer vi att skriva v(p) = S om utsagan

p är sann, oh v(p) = F om den är falsk.Nu kan vi beskriva värdet av disjunktionen p ∨ q beroende på värdena av p oh q med hjälpav följande tabell:
p q p ∨ q

F F F
F S S
S F S
S S S



(A.4) 157Nu övergår vi till ordet �oh�. Här �nns det inte någon skillnad mellan den vardagliga bety-delsen oh den matematiska. Om vi sägerI kväll läser jag oh går på bioså är den utsagan sann preis då både utsagan p = �I kväll läser jag� oh utsagan q = �I kvällgår jag på bio� är sanna. En formell de�nition är följande.(A.3) De�nition. Om p oh q är två utsagor så kallas utsagan �p oh q� för konjunktion.Den beteknas med p ∧ q. Konjunktionen p ∧ q är sann exakt då både p oh q är sanna. �En tabell som visar sanningsvärdet av p∧q beroende på sanningsvärdena av p oh q är följande:
p q p ∧ q

F F F
F S F
S F F
S S SDet är något svårare att hantera en annan myket vanlig konstruktion: �om ... så ...�. T exOm vädret är bra i kväll, så tar vi en lång promenad�Här har vi två utsagor p = �Vädret är bra i kväll� oh q = �Vi tar en lång promenad�. Medhjälp av p oh q konstruerar vi den nya utsagan �Om p så q� som kallas implikation ohbeteknas med p ⇒ q. I stället för �Om p så q� använder man ofta andra uttryk som t ex

p medför (att) qeller
p implierar (att) q.Innan vi formulerar den exakta de�nitionen låt oss betrakta följande exempel:(A.4) Exempel. Låt n betekna ett heltal, p(n) utsagan �6 delar n� oh q(n) utsagan �3delar n�. Varje utsaga 6 delar n implierar att 3 delar ndvs p(n) ⇒ q(n) är onekligen sann. Men låt oss testa den utsagan för olika värden på n. Om

n = 12 så säger den: 6 delar 12 implierar att 3 delar 12,om n = 13 får vi



158 LOGISKA KONNEKTIV OCH KVANTORER6 delar 13 implierar att 3 delar 13,oh för n = 15: 6 delar 15 implierar att 3 delar 15.Observera att alla dessa utsagor är sanna. Men i första fallet är både p(12) oh q(12) sanna, idet andra är både p(13) oh q(13) falska, däremot i det tredje är p(15) falsk, men q(15) sann.
�Observera att i det sista exemplet saknas endast fallet då en sann utsaga implierar en falsk.Detta är okså grunden för den exakta de�nitionen av sanningsvärdet av en implikation nedan� en implikation är falsk endast då en sanning implierar en osanning. Däremot kan en osanningimpliera vad som helst � både sanning oh osanning.(A.5) De�nition. Om p oh q är två utsagor så kallas utsagan �om p, så q� för implikation.Den beteknas med p ⇒ q. Implikationen p ⇒ q är falsk enbart då p är sann oh q är falsk. �Tabellen för sanningsvärdet av implikationen p ⇒ q är således följande:

p q p ⇒ q

F F S
F S S
S F F
S S S(A.6) Anmärkning. Observera att implikationen p ⇒ q alltid är sann då p är falsk. Såledesär t ex implikationen:

(1 = 2) ⇒ (2 = 3)sann. Men om en implikation p ⇒ q är sann oh p är sann så måste även q vara sann. Denobservationen spelar en myket viktig roll i logiska resonemang både i vardagliga situationeroh i matematiska sammanhang. Ofta kallar man p för förutsättning eller antagande. Mankallar q för slutsats eller påstående. Alltså om förutsättningen är sann oh implikationenförutsättning ⇒ slutsatsär sann, så är slutsatsen sann. �(A.7) Anmärkning. Vi har redan noterat att man uttryker implikationen p ⇒ q på �eraolika sätt



(A.9) 159om p så q,
p medför (att) q,

p implierar (att) q.Men det �nns två andra sätt. Man säger okså att
p är tillräkligt för (att) qeller
q är nödvändigt för (att) p.Försök formulera dessa utsagor med p oh q i exempel (A.4) oh tänk igenom de så konstruera-de meningarna för att inse att även i det vardagliga språket överensstämmer detta uttryksättmed uttryken �medför att� eller �implierar �. �En annan viktig konstruktion är �p är ekvivalent med q�, vilket beteknas med p ⇔ q. Uttryket�ekvivalent med� betyder i vardagliga termer att p oh q säger samma sak (fast för det mestapå olika sätt). Låt oss även den här gången börja med ett exempel:(A.8) Exempel. Låt n vara ett godtykligt heltal, p(n) utsagan �3 delar n�, oh q(n) utsagan�3 delar summan av si�rorna i n�.

3 delar n är ekvivalent med att 3 delar summan av si�rorna i när en myket välkänd egenskap. Låt oss testa den då n = 12 oh n = 13. I första fallet har vi3 delar 12 är ekvivalent med att 3 delar summan av si�rorna i 12,medan i det andra3 delar 13 är ekvivalent med att 3 delar summan av si�rorna i 13.Bägge utsagorna är sanna, men i det första fallet är både p(12) oh q(12) sanna, medan i detandra är både p(13) oh q(13) falska. Detta svarar mot en riktig föreställning om en ekvivalens:sanning är ekvivalent med sanning, oh osanning är ekvivalent med osanning. Däremot sanningoh osanning är inte ekvivalenta. Detta exempel är grunden för vår nästa de�nition. �(A.9) De�nition. Om p oh q är två utsagor så kallas utsagan �p är ekvivalent med q� förekvivalens. Den beteknas med p ⇔ q. Ekvivalensen p ⇔ q är sann enbart då p oh q harsamma sanningsvärde. �



160 LOGISKA KONNEKTIV OCH KVANTORERDetta betyder att sanningstabellen för ekvivalens är följande:
p q p ⇔ q

F F S
F S F
S F F
S S S(A.10) Anmärkning. Ekvivalens p ⇔ q utläses okså på �era olika sätt. I stället för �p ärekvivalent med q� säger man t ex

p då oh endast då qeller
p om oh endast om qeller

p är tillräkligt oh nödvändigt för q.
�Vi avslutar med en myket enkel konstruktion � man tar en utsaga oh man formulerar en ny�ej p� eller �det är inte sant att p (gäller)�. Den kallas för negation.(A.11) De�nition. Om p är en utsaga så kallas utsagan �ej p� för negationen av p. Denbeteknas med ¬p. Utsagorna p oh ¬p har motsatta sanningsvärden. �Den sista meningen betyder att sanningstabellen för negation är följande:

p ¬p

F S
S FDe fem symboler som vi har introduerat: ∨, ∧, ⇒, ⇔, ¬ kallas för de logiska konnektiven.Vanligen har man att göra med mera sammansatta utsagor i vilka �er än ett av dessa konnektivingår. T ex

[(p ∧ q) ∨ r] ⇒ [(¬p ∨ ¬q) ∧ r]Uttryk av den här typen kallas allmänt för satsformer. Preis som tidigare kan man under-söka det logiska värdet av en satsform beroende på sanningsvärdena av de ingående satserna.Låt oss betrakta några exempel:



(A.12) 161(A.12) Exempel. (a) Satsformen
(p ⇒ q) ⇒ (q ⇒ p)har olika sanningsvärden beroende på sanningsvärdena av p oh q. Vi kan studera dessa san-ningsvärden med hjälp av följande tabell:

p q p ⇒ q q ⇒ p (p ⇒ q) ⇒ (q ⇒ p)

F F S S S
F S S F F
S F F S S
S S S S SVi ser att satsformen är falsk enbart om p är falsk oh q är sann.Man kunde komma fram till den slutsatsen myket snabbare. Man kan nämligen fråga sig närimplikationen ovan är falsk. Vi vet att detta inträ�ar exakt då v(p ⇒ q) = S oh v(q ⇒ p) = F .Men den sista likheten gäller exakt då v(p) = F oh v(q) = S. Detta är just resultatet av vårstudie med hjälp av tabellen ovan.(b) Nu skall vi undersöka sanningsvärdena av satsformen

¬(p ⇒ q) ⇔ (p ∧ ¬q).Vi gör det med hjälp av en tabell. Du kan försöka göra det utan tabellen genom att ställafrågan när satsformen är falsk (eller sann, men det går snabbare med den första frågan).
p q p ⇒ q ¬(p ⇒ q) ¬q p ∧ ¬q ¬(p ⇒ q) ⇔ (p ∧ ¬q)

F F S F S F S
F S F S F F S
S F S F S S S
S S S F F F SI detta exempel har vi en ekvivalens av två uttryk: ¬(p ⇒ q) oh p ∧ ¬q. Vi kan uppfattaden ekvivalensen så att implikationen p ⇒ q är falsk preis då p är sann oh q är falsk. Dettavisste vi redan tidigare i samband med vår de�nition av sanningsvärdet hos en implikation.

�Som vi ser är satsformen i exempel (A.4) (b) alltid sann helt oberoende av vilka sanningsvär-den tillskriver man p oh q. Sådana satsformer är myket viktiga därför att de representerartankemönster som alltid är sanna. Vi antar följande de�nition:



162 LOGISKA KONNEKTIV OCH KVANTORER(A.13) De�nition. En satsformel som är sann för alla möjliga uppsättningar av sannings-värdena av de ingående variablerna kallas en tautologi (ibland en logisk sanning). Ensatsformel som är falsk för alla möjliga uppsättningar av sanningsvärdena av de ingående va-riablerna kallas en kontradiktion.
�Ett exempel på en kontradiktion är

p ⇔ ¬p� en sanning kan inte vara ekvivalent med en osanning.Möjligheten att kontrollera tautologierna som i exempel (A.4) kan användas för att kontrolleraom vissa utsagor är korrekta, t ex då man vill bilda negationen av ett påstående. Betraktaföljande exempel.(A.14) Exempel. Olikheten 1 < x < 5 kan betraktas som en konjunktion p ∧ q om
p = “x > 1�oh
q = “x < 5�Vad betyder att 1 < x < 5 inte gäller? Försök formulera ett svar på denna fråga! Formellt villvi omformulera utsagan ¬(p∧ q). En stunds eftertanke säger att om x inte be�nner sig mellan1 oh 5 så måste x vara mindre än eller lika med 1, eller okså större än eller lika med 5 dvs

¬[(1 < x) ∧ (x < 5)] ⇐⇒ [¬(1 < x) ∨ ¬(x < 5)] ⇐⇒ (x ≤ 1 ∨ x ≥ 5).Vårt resonemang följer följande tautologi: ¬(p ∧ q) ⇔ (¬p ∨ ¬q) som är en av de så kalladede Morgans lagar (se nedan). �Vi lämnar som övningar bevisen av några enkla oh viktiga tautologier som används i liknandesituationer då man vill bilda negationen av en satsformel. Fler tautologier �nns i övningar ohi avsnittet om deduktion oh induktion.Den dubbla negationens lag:
¬¬p ⇔ p,



(A.15) 163De Morgans lagar (negationen av en disjunktion oh negationen av en konjunktion):
¬(p ∨ q) ⇔ (¬p ∧ ¬q),

¬(p ∧ q) ⇔ (¬p ∨ ¬q).Negationen av en implikation (se Exempel (A.4)):
¬(p ⇒ q) ⇔ (p ∧ ¬q).Negationen av en ekvivalens:

¬(p ⇔ q) ⇔ [(p ∧ ¬q) ∨ (q ∧ ¬p)].Tautologier används ofta i samband med logiska resonemang såväl i matematiska sammanhangsom i vardagliga situationer. Vi skall studera �era exempel i avsnittet om deduktion ohinduktion, men redan nu kan vi betrakta följande (kriminal-)fall:(A.15) Exempel. Tre misstänkta personer A,B oh C berättar var sin version av en hän-delse. Om A talar sanning så gör det B okså det. Om C ljuger så ljuger även A. Minst en av
A,B,C ljuger. Slutsatsen är att A ljuger. Varför?Låt p = �A talar sanning�, q = �B talar sanning�, r = �C talar sanning�. Vårt påståendesäger att implikationen

[(p ⇒ q) ∧ (¬r ⇒ ¬p) ∧ (¬(p ∧ q ∧ r))] ⇒ (¬p)är sann samtidigt som vi vet att våra förutsättningar gäller. Om vi lykas visa att implikationenär en tautologi så visar vi att ¬p måste vara sant dvs A ljuger (se (A.6)).Är implikationen ovan en tautologi? Vi skall inte studera satsformen med hjälp av sanningsta-beller som i exempel (A.4). Låt oss i stället anta att implikationen ovan är falsk. Detta inträ�arpreis då v(¬p) = F oh v((p ⇒ q) ∧ (¬r ⇒ ¬p) ∧ (¬(p ∧ q ∧ r))) = S. Alltså v(p) = S oh
v(p ⇒ q) = S, v(¬r ⇒ ¬p) = S samt v(¬(p ∧ q ∧ r)) = S dvs v(p ∧ q ∧ r) = F .Likheten v(p ⇒ q) = S säger att v(q) = S ty v(p) = S. Likheten v(¬r ⇒ ¬p) = S sägeratt v(¬r) = F ty v(¬p) = F . Alltså är v(r) = S. Nu vet vi att v(p) = v(q) = v(r) = S dvs
v(p ∧ q ∧ r) = S. Vi har fått en motsägelse � om implikationen ovan inte är en tautologi så är
v(p ∧ q ∧ r) = S oh v(p ∧ q ∧ r) = F . Alltså är implikationen en tautologi.Om Du tyker att vårt resonemang är svårt kan du försöka kontrollera tautologin med hjälpav en tabell (det blir 8 rader i tabellen!). �



164 LOGISKA KONNEKTIV OCH KVANTORERVi avslutar detta avsnitt med några kommentarer om två myket vanliga uttryk som användsi matematiska sammanhang � �det �nns� oh �för alla�.(A.16) Exempel. Betrakta två påståenden:det �nns en reell lösning till ekvationen x2 − 3 = 0oh det �nns ett heltal som ligger mellan 1/2 oh 3/2.Dessa påståenden nedteknas på följande sätt:
∃x∈R x2 − 3 = 0oh
∃x∈Z 1

2 < x < 3
2 .Symbolen ∃ betyder just �det �nns�. Observera att vi skriver något nersänkt, liksom index,var vi be�nner oss � i första fallet säger vi att det �nns ett reellt tal x, oh i det andra, attdet �nns ett heltal x. Användningen av bokstaven x har ingen betydelse. Vi kunde lika gärnabyta x mot en annan bokstav. När man utläser symbolen ∃ med efterföljande text så använderman vanligen frasen �det �nns ... sådant att ...�. T ex säger första påståendet att�det �nns ett reellt tal x sådant att x2 − 3 = 0�oh det andra att �det �nns ett heltal x sådant att 1

2 < x < 3
2 �Som Du säkert märker avviker det formella språket från våra ursprungliga uttryk som doksäger exakt samma sak. Symbolen ∃ kallas existenskvantor. �(A.17) Exempel. Betrakta nu två påståenden som använder frasen �för alla� (ibland �förvarje� eller �varje�): för varje reellt tal x gäller det att x2 + 1 > 0oh alla heltal är delbara med 2(det andra påståendet är helt enkelt inte sant, men det har inte någon betydelse för våraexempel). Nu använder vi en annan symbol: ∀ som utläses �för alla� (ibland �för varje) ohkallas allkvantor. Med hjälp av denna kvantor skriver vi:

∀x∈R x2 + 1 > 0



(A.18) 165oh
∀n∈N 2|nRent formellt utläser vi dessa symboler så här:för alla reella tal x gäller det att x2 + 1 > 0oh för alla heltal n gäller det att 2 dividerar nDet är bara ett annat sätt att säga samma sak som tidigare, att alla heltal är jämna. Vi harändrat formuleringen för att skriva det hela kortare med hjälp av en matematisk symbol. �Hur bygger man negationer av uttryk som innehåller allkvantorn eller existenskvantorn?Betrakta ett exempel.(A.18) Exempel. (a) Låt X vara mängden av alla elever i en skola. Om vi säger att det�nns en elev i skolan, säg x, som pratar franska, vad är negationen av detta påstående? Mankan säga att ingen av eleverna i skolan pratar franska. Om vi vill använda det matematiskauttryket �för varje� (eller �för alla�) så kan vi formulera oss så att �för varje elev x i skolan

X, x pratar inte franska�. Vi kan gå ett steg längre i våra formaliseringssträvanden. Låt f(x)betyda just att �x pratar franska�. Då hade vi
∃x∈X f(x)oh
¬∃x∈X f(x)betyder att
∀x∈X ¬f(x).Detta är just den allmänna metoden att bilda negationen av uttryket ∃x∈Xf(x) dvs vi hartautologin:

¬∃x∈X f(x) ⇐⇒ ∀x∈X ¬f(x).(b) Vi behåller samma betekningar oh påstår att alla elever i skolan X pratar franska. Medsamma betekningar som ovan nedteknar vi vårt påstående som
∀x∈X f(x).Vad betyder negationen av detta påstående? Helt klart betyder det att det �nns (minst) enelev i skolan som inte pratar franska. Alltså betyder:



166 LOGISKA KONNEKTIV OCH KVANTORER
¬∀x∈X f(x)att
∃x∈X¬f(x).Vi anteknar den allmänna tautologin:

¬∀x∈X f(x) ⇐⇒ ∃x∈X ¬f(x).

�Vi skall avsluta detta avsnitt med exempel som visar att man måste vara myket försiktig dåman kastar om uttryken �det �nns� oh �för alla�.(A.19) Exempel. Låt X vara mängden av alla gifta kvinnor i Göteborg oh Y mängden avalla gifta män i samma stad. Låt x ∈ X oh y ∈ Y . Betekna med f(x, y) utsagan �x är giftmed y�. Vad säger påståendet
∀x∈X∃y∈Y f(x, y) ?Det säger att för varje gift kvinna i Göteborg �nns en gift man i Göteborg så att de är gifta� ett rimligt påstående som dok inte behöver vara sant. Vad säger
∃y∈Y ∀x∈X f(x, y) ?Den här gången får vi att det �nns en man i Göteborg som är gift med alla kvinnor i staden.Alltså var försiktig då kvantorerna skall plaeras! �ÖVNINGARA.1. Visa att följande satsformer är tautologier:(a) ¬(¬p ∧ p) (motsägelselagen),(b) (p ⇒ q) ⇔ (¬q ⇒ ¬p) (transpositionslag),() ¬p ⇒ (p ⇒ q) (Duns�Sotus lag),(d) (p ∧ q) ⇒ p,(e) (p ∧ q ⇒ r) ⇔ [p ⇒ (q ⇒ r)],(f) [p ∧ (q ∨ r)] ⇔ [(p ∧ q) ∨ (p ∧ r)].



ÖVNINGAR 167A.2. Vilka av följande satsformer är tautologier?(a) [(p ∨ q) ∧ ¬p] ⇒ q;(b) [(p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p)] ⇒ (p ∨ q),() [(p ⇒ q) ∧ (q ⇒ r)] ⇒ (p ⇒ r).A.3. Man de�nierar She�ers strek “|′′ med hjälp av sanningstabellen:
p q p|q
F F S
F S S
S F S
S S F(a) Motivera att p|q ⇔ ¬(p ∧ q).(b) Uttryk ¬p, p ∨ q oh p ∧ q med hjälp av She�ers strek.A.4. Bilda negationen av följande meningar oh använd kvantorer för att nedtekna bådedessa meningar oh deras negationer:(a) Äpplen är röda;(b) Varje pojke tyker om en �ika;() Varje hund har en svans;A.5. Är följande resonemang riktiga?(a) Låt l,m, p vara tre räta linjer i planet. Om det inte är sant att l är parallell med meller p inte är parallell med m, så är l parallell med m eller p är parallell med m.(b) Kajsa kan logik då oh endast då det är inte sant att det är inte sant att Kajsa kanlogik.


