CTH/GU LABORATION 3 TMV216/MMGD20 - 2017/2018
Matematiska vetenskaper

Geometrisk tolkning av linjara ekvationssystem

1 Inledning

I denna laboration skall vi se pa geometrisk tolkning av linjéra ekvationer och system av sadana.
Vi skall sedan se hur vi loser linjdra ekvationssystem Ax = b med MATLAB. Vi sitter ihop
koefficentmatrisen A med hogerledsvektorn b i den utskade matrisen E = [A b]. Med elementira
radoperationer kom vi sedan fram till reducerad trappstegsform (rref) genom att rékna for hand
eller med rref i MATLAB.

2 Linjiara ekvationssystem

Vi ser forst pa ett linjéart ekvationssystem av typen 2 x 2, dvs. tva ekvationer i tva obekanta. Som
exempel tar vi

o 4 13

2371 + 3372 =8
5l‘1 + 4l‘2 =13

eller Ax=Db, dar A:{Q 3], b:{ 8}

Vi ritar 16sningarna till forsta ekvationen (bla linje i figuren nedan till véanster), egentligen ritar vi
grafen till den linjdra funktionen

li(z1) = (by —any)/are = (8 —221)/3, 0 <z <2

Sedan ritar vi 16sningarna till andra ekvationen (gron linje i figuren nedan till héger), genom att
rita grafen till
ZQ(.’,Ul) = (bg — CL215L’1)/CL22 = (13 — 51’1)/4, 0 S T S 2
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Sa hir gjorde vi for att rita figurena



>> A=[2 3;5 4]; b=[8;13];

>> 11=0(x1) (b(1)-A(1,1)*x1)/A(1,2);

>> 12=0(x1) (b(2)-A(2,1)*x1)/A(2,2);

>> x1=linspace(0,2,2);

>> plot(x1,11(x1),’b’,’linewidth’,2), hold on
>> plot(x1,12(x1),’g’,’linewidth’,2)

>> xlabel(’x_1’), ylabel(’x_2’)

>> axis equal, axis([0 2 1 3])

Eftersom funktionerna ar linjira, dvs. graferna &ar réta linjer, anvénder vi bara tva x;-virden som
vi bildar med x1=linspace(0,2,2). (Vi skulle lika vél kunna bilda dem med x1=[0 2].)

Vi berdknar reducerad trappstegsform for hand (gor det gérna) eller med MATLAB enligt

>> A=[2 3;5 4]; b=[8;13];
>> R=rref([A b])

1 0 1
0 1 2

och ritar ut 16sningen till systemet av ekvationer, dvs. skdrningen mellan linjerna med en rod
markor enligt

>> x=[1;2];
>> plot(x(1),x(2),’ro’, ’markersize’,3,’linewidth’,4), hold off
Resultatet ser vi i figuren ovan till hoger. Losningen &r skdrningspunkten mellan linjerna.

Nu ser vi pa ett 2 x 2-system som kan ha oandligt manga l6sningar eller ingen alls, ndmligen

{ 21’1 +3SL’2 = bl

B . 123 | b
Az1 & Gy = by eller Ax=Db, dar A—{ ], b—{ ]

4 6

for olika val av by och bs.

Vi ritar 16sningarna till ekvationerna for t.ex. by = 8, by = 15 och far den vénstra figuren. Vi ser
att vi far tva parallella linjer, dvs. systemet saknar 16sning.
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Om vi istéllet tar by = 8, by = 16 far vi den hogra figuren. Linjerna ligger pa varandra, vi har
oandligt manga losningar. I figuren har vi markerat 16sningarna med rod farg. (Réknar vi for hand
eller symboliskt med MATLAB ser vi att vi saknar 16sning da by # 2by, ar ddremot by = 2b; sa har
vi odndligt manga losningar.)

Vi berdknar reducerad trappstegsform med MATLAB for de tva fallen:

>> A=[2 3;4 6]; b=[8;15]; >> A=[2 3;4 6]; b=[8;16];
>> R=rref([A Db]) >> R=rref([A Db])
R = R =
1.0000 1.5000 0 1.0000 1.5000 4.0000
0 0 1.0000 0 0 0

dvs. ingen 16sning respektive oandligt manga losningar som ges av x1 + %xg =4 eller med z; =t

som fri variabel 0
T t t ..
0= 20 ]~ [3aln | oo

Den roda linjen ritade vi enligt

>> xt=0(t) [t; (4-t)/1.5];
>> P=[xt(0) xt(2)];
>> plot(P(1,:),P(2,:),’r’,’linewidth’,3)

Funktionen xt (t) kan berdknas for vilka t som helst, och vi rdknar ut den fér £ =0 och t = 2. Vi
sammanfor de tva vektorerna i matrisen P och ritar med plot. Med P(1, :) far vi x;-koordinaterna
for start- och slutpunkt for linjen och med P(2, :) far vi zo-koordinaterna.

Uppgift 1. Betrakta féljande linjara ekvationssystem. Gor en geometrisk tolkning motsvarande
den vi just gjort.

. 113 B 6
(a). Ax =b, darA—{5_2],b—{13}

. 113 B 5 B 5
(b). Ax =Db, dar A—[Q 6}’ b—lm} samt b—{lo}

Nu ser vi pa ett linjirt ekvationssystem av typen 3 x 3, dvs. tre ekvationer i tre obekanta. Som
exempel tar vi

201 —2x9 + 23 =1 eller Ax=Db, dir A = 2 =2 11|, b= 1
.T1—|—4.T2—.T3:—1 1 4 —1 —1

Vi ritar l6sningarna till forsta ekvationen (blatt plan), egentligen ritar vi grafen till den linjdra
funktionen

Li(z1,22) = (b1 — an1wy — a1922) /a3 = (24 4xy) /2
for0<z; <1,0< 2y, < 1.

Sedan ritar vi losningarna till andra ekvationen (gront plan), genom att rita grafen till
l2($1,$2) = (52 — G211 — a22:p2)/a23 =1-—2x; + 2w,
for0<z; <1,0< 2, < 1.
I figuren nedan ser vi det bla planet till viinster och till hoger ser vi det bla och det grona planet.

Déar planen skédr varandra dr motsvarande ekvationer uppfyllda samtidigt.



Sa har ritade vi det bla planet.

>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>

A=[-4 0 2;2 -2 1;1 4 -1]; b=[2;1;-1];

11=0(x1,x2) (b(1)-A(1,1)*x1-A(1,2)*x2)/A(1,3);
12=0(x1,x2) (b(2)-A(2,1)*x1-A(2,2)*x2) /A(2,3);
13=0(x1,x2) (b(3)-A(3,1)*x1-A(3,2)*x2) /A(3,3);
x1=linspace(-1,1,30); x2=linspace(-1,1,30);
[X1,X2]=meshgrid(x1,x2);

surf(X1,X2,11(X1,X2), ’facecolor’,’b’), hold on
xlabel (’x_1’), ylabel(’x_2’), zlabel(’x_3’)
axis([-1 1 -1 1 -4 7]), axis vis3d, grid on, box on

Eftersom grafen [i(xy,25) ar en yta anvénder vi surf istéillet for plot. Med meshgrid far vi
matriser fyllda med x1- och zo-koordinater. Att rita ytor kommer vi aterkomma till manga ganger,
sa vi kommer vinja oss efter hand.

Vi

anvinder axis vis3d sa att skalan inte foréndras da vi vrider och vénder pa grafen, med

rotate3d on blir det mojligt att ta tag i grafen och vrida den. Med grid on, box on &kas
kénslan av tre dimensioner.

Nu ritar vi &ven det grona planet.

>> surf(X1,X2,12(X1,X2),’facecolor’,’g’)

I figuren ovan till hoger ser vi hur det grona planet skér det bla planet och vi skall rita ut
skdrningslinjen med ett rott streck. Vi berdknar darfor reducerad trappstegsform pa de tva forsta
raderna i A och b enligt

>> R=rref ([A(1:2,:) b(1:2)])

R

1.0000 0 -0.5000 -0.5000
0 1.0000 -1.0000 -1.0000



Med x3 = t som fri variabel far vi losningarna

z1(t) —:+ 1t
x(t)=| z2(t) | = | -1+t |, forallateR

och vi ritar réda linjen med

>> xt=0(t) [-0.5+0.5%t;-1+t;t]
>> P=[xt(0) xt(2)];
>> plot3(P(1,:),P(2,:),P(3,:),’r’,’linewidth’,3), hold off

Nu ritar vi 16sningarna till tredje ekvationen (cyanfargat plan i figuren nedan), dvs. grafen till
I3(x1, 22) = (by — azi1w1 — azew)/azs = 1+ 1 + 4y

for0 <z <1,0< 2y <1.

Detta gor vi i en ny figur enligt

>> figure(2)

>> surf(X1,X2,11(X1,X2), ’facecolor’,’b’), hold on

>> surf(X1,X2,12(X1,X2),’facecolor’,’g’)

>> surf(X1,X2,13(X1,X2),’facecolor’,’c’)

Vi berdknar 16sningen till systemet

>> R=rref ([A b])

R =
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
och ser att vi har en entydig l6sning som vi ritar ut med en réd markor enligt
>> x=[0;0;1];

>> plot3(x(1),x(2),x(3),’ro’, markersize’,5,’linewidth’,4)
>> xlabel(’x_1’), ylabel(’x_2’), zlabel(’x_3’)
>> axis([-1 1 -1 1 -4 7]), axis vis3d, grid on, box on, hold off

Har ser vi resultatet, de tre planen och den punkt dér de skir varandra, dvs. 16sningen till systemet
av ekvationer.




Uppgift 2. Betrakta foljande linjara ekvationssystem. Gor en geometrisk tolkning motsvarande
den vi just gjort. Skriv &ven ned (for hand) 16sningsméngden pa parameterform.
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(a). Ax =b, dir A = 3 -2 1|, b=]1
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(b). Ax=b, dir A = 3 =2 1], b=|1| samt b= |1
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