CTH/GU STUDIO 6 MVE465 - 2018/2019
Matematiska vetenskaper

Linjara system av differentialekvationer

1 Inledning
Vi har i studiodvning 3 sett pa allména system av differentialekvationer med begynnelsevillkor

{ u'(t) =f(t,ut)), a<t<b
u(a) =u,

Vi har ocksa ldrt oss att 16sa dem i MATLAB med Euler framatmetoden eller t.ex. ode45. I den
hér studio6vningen kommer vi se pa allménna linjdara system av differentialekvationer

{ u'(t)=Au(t), a<t<b
u(a) =u,

(1)
dér A &r en konstant n x n-matris. Sambandet mellan f och matrisen A ges av

f(t,u) = Au
Det &ar enkelt att 16sa system (1) i MATLAB enligt

>> f=0(t,u)A*u
>> [t,U]=o0de45(f, [a,b] ,ua)

Till skillnad fran de flesta icke-linjéra system sa kan vi 16sa de linjéra analytiskt (dvs. exakt) med
egenvdrdesmetoden, se Lay kapitel 5.7.

2 Riktningsfalt och fasportritt

Precis som for allména system far vi en béttre uppfattning av vilka egenskaper systemet (1) har
genom att se ndrmare pa hogerledet f(u) = Au.

For varje begynnelsevirde till (1) sa har vi en 16sning u(t). Fran differentialekvationen har vi
u’ = Au = f(u). Vektorfiltet f ger oss i varje punkt u den riktning i vilken l6sningen forandras
och dess langd ger fordndringstakten. Genom att i ett lampligt antal punkter u markera styrka
och riktning for vektorn f(u) med en pil sa far vi, som i studiodvning 3, ett riktningsfdlt.

Genom att rita upp detta riktningsfilt far vi ungefirlig information om hur lésningen u(t) till
ekvationen beter sig for samtliga mojliga startvérden.

Tidigare har vi ju framst ritat ut graferna for koordinatfunktionerna u;(t) och uy(t), men det &r
ocksa naturligt att visualisera l6sningen i ett fasportratt dar vi ritar uq(t) mot us(t). Det blir extra
intressant att rita in en sadan kurva (bana) i ett riktningsfilt.



Som exempel pa ett linjart system tar vi (Lay, Exempel 2, kapitel 5.7)

{ u'(t) = Au(t), 0<t<T

u(0) =uy
4 =5 2.9
A_[—Q 1]’ “°_l2.6}
Vi ritar riktningsfiltet
>> A=[4 -5;-2 1];

>> ul=linspace(-1,5,20) ;u2=linspace(-1,3,20);
>> [U1,U2]=meshgrid(ul,u2);

>> F1=A(1,1)*U1+A(1,2)*U2;

>> F2=A(2,1)*U1+A(2,2)*U2;

>> quiver(U1,U2,F1,F2,1.5)

>> axis([-1 5 -1 3]), hold on

dar
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En (numerisk) 16sning far vi enligt foljande:

>> f=0(t,u)A*u;

>> 1u0=[2.9;2.6];

>> [t,U]=o0de45(f, [0 5],u0);

>> plot(U(:,1),U(:,2),’r’,’LineWidth’,2)

Vi ser hur 16sningen u(t) foljer féltets riktning i figuren ovan till hoger. Dér har vi dven ritat ut
16sningar for nagra andra begynnelsevillkor.

Uppgift 1. Betrakta begynnelsevéirdesproblemet:

u'(t) =Au(t), 0<t<T
u(0) =u
Rita riktningsfilt och fasportrétt da

@ A= [12] we [ ] o wn [ 2] 7es

(b). A:[_g f] uoz{8:?], T=17.



3 Egenvirdesmetoden

Antag att A dr en diagonaliserbar 2 x 2-matris med en bas av egenvektorer vy och va och med
tillhorande egenvirden A respektive Ao. Da ges 16sningen till

{ u'(t)=Au(t), 0<t<T

av formeln

u(t) = cyvieMt + cyvoe,

dar koeflicienterna ¢; och ¢y bestams av startvardena uy.
Vi sétter ¢ = 0 och far

u<0)201V1+CQV2: [Vl Vg} [Z; } .

Detta visar att

{ ¢ ] =V lu, (u(0)=u),

C2
dér matrisen V = [ vy vy | (kolonnerna &r egenvektorerna till matrisen A).

Som exempel ser vi ater pa
u=Au, 0<t<T
u(0) = ug

4 -5 2.9
A—{—2 1]’“0_{2.6}

Med MATLAB loser vi egenviardesproblemet och ritar 16sning enligt

dar

>> A=[4 -5;-2 1]; u0=[2.9;2.6]; T=10;

>> [V,D]=eig(A)

>> t=linspace(0,T);

>> ¢c=V\u0;

>> U=c(1)*V(:,1)*exp(D(1,1)*t)+c(2)*V(:,2) xexp(D(2,2) *t) ;
>> plot(U(1,:),U(2,:),’r’)

Vi berdknar alla egenvirden och egenvektorer med eig enligt [V,D]=eig(A). Egenvirdena for
matrisen A hamnar ldngs diagonalen i D och egenvektorerna blir kolonner i V.

Lagg marke till hur vi bygger upp U, vektorn t ar en radvektor och t.ex. V(:,1) &r en kolonn sa att
V(:,1)*exp(D(1,1)*t) blir en matris. Lings forsta raden i U, dvs. U(1, :), kommer u; (¢)-virden
finnas for de olika t-viarden i vektorn t och pa andra raden, dvs. U(2,:), finner vi motsvarande
us(t)-varden.

Uppgift 2. Undersok systemet u’(t) = Au(t) for matriserna A nedan. Rita i samma graf egen-
vektorerna till A och jamfor riktningféltets egenskaper med egenvektorerna och motsvarande
egenvarden. Forklara sambandet mellan riktningsfialtet och matrisens egenvérden och egenvek-
torer.

Matriserna nedan har reella egenvérden. Nér utgor origo en kdlla (alla 16sningar strommar fran
origo), en sanka (alla 16sningar strommar till origo) eller en sadelpunkt (16sningarna gar mot origo
men avviker sedan)?



Rita ocksa losningen till differentialekvationen for nagra startvirden som ni hittar pa sjilva.
Anvind ett lagom langt ¢t-intervall.

@ A=[272] oA ] @ as[l Y

Nar egenvérdena dr reella har egenvektorerna en speciell betydelse (forutom att de bygger upp
losningarna). Om vi ritar linjer genom origo i egenvektorernas riktning far vi en uppdelning av
fasplanet i sektorer ut fran origo. En 16sningskurva kan aldrig korsa en uppdelningslinje, den blir

alltid kvar i samma sektor.
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Hér ovan har vi ritat dessa egenvektorslinjer, som delar upp i sektorer, for matriserna fran uppgiften

oval.

Uppgift 3. Undersok systemet u'(t) = Au(t) for matriserna A nedan. Nu har vi komplexa
egenvirden sa origo kommer vara en spiralpunkt (16sningarna gar i spiral kring origo).
Rita riktningféltet tillsammans med l6sningen till differentialekvationen for nagra startvirden som

ni hittar pa sjélva.

(a). A:[_é ﬂ (b). A:[Zé ;]



