CTH/GU LABORATION 5 MVE275 - 2017/2018
Matematiska vetenskaper

Egenvardesmetoden

Linjara system av ODE

Vi har i tidigare kurser i matematik sett nagot pa allména system av differentialekvationer med
begynnelsevillkor

u =f(t,u), a<t<b
u(a) = u,

Nu skall vi studera losningar till linjara system av differentialekvationer

u=Au 0<t<T
u(0) =uy

diar A ar en konstant matris och ug ar en konstant vektor. Sambandet mellan f och matrisen A
ges av:

f(t,u) = Au
Det &r enkelt att 16sa det linjira systemet i MATLAB med

>> f=0(t,u)A*u
>> [t,U]=o0de45(f, [0,T],u0)

Till skillnad fran de flesta icke-linjira system sa kan vi 16sa de linjara systemen analytiskt (dvs.
exakt) med egenvdirdesmetoden.

Riktningsfilt och fasportritt

For att fa en lite béattre uppfattning av vilka egenskaper systemet u’ = Au har sa skall vi titta
nidrmare pa hogerledet: F(u) = Au. Funktionen F &r exempel pa en vektorvird funktion och
kallas vektorfilt.

For varje initialvarde till u/(¢) = Au(t) sa har vi en (okénd) 16sning u(¢). Fran differentialekva-
tionen har vi

u' = Au=F(u)

Vektorfiltet F ger oss i varje punkt u den riktning i vilken losningen férédndras och dess lingd
fordndringstakten. Genom att i ett lampligt antal punkter u markera styrka och riktning for
vektorn F(u) med en pil sa far vi ett sa kallat riktningsfdlt.

Genom att rita upp detta riktningsfilt far vi ungefarlig information om hur 16sningen u(¢) till
ekvationen beter sig for samtliga mojliga startvirden. Vi kan alltsa skapa kurvan u(t) genom att
sitta pennan pa den startpunkt vi 6nskar och sedan félja pilarna.

For att rita vektorfilt i planet anvinder vi kommandot quiver. Men forst maste vi skapa ett
gitter (grid) med de punkter i vilka vi vill sétta ut pilar (som beskriver vektorféltets storlek och
riktning i respektive punkt).



Om vi som exempel tar F(u) = (u; — ug, ujuz) kan vi rita riktningsfiltet enligt
>> ul=linspace(-2,2,30); u2=linspace(-2,2,30);

>> [U1,U2]=meshgrid(ul,u?2);

>> F1=0(ul,u2)ul-u2; F2=0(ul,u2)ul.*u2; s=1.2;

>> quiver(Ul,UQ,Fl(Ul,UQ),FQ(Ul,UQ),S)

% s - skalfaktor som forlédnger pilarna.
>> axis([-2 2 -2 2])

Vi kan ocksa ldagga till nagra stromlinjer (16sningsbanor) med funktionen streamline, som bygger
pa approximationen

u(t+h) = u(t) + ha'(t) = u(t) + hF(u)
vilket &r den sa kallade Euler framatmetoden pa systemet u’ = F(u).

>> s1=[-1.2 -1.1 0.35 0.4]; % Forsta-koordinater for fyra

startpunkter
>> s2=[-2 -2 0.2 0.2]; % och deras andra-koordinater
>> h=streamline(U1,U2,F1(U1,U02),F2(U1,U2),s1,s2)
>> set(h,’Color’,’r’,’LineWidth’,2)
och far en bild dér pilarnas riktning visar faltets riktning.
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Ytterligare ett exempel tar vi: Vi l6ser

u=Au 0<t<T
u(0) =uy

4 =5 4.9
A‘{—z 1}’ “0_{5.0]

dar



En (numerisk) 16sning far vi enligt
>> A=[4 -5;-2 1]; u0=[4.9;5.0];
>> F=0(t,u)A*u;

>> [t,Ul=o0de45(F, [0 10],u0);

Tidigare har vi framst ritat ut graferna for koordinatfunktionerna w;(t) och wus(t), men det &r

ocksa naturligt att visualisera l6sningen i ett sa kallat fasportrdtt dér vi ritar uy () mot us(t). Vi
ritar in nagra sadana kurvor (banor) i ett riktningsfalt:

>> ullim=[-1 5];

>> u2lim=[-1 5];

>> ul=linspace(ullim(1),ullim(2),30); u2=linspace(u2lim(1),u21im(2),30);
>> [U1,U2]=meshgrid(ul,u2);

>> F1=A(1,1)*U1+A(1,2)*U2; F2=A(2,1)*U1+A(2,2)*U2;

>> quiver (U1,U2,F1,F2,0.9)

>> axis([ullim u2lim]), hold on

>> plot(U(:,1),0(:,2),’r’,’LineWidth’,2)
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Vi ser hur l6sningarna u(t) foljer faltets riktning.
Uppgift 1. Betrakta begynnelsevirdesproblemet

u=Au 0<t<T
u(0) =uy
Rita riktningsfilt och fasportratt da

(a). A:{é :Z],uoz{_g],T:5 (b). A:{_lg i’],uoz{Q],T:fs



Egenvirdesproblem
Vi kan med MATLAB 16sa egenvirdesproblem
Av =)v

dar A ar en kvadratisk matris, v # 0 &r en egenvektor och talet A ar ett egenvérde.

Lat oss som exempel se pa matrisen

5 13 7
1 =21 9
A=1, 57
8 35 1

Vi beskriver matrisen och berédknar egenvirdena med

>> A=[6137;1-219;427 -2;8351];
>> d=eig(A)
d =
13.8499
-6.5856
-0.6652
4.4009

Vill vi d&ven ha med egenvektorerna gor vi

>> [V,D]=eig(A)

vV =
-0.6229 -0.2506 -0.3823 0.4812
-0.3991 -0.8316 0.9071 0.3053
-0.3052 0.2585 0.0087 -0.7826
-0.5997 0.4228 0.1760 0.2506

D =
13.8499 0 0 0

0 -6.5856 0 0
0 0 -0.6652 0
0 0 0 4.4009

Vi kommer da finna egenvektorerna som kolonner i matrisen V med motsvarande egenvirden pa
diagonalen i diagonalmatrisen D. T.ex. tredje egenvektorn ges av V(:,3) och tillhérande egenvérde
ges av D(3,3).

Vi kontrollerar att AV = VD (vilket vi ju vet alltid géller)

>> AxV-V*D
ans =
1.0e-13 *
0 -0.0844 0.0416 0.0266
0 -0.0711 0.0522 0.0067
-0.0355 -0.0488 0.0016 0.0400
-0.0711  -0.1288 0.0276 0.0666



I det hir fallet giller dessutom att V-'AV = D, dvs. matrisen A &r diagonaliserbar.

>> VAA*V

ans =
13.8499 0.0000 -0.0000 -0.0000
-0.0000 -6.5856 -0.0000 0.0000
-0.0000 -0.0000 -0.6652 0.0000
-0.0000 -0.0000 0.0000 4.4009

Egenvirdesmetoden

Antag att A ar en diagonaliserbar 2 x 2-matris med en bas av egenvektorer v; och vs och med
tillhorande egenvirden A; respektive Ay. Da ges 16sningen

u=Au 0<t<T
u(0) = ug

av formeln

u(t) = crvieMt 4 covae?t,

dar koeflicienterna ¢; och c¢s bestams av startvardena. Vi satter ¢ = 0 och far

u(0)201V1+02V2: [Vl Vg} |:2; :| .

Detta visar att

{ ¢ } =V luy, (u(0)=wy),

Co
dér matrisen V = [ vy vy | (kolonnerna &r egenvektorerna till matrisen A).
Uppgift 2. Undersok system u’ = Au for matriserna A nedan. Rita i samma graf egenvektorerna
till A och jamfor riktningfiltets egenskaper med egenvektorerna och motsvarande egenvéarden.
Forklara sambandet mellan riktningsfialtet och matrisens egenvérden och egenvektorer.

Nér utgor origo en kdlla (alla 16sningar strommar fran origo), en sinka (alla l6sningar strommar
till origo), en sadelpunkt (losningarna gar mot origo men avviker sedan) eller en spiralpunkt
(I6sningarna gar i spiral kring origo)?

Den som inte orkar beridkna alla egenviarden och egenvektorer for hand kan anvinda kommandot
eig som gor detta. Med [V,D]=eig(A) hamnar egenvérdena for matrisen A léings diagonalen i D
och egenvektorerna blir kolonner i V.

Rita ocksa losningen till differentialekvationen for nagra startvirden som ni hittar pa sjélva.

(a). A:[_f _ﬂ (b). A:H :Z] (c). A:[g;’]

(d). A:{_é ﬂ (e). A:{:g ;]



