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Matematiska vetenskaper

Parametriserade kurvor

1 Inledning

Vi skall se hur man ritar parametriserade kurvor i planet samt hur man ritar tangenter och
normaler i punkter lings kurvan. Dérefter skall vi approximera en kurvas baglingd.

2 Rita kurvor i planet

Vi har tidigare ritat kurvor i planet med kommandot plot, t.ex. enhetscirkeln parametriserad av
(z(£),y(t)) = (cos(t),sin(t)), 0 <t <2m

som vi ritade upp med

>> t=linspace(0,2+*pi);
>> x=cos(t); y=sin(t);
>> plot(x,y)

>> axis equal

Med axis equal far vi ritt utseende (aspect ratio), utan detta skulle cirkeln se tillplattad ut.

Som ytterligare ett exempel tar vi cardioiden
(x(t),y(t)) = (2cos(t) — cos(2t),2sin(t) —sin(2t)), 0 <t <27
som vi ritar enligt

>> t=linspace(0,2*pi) ;

>> x=2xcos(t)-cos(2*xt); y=2*sin(t)-sin(2*t);
>> plot(x,y)

>> axis equal, axis([-3.2 3.2 -3.2 3.2])

>> title(’Cardioid’)
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Kurvan kan konstrueras genom att man ritar av viagen fér en punkt, markerad med réd ring,
som sitter pa kanten av den grona cirkeln, da vi later denna rulla, utan att glida, pa den bla
stillastaende cirkeln.

Cardioid - startposition Cardioid - rullat en bit Cardioiden
2 2 [
// T \\\ - \\\
0 ) ) 0 ‘s
N4 _
-2 -2
-2 0 2 -2 0 2 -2 0 2

Om du vill kan du kora skriptet cardioden, som du finner pa webbsidan, sa du ser hjulet rulla.

Som &dnnu ett exempel tar vi asteroiden
(x(t), y(t)) = (cos®(t),sin®(t)), 0<t<2m
som vi ritar upp i MATLAB enligt

>> t=linspace(0,2*pi) ;

>> x=cos(t)."3; y=sin(t)."3;

>> plot(x,y)

>> axis equal, axis([-1.1 1.1 -1.1 1.1])
>> title(’Asteroid’)
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Légg mérke till att vi anvinder axis equal for att fa rétt utseende (aspect ratio) och for att
fa lite "1uft” runt kurvan anviander vi axis([...]). Vidare upphojer vi med komponentvisa
operationer (t &r ju en vektor).

Uppgift 1. Rita upp cykloiden
(x(t),y(t)) = (t —sin(t), 1 —cos(t)), 0<t <107

Denna kurva kan ses som den vig en myra, som fastnat pa ett hjul, fardas nér hjulet rullar framat
pa en horisontell linje.



Uppgift 2. Skriv upp en parametrisering av en ellips med storaxel a (a-riktningen) och lillaxel
b (y-riktningen) och medelpunkt i (p,q). Lat a = 1, b = 0.5 och p = 2, ¢ = 1. Rita en bild av
kurvan. Anvind axis equal.

Nu skall vi rita tangenter och normaler (Adams kapitel 8.3). Som ett exempel tar vi cirkeln
(x(t),y(t)) = (cos(t),sin(t)), 0<t<2rm

>> t=linspace(0,2*pi, 100);

>> x=cos(t); y=sin(t);

>> plot(x,y)

>> grid on

>> xlabel(’x’), ylabel(’y’,’rotation’,0)
>> axis equal, axis([-1.5 1.5 -1.5 1.5])

Vi ser kurvan nedan till vénster.
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For att rita tangenter och normaler far vi berdkna derivatan

(@'(£), /(1)) = (= sin(t), cos(t))
for att sedan rita upp (en stycke av) de réta linjerna med

>> t0=1; s=[-1 1];

>> x0=cos(t0); y0=sin(t0);

>> dx0=-sin(t0); dyO=cos(t0);

>> hold on

>> plot (x0+s*dx0,y0+s*dy0, 'm’) % tangenten
>> plot (x0+s*dy0,y0-s*dx0,’c’) % normalen

>> plot(x0,y0,’ro’, markersize’,2,’linewidth’,2)
>> hold off

I bilden ovan till hoger ser vi tangenterna och normalerna for ett par olika virden pa parametern
t och vi ser att allt ser ut som det skall.

Uppgift 3. Rita upp ellipsen fran uppgift 2 tillsammans med tangent och normal i nagra punkter.



3 Baglingd och polygontag
Vi téanker oss att vi har ett polygontag
(xlv yl)» (1'2,'3/2), Tty (xiv yl)a (xi+lyyi+1)7 Ty (xnv yn)

som vi ritat en figur av
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Vill vi beriikna polygontagets lingd kan vi gora det med formeln

n—1
L= Z V(@i — )%+ (i1 — i)
i=1

Denna formel fas genom att anvinda Pytagoras sats pa varje segment i polygontaget.
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Antag att koordinaterna samlade i tva vektorer x = (21,29, -+ ,2,) och y = (y1,¥2,"* ,yn), da

berdknar vi lingden enligt

>> n=length(x);
>> L=0;
>> for i=1:n-1
L=L+sqrt ((x(i+1)-x(i)) "2+ (y(i+1)-y(i))"2);
end
>> L

eller lite kortare med vektorisering

>> L=sum(sqrt ((x(2:end)-x(1:end-1)) . 2+(y(2:end)-y(l:end-1))."2))



alternativt
>> L=sum(sqrt(diff (x) . 2+diff(y)."2))

Om vi nu har en parametriserad kurva (z(t),y(t)), a < ¢ < b sa kan vi berdkna en approximation
av bagliangden om vi tar en antal punkter lings kurvan och beridkna lingden av motsvarande
polygontag.

Lat a =t <ty < --- <t, =b, med At; = t;;1 — t;, vara en indelning av parameterintervallet
och lat

n—1
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i=1

Detta &r en approximation av bagliangden. Ju fler punkter, desto noggrannare resultat.

Vi har
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sa om '(t) och y'(t) kontinuerliga (och inte noll samtidigt) far vi kurvans lingd

- m S (T )+(%)At= [Vwor s wora

max At; —0 ;1

som vi kidnner igen fran Adams kapitel 8.4.

Uppgift 4. Bestdm en approximation av omkretsen av ellipsen i uppgift 2. Det var ett polygontag
ni ritade upp. Borja med ett fatal punkter (10 kanske) i polygontaget och 6ka successivt antalet
(dnda upp till 100 séig) och se hur approximationen av omkretsen forbéttras.

Jamfor med resultatet man far da man beréknar baglangden med hjélp av integralen ovan. Anvéand
quadl.



