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1. Berdkna ldngden av kurvan
c=3t" y=8(t+1)*% 0<t<?2
2. Berdkna krokningsradien for kurvan
r=2t y=23t2, z=23¢

).

i punkten (z,y, z) = (2,

Ol

1
K
3. Uppskatta differensen

. 2,022 .4
arcsin — arcsin—

4,95 5

med hjélp av approximationssatsen.
4. Bestdm lokala max.-, min.- och sadelpunkter fér funktionen
2 z?
flz,y) =2+ 5z — zy + ln(?)
5. Berédkna kurvintegralen

/ 32%y dx + (2% + 4°) dy
c

dér C' dr parabelbagen y* = z fran punkten (1, —1) till punkten (1, 1).

:c+y
$2+ 2

dar D &ar omradet z2 +y* <1, y > 0.

6. Berakna

Fortsittning pa nista blad!



7. Berdkna arean av den del av ytan f(z,y) = xy vars projektion pa
xy-planet r foljande omrade 22+ 4> <3, y > 0, y > /3.

8. Berikna volymen av den kropp som alstras da kurvan
y=xz-lnz, 1<zr<e
roterar kring x-axeln.

Alla problem utom tva sista ger 6p max. Varje av dem tva sista pro-
blemen ger 7p max.

Lycka till!



FORMELSAMLING I FLERVARIABELANALYS

Kurva i rummet pa parameterform:

[*= XEB eller med vektorbet. IS{I.?:CI;M. Kvati X=Xo* VXE
= ata linjens ekvation: = A%
f Y r = (x(0,y(0, 2(0) ! Y=JotVy
z = z(t) (tangent och normal) Z=12q + Vgl
X2 to
Area under plan kurva pa parameterform: f ydx = f y(t) x(t)dt .
X1 t1

X = 1(0)cos B

Polér form r = r(0) skrivs pa parameterform: {y =r(0)sin g

to
Baglangd for kurva pd parameterform: L = f [rt)|dt , speciellt
tl

to . .2 X2
iplanet: L= [ VX +y dt, ellr L= [v1+(f'(x)? dx
t X1

| 2 .2 .2 .2
och i rummet: L = f X +y +z dt.

t1

Tyngdpunkt for kurva i planet:

gtz a2 L2 f.z .2
xT=fo(t) X +y dt , yr=1 fy(t) X +y dt

9] t

Krokning for kurva: K(t) = %ﬂ
r

If/l(x)l
[+ (@)%

speciellt i planet: K(x) =

Krokningsradie: R =

=

ss e

(r(t) x r(t) (1)
It x T ()]

Torsion: T =
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Approximationssatsen: f(x+ AX,y + Ay)- f(x,y) =L (X,y) Ax +1;(x.y) Ay

~ Af differens df differential

. . af _of dx  of dy df _of dx  of Ay  of dz
Kedjeregeln: v =% dt "oy dat °  dat ~axdt T oy dt ' oz dt
(of _ of ox _of 9y of _ of ou , of ov
|du  dxdu dy du 0X Jdu dx Iv Ix
{ och 4 och
| oL _ of ox of 9y of _ of gu  of gv
L9V T X ov - dy dv lay ou dy  dv 9y

Taylors formel i tva variabler:

f(x,y)="f(a,b)+f;(a,b)(x-a)+ f}’,(a,b)(y—b)+
2 [fix(@a,b) (x- 2)? + 26 (a,b) (x -2) (y ~b) + £y @,b) (v -b)] +

3i[fcla,b) (x-2)% + 365 (@,b) (x~2)%(y ~b) +

36y @.b) (x-a) (y - b)* + iy (a,b) (y - b)° ]+ ...

Max.- , min.- och sadelpunkter:
fxx(a,b) fyy(a,b)

4 = f/ ,b =O s = " "
fx(a,b) = fy(a,b) fyx(a,b) fj(a,b)

D > 0 och {fx"(a’b) >0 = (a,b) lok.minp.

f/ (a,b)< 0 = (a,b) lok. maxp. ’ D <0 = (a,b) sadelp.

Lagranges multiplikatormetod:
f(x,y) maximeras eller minimeras under bivillkoret g(x,y)=0.

Bilda H=1f - Ag och16s ekv.syst. Hy =0 ,Hy; =0 och g=0.

Gradient: ad f = (£ ,£.,1)) Riktningsderivata: f. = € - grad f(a,b,c)
gr X tyrtz g € gr

[-|grad f(a,b,c)| s f¢ = |grad f(a,b,c)|]

Nivayta: g(x,y.z)=z-f(x,y)=C, Normalvektor: n=grad g .,

(Tangent-) planets ekvation: n,(x- x,)+ ny(y -Vo)+1n,(z-2,)=0.



) X9
Skivformeln: V ==x f [f (x)]2 dx dar x-axeln ir rotationsaxel.
X1

Guldins regel: Rotationsvolymen = Arean - Tyngdpunktens vag .

Dubbelintegral, speciellt: ([ dxdy = Ap .
D

Variabelsubstitution: dxdy = x.y) dudv .
d{u,v)
Speciellt polara koord: {X -' C(_)S M . x2 4 y2 = r2, dxdy =rdrdv .
y=rsinv

Geometriskt moment med avseende pa linjen x =a resp. y =b:

My=ﬂ“(x_a)dxdy resp. My =_[[(y_b)dxdy.
D D
Tyngdpunkt for yta i planet: xt =1Lﬂ xdxdy , yg =Aiﬂ‘y dxdy .
Db Db

Troghetsmoment med avseende pa linjen x =a resp. y=b:

Iy = [ (x- a)’dxdy resp. Iy =&y -b)*dxdy .
D D

Polirt troghetsmoment med avseende pa punkten (a,b):

Ie=ﬂ[(1)<—a)2+(y—b)2] dxdy = Iy +Ix-
D

Trippelintegral, speciellt: | fﬂ' dxdydz = Vp .
D

Variabelsubstitution, speciellt sfiariska (rymdpolara) koordinater:

[x= rsinfbecosv

1y=rsinesinv , ><;2+y2+z2

=12, dxdydz=r12sinf drdfdv .
Zz=TcosB

och cylinderkoordinater:

[x=rcosv
2[y=rsinv , xz+y2=r2 ., dxdydz=rdrdvdw.
Z=W
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Tyngdpunkt {6r kropp i rummet:

1 1
X1 =;,1;ffoxdxdde YTy Iy xdydz .z - o dxdyda.

Kurvintegral: W= [F-dr = [Pdx+Qdy .
%) C C

Greens formel: f Pdx+Qdy =ﬂ (Qx -Py)dxdy .
C D

dar C ar sluten, ett varv moturs, runt D.

F = (P(x,y),Q(x,y)) gradientfilt om potentialfunktion d(x,v):
F=(P,Q = (@, Py) =grad . |

Exakt differentialform: d® = &) dx + Py dy =Pdx + Qdy.

o (X9.,y9)
Da galler: éPdX + Qdy =£d®=[¢](X12,y12)

Exakt differentialekvation: d¢(x,y) = P(x,y)dx +Q(x,y)dy = 0

har allmén l6sning ¢(x,y)=C.

Yta i rummet pa parameterform:

[*= xgu, V; eller med vektorbeteckning
13;; Z(:’:) r(u,v) = (x,v),y(u,v), z(u, v)).

har normalvektorn: n=r] xr;.

Arean av en yta pa parameterform: Ag = I |ty xry|dudv .

Duv

Arean av en funktionsyta:  Ag - [ ()% + ()% +1 dxdy .
D

Xo

Arean av en rotationsyta: Ag = 2x [ VL + (f'(x)? dx
X1

dar x-axeln ar rotationsaxel.
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Ytintegral av funktionen g éver ytan S:

ﬂgds et y(u,v), z(u, v)) r, x 1y |dudv
Duv
{Sﬁﬁé} - [felxy.f(xy) J ()7 + (€))7 +1 dxdy
D

Tyngdpunkt {6r yta i rummet:

xT=-li—ngds, T=;\l—ﬂ ,zp zdS

S

it
z|
=

Normalytintegral av vektorfiltet F éver ytan S:

ﬂ‘F +dS = ﬂ‘F(r) (r; xxry)dudv
Duv

{gggé} = [[P(x.y,2)dydz + Q(x,y,z)dzdx + R(x,y,z)dxdy
S

Kalltithet (-styrka): divF =P} +Q) +R,

Gauss' divergenssats: ﬂ' F.dS = ﬂf div F dxdydz
S D

dar S ar sluten med normal utat.

€1 €2 €3
Virvelvektor: rotF =|-L % L1 -(Ry-Q;. P -Ry, Q) - P})
P Q R

Stokes' sats: dex+Qdy +Rdz = ﬂ'rotF +dS = [l rotF(r)- (rj; xry) dudv

Duv
dar C ar sluten kurva runt S.

10tF =0 <« F =grad @

125



Pororonsvol Y da \<wcm OLoar XOng 5
waxelo. y-f () = N W/x”/x dx

Arean &v 4 vo«xion@%ye&
%\% W’/g(ﬁ}/;\%{/e At

ddr x-qreln dr rotarionsaxel Jar

TR
{X)’{H }JC1<JC<J(2
Ly yo

Kurx/iml«?(ff”j : 3'@
A §F—’ c(r—-gpdanchﬁw—Koi’z_ mﬁo@

F=(paR), C=(H, 44, z&v
toets<t, |

Af fZP(X)g,%)-i + Qluy2)y .+ R(x,y,z)»é) At .

Om rot F = 0, oxisterar P sddan att
F=grad @ ech [Fedr = P(andpunkt)= Pleketpankt),

: C
gE-JF@ ar ogeroemolz a\/ C_ meffqm W B
C (k) gl 2lh)) eek (xth), yet,), zct)), om T FEO
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VIKTIGA :: DERIVATOR OCH INTEGRALER

De derivator och integraler som presenteras hir forvintas ni kunna utantill.

DERIVATOR ::

Funktion | Derivata | kommentar
x" rer 1 T#£Q
eil’ e.’E
sinx CoS T
COs T —sinz
2 1
tanz 1+tan“z | eller =
1
Inz =
arctanz —~71
14z
arcsin L
1-x
arccos x -l
1—z
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PRIMITIVA FUNKTIONER ::

f [fdzx kommentar
x’ ”;—:—rll +C r# -1
1 njz|+C
sinz —cosx -+ C
cos T sinx + C
I—Jr—(lll—ﬂ—g Larctanaz + C
lnx znz—z+C partiell integration!
—\/ﬁ L arcsin(az) + C
er e +C
Eo—slg—; tanx + C




