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1. Berdkna gréansvirdena
. zhaqgt
(a) lim ;) —(0,0) ﬁ> (5p)
. :1,‘4 4
(b) 1im(zy)-+(0.0) iy (2p)

2. (a) Berékna krokningsradien for cykloiden
7(t) = (t —sint, 1 — cost,0). (5p)

(b) For vilket ¢ &r radien maximal? (2p)

3. Bestdm lokala extrempunkter samt terasspunkter (sadelpukter) for
f(a,y) = 2° + 6y* + bay. (6p)

4. Berikna lingden av kurvan 7(t) = (3 — 3t,3t?), 1 < ¢ < 2. (6p)

5. Berédkna dubbelintegralen

i
—— dady,
//Dlﬂ:“ry2 Y

dir D #r cirkelsektorn 2% + 32 < 1, —z <y < . (6p)

6. Planet /2 +y/2 + 2/9 = 1 delar ellipsoiden 2%/4 4+ y*/4 + 2?/81 < 1
i tva delar. Bestdm volumen av den mindre delen. (7p)

7. Berikna den foljande kurvintegralen [, 2zydx + x*y*dy lingst kurvan
C:x =24/1—4%/9 mellan punkterna (0, —3) och (0, 3). (6p)

8. Berdkna normalytintegralen av vektorfiltet F &ver ytan S : 1. N FedS,
dir F = (2%y,y — 2y%,32), S 122 +y* + 22 =4, 2> 0,y > 0,2 > 0.
(7p)

Betygsgranser: for 3 kravs 20p, for 4 kriavs 60% av totala podngsumman,
for 5 kravs 80%. Lycka till!



Lycka till



FORMELSAMLING I FLERVARIABELANALYS

Kurva i rummet pd parameterform:

x= X(g eller med vektorhét, Rata linj Kvati A
= dta linjens ekvation: = v
f’ =YW et = (et (), 2(0) " f" Yo*Vy
z = z{t) (tangent och normal
X0 to
Area under plan kurva pd parameterform: [y dx= {y(t) x(t}dt .
’ X1 5]
Polir form r = r(0) skrivs pa parameterform: x = 1{6)cosd
pap "y =r®)sing
[ )
- Baglangd for kurva pa parameterform: L= Jlr@fdt , speciellt
. 51
to .2 0.2 X 5
{planet: L= [ YX +y dt, eller L= f 1+{f(x))° dx
1 1

, 2 2 2 2
ochirummet: L= [ ¥yx +y +z dt.

ty

- Tyngdpunkt for kurva i planet:

t2 f.z .2 1% .2 .2
xT=fo(t] x +y dt , yT=Lfy{t) x +y dt

(] : i

|£(t) % r{t)|

Krokning for kurva: K(t) = —
£ FOP

lf”[x)l
[T+ {f'(x))?

speciellt i planet: K(x)= : 37 -

Krokningsradie: R =

i

() x T () * T
Ir ) x T ()

Torsion: t =

Speciellt X= Xg + Vyt

Z=Zg + Vgl
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Approximationssatsen: f(x+ &6y +ay)-f(x,y) = £ (x,y) ax + fy(x,ylay

" Af differens df differential

. df _afdx . of dy af _9f dx . pf Ay of dz
Kedjeregeln: gr=yrar oy at *©  df "acac* gy dt "oz dt
[Bf _ of 9x , 9f 3Y af _ 3 du , of dv
|au ax dun  dy ou ax  du dx  8v ax
{ och i och
L oL ox, ol oy oL _ of gu , of 9y
Lav"ax v | 3y av lay du dy = ov 3y

Taylors formel i tva variabler:

f(x,y) =f(a,b)+fx(a.b)(x~a)+ £ @,b) (y - b) + _
oy, b) (2~ 2)% + 28 (a,b) (x - a) (y ~b) + £y, @, b) (v - )21+
2 [fla, b) (- a)® 4 884 (a,b) (x - 2)%(y = b) +

364y @.b) (x-a) y ~ DI+ 5y @) (7~ b)° 1+ ...

Max.- , min,.- och sadelpunkter:
fix(a,b) fg,(@,b)

Ix(ab)=fEb =0, D= fie{a,b) i (a,b)

Lx@,b)> 0 = (a,b) lok.minp.

£@,b) < 0 = (a,b) lok maxp. '@ =<0 = @b} sadelp.

D>Oc;ch{

Lagranges multiplikatormetod:

f(%,y) maximeras eller minimeras under bivillkoret g(x,y) =0.
Bilda H = f-Ag och18s ckv.syst. Hy =0, Hy =0 och g=0.

Gradient: grad f = (f.,f,f2) Riktningsderivata: f] = €« grad f(a,b,c)
gr x lyidg g e gr

[-|grad f(a,b,c) = £} = |grad f(a,b,c)|]

Nivdyta: g(x.y.z)=z-f(x.y)=C, Normalvektor: n=grad g ,

(Tangent-) planets ekvation: n,(x- x,)+ Dy(y ~yo)+n,{z-2,)= 0.




xo
Skivformeln: V=5 _[' (£ (};:]]2 dx dir x-axeln ar rotationsaxel.
xy

Guldins regel: Rotationsvolymen = Arean - Tyngdpunkiens vig .

Dubbelintegral, speciellt: [['dxdy = Ap .
: D

Variabelsubstitution: dxdy = 1 30 v) dudv
. . [x=T1cCO8V 2..2 .2 _
Speciellt polara koord: {y ersiny Xty =TT, dxdy =7 drdv .

Geomeiriskt moment med avseende pa linjen x =a resp. y=h:

My = [ (x~a)dxdy resp. My = [f(y ~b) dxdy -
D D

Tyngdpunkt for yta i planet: xp =5 [[xdxdy , ¥g - F}D' [y dxdy .
i)
D D

Troghetsmoment med avseende pa linjen x =a resp. y =b:

Iy = [[(x- a)zdxdy resp. Iy = [y _b]zdxdy.
D D

Poldrt troghetsmoment med avseende pa punkten (a,b):

Io= [ lx-a)+(y-bPldxay = Iy +Ix.
D

Trippelintegral, specielll: {ff dxdydz = Vp .
D

Variabelsubstitution, speciellt sfiriska (rymdpolara) koordinater:

x=r1sinfcosv ‘

y=r1rsingsinv , Zay?rz?ar?, dxdydz=rzsin8 drdédv .
y

Z=1rcosh

och cylinderkoordinater:

X = T COSV
iy-:rsinv . }:2-z~j3r2=,1‘2 , Gxdydz=rdrdvdw.
7= W
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Tyngdpunkt {6r kropp 1 rummet:

. L .
Xr = T fg‘xdxdydz y Yo o= VD_[g'ydxdydz y Zp = VD_%[zdxdydz.
Kurvintegral: W= [F+dr = fPdx+Qdy .

L c C

Greens formel: f Pdx+Qdy =ﬂ‘(@;{ ~P§)dxdy.
c D

dar C ar sluten, ett varv moturs, runt D.

F = (P(x,y),Q(x,y)) gradientfalt om potentialfunktion ®(x,y):
F = (P,Q) = (@), d}) = grad & ‘

Exakt differentialform: d = L dx + ?,dy =Pdx + Qdy.

. (X0,¥s)
D3 gailler: épdx + Qdy =£ d® - [@] )

Exakt differentialekvation: dé¢(x, V)= PExy)dx+Q(x,y}dy = 0

har allmén 18sning ¢(x,y) = C.

Yta irummet pd parameteriorm:

[ Xi Xgu’:‘;; eller med vektorbeteckning
ﬁ _ i{:’v) r{w,v) = (xfu,v), y(w,v), zfu, v)).

har normalvektorn: n=r/ «r.

Arean av en yta pd parameterform: Ag= [ |y xryldudy .
Duv

Arean av en funktionsyta:  Ag ~ [/ ()% + (€)% +1 dxdy .
D

. X2 .

Arean av en rotationsyta: Ag = 2x f fx)V1 +(f’[x))2 dx
X1

dar x-axeln &r rotationsaxel,
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Ytintegral av funktionen g éver ytan S:

[Jgds= [relxtu,v),y(u,v), ztu,v)) |x) xx,|dudy
s

DHV

{SSSE } - [y 0y 0% + €)%+ 1 dxay
D
Tyngdpunkt for yta i rummet:
L 1
meAs‘g'de ,ryT=ASlS]‘de ) ZT:I—ALS"g‘ZdS

Normalytintegral av vektorfiltet F éver ytan S: -

ﬂ‘F- ds = _UF(r)- (x, xx;}dudy
S Duyv

{;ggg}  [[Pbey. Dydn s OOy, 2)dache +R (., 2)dxdy

Killtithet (-styrka): divF = Py + Qi, +R;

Gauss' divergenssats: JF-dS= fIf divF dxdydz
S D
dar S ar sluten med normal utat.

81 Co €3
S .3 31 _ (e Y '
ox ay 9z —(RY_QIZ’Pé—RX’Q;‘_PY).
P @ R

Virvelvektor: rotPF =

Stokes' sats: §Pdx+Qdy +Rdz = [[rotF +dS = JITotF(r). (5, x 7} dudv
' ’ C S ' Duv ‘
dér C ar sluten kurva runt S.

T0tF =0 ¢ F =grad @
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Rotosanolym da Kow&m OOrar ‘mr\% .
wraxeln. y-f(x) = \- W/xaf(x X

/A\Wf\ﬂ AV en yokar on&%m

A% Qﬂ/g(})/m At

dar x-qreln &r mmmmax@ {O
(x - X
} JJC1<JCl<JCg\ 1

EERA
Kurl/im[f(ff@g ; 5'@ .-'_ -
A= SF—’ o dT = SPoﬂ>¢+Qo(5r+—Ra?1 mﬁi

(PQR) C = (xlt), g &), a(é))
Loe bt st | ¢

A¢ f{([j(x,'g,%).::{ + Q(ﬁ,g,g)g '{_‘Réx,g’,%)-é) ot .

Om rot .F =0 éx[s%eraf. P sidan att
Tf. =8m0( CP oc[\ S‘?.JF" = CP(aho{’?umk-[-)“qp(s-;ar‘}‘t?qmu)'

‘ C
E-JF% = ogQFOEmoLQ o/ C MQ%QM W |
R, g, 2 (8)) oek (x(k), Ylt), 2 (4)), O rotF=0,
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VIKTIGA :: DERIVATOR OCH INTEGRALER,
m

De derivator och integraler som presenteras hir forvintas ni kunne utantili.

DERIVATOR ::

Funktion | Derivata | kommentar
" rzT! r#0
e* e*
sina cosx
cos —sinz
2 1
fana _ 14tan*z | eller Frers e
1
Ing =
arctan s L
14z
arcsin z L
1
. 1
arccos o ﬁ
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PRIMITIVA FUNKTIONER ::

f [fdz kommentar
ar T -1
1 In|e|+C
gin —cosm 4+ C
cos % - sing+ C ‘
T'-T-'(lgﬁ’-’  arctanaz + C
Inz shhe~z+C partiell integration!
m 1 .a:csin{am) +C
e* e® 4 C
i;xli_:c tanz +

)
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"&f"" : (OSR X =CO5™X ~SinX =268 % - =|~Asin"“X
xr :fx -3 St s [2O8ER oy . rCosdx
xﬁng d('rl:i e - ; Qﬂ
Mfﬁw L suldtvaletions fﬁbﬂ% ey
Lior ,&,L + A
X =g ( = m(mﬁ) é’l)ﬁi{j@&ﬂ%@S%«S ny
L - 5
i (14 3;— “e SIn(x-y) =sihx o8y - S X3y
bm Ll oS (44 = (o5 x Cos| ~SIN Siv !?
K =2 00 ___)_;—.-: C,.,QSCV *) (C)g}&{{;)szjé“%r%ht}}’l}\}
Veldores— ,
— 1r &
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i ¢ o s
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