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1. Berékna foljande integraler.

) / 208 20 d. b) / 1 ) / sin® 2 da (10p)
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Losning;:

a)

/a:cos 2 dr = {PI} =« sin 2x _ / sin 2x sin2x  cos2x

5 5 dr =x 5 + 1 + C.
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/;d :/( A + B )dx:/( ) dx = In |z+3|—In |[z+4]|4+C.

22+ Tr +12 v z+3 x+4 T+3 x4

)

= 3 3
/sinx(l—c052 r) dr = { F=cose } = —/(1—t2) dt = —t+—+C = —COSQH—COZ x—i—C‘.

dt = —sin xdx 3

2. Berakna arean av det omrade som begrénsas av kurvorna y = 3 —x och y = 2 Rita
figur! g (4p)
Losning;:
Vi berdknar forst skirningspunkterna mellan kurvorna d.v.s. 16ser ekvationen

3 — x = — som har l6sningarna x; = 1 och x, = 2.
x



Omradet vi ska berdkna arean av blir da enligt figuren nedan

yﬂ

S |

A:/((3_$)__) dr = {3x—x——21nx1 :(§—21n2) a.e..
1 T 2 2

3. Los differentialekvationen 2%y’ = y + 1 med lésningsmetoden for separabla differen-

tialekvationer. (4p)
Losning:
dy dx dy dx -1
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ly+1]=e V0 o yrl=+ele™® O 40 & y=Che /-1
—~—
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Vi underscker nu om y = —1 ar en losning till differentialekvationen och finner att

sa ar fallet. Sammanfattningsvis far vi da

y=Ce /" —1.

3t — 1

4. Visa med induktion att Z 3k = 5

k=0

, n>0. (5p)

Losning:



gl — 1
S n>0

Lat U(n) vara utsagan Z 3k = 5 >

k=0

I(induktionsstarten): Visa U(0) sann.

3t —

0
1
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IT(induktionsantagandet): Antag U(p) sann for nagot p > 0.

Z 3k 3P+1 1

III: Visa att U(p) sann = U(p + 1) sann.
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Slutsats: Enligt induktionsprincipen foljer att U(n) &r sann for alla n > 0.

. Berdkna volymen av den rotationskropp som uppstar da kurvan
y =sinzy/cosz, 0 <x < %, far rotera kring r— axeln.

Losning;:

sinz =1t

Vi=m coszdr = dt

sin?z cosx dr = [

=)
INIE]

(4p)



y' +2y +5y = 0
6. Los begynnelsevardesproblemet y(0) = 1 (5p)
/ —
y'(0) = —1
Losning;:

Vi 16ser den karakteristiska ekvationen r2 4+ 2r + 5 = 0 till differentialekvationen och
far 16sningarna r = —1 4 25. Den allménna 16sningen blir da

y(x) = e *(Acos2x + Bsin2x).

y(0) =1 ger

e’(Acos0+ Bsin0) =1 A=1.
For att kunna anvéinda oss av att ¢'(0) = —1 deriverar vi forst y(z)(med A = 1) och
far

y'(x) = —e "(Acos2x + Bsin2zr) + e *(—2sin 2z + 2B cos 2).

y'(0) = —1 ger B = 0 och vi far da l6sninskurvan

y =e *cos2r.

7. En tank innehaller fran borjan 1000 liter rent vatten. Vid en viss tidpunkt borjar
man pumpa in saltvatten i tanken med hastigheten 10 liter per minut. Samtidigt
toms tanken pa sin saltlosning i samma takt, sa den totala méangden saltlosning i
tanken &ar hela tiden 1000 liter. Antag att koncentrationen salt i inflodet ar 35 gram
per liter och att saltlosningen i tanken blandas sa effektivt att koncentrationen salt,
vid varje tidpunkt, &r densamma Gverallt i tanken. Din uppgift ar att bestdmma en
funktion som beskriver hur mangden salt i tanken varierar med tiden. Efter lang
tid kommer saltkoncentrationen i tanken att vara ungefar densamma som i inflodet.
Kontrollera att detta stdmmer med din funktion. (6p)

Losning;:

Om y(t) &r méngden salt i tanken (métt i gram) vid tiden ¢ sa far vi att;



1
dvs. differentialekvationen 3’ + my = 350. Multiplicerar vi bada led i denna ekva-

tion med den integrerande faktorn e 00t = (t/100

sa far vi;

d
- (e//1%0y) = 350e"/1%0 & €M1 = 3500061 + C' < y = 35000 + Ce~ /10

Eftersom y(0) = 0 sa foljer att C' = —35000, vilket ger oss att;
y(t) = 35000(1 — e~*/109)
Vi noterar speciellt att;

y(t) —t/100
2 35(1 — N N
1000 35( e )—35 , t— o0

sa koncentrationen salt i tanken efter lang tid kommer vara ca.35 gram per liter,
vilket 6versenstdmmer med koncentrationen i inflodet.

8. Hérled 16sningsformeln till en linjéar differentialekvation av forsta ordningen d.v.s. en

DE av typen ' + f(2)y = g(). (4p)
9. Formulera och bevisa formeln for en aritmetisk summa. (4p)
10. Bevisa integreringsregeln /f(:v)g(a:) dx = F(z)g(x) — /F(x)g’(m) dz. (4p)



