Tentamensskrivning i matematik del E 20140520
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Hjalpmedel: Inga

1. Berdkna foljande integraler.

x2+6x+8
Losning;:

a)

x x A B
/x2+6x+8dx /(x+4)(x+2) de=PBU /(x+4+x+2>d””

a) /L dx b) /$1n$ dx ) /sm\/} dz. (10p)
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— dr =21 4| —1 2 )
[ ) de=2mfe+ 4 ~lnfe +2| +.C
b)
2 2 2 2 2
/xlnxdx:%lnx—/%-;dx:%lnx—/gdx:%lnx—%—l—a

c)
/sin\/zdx:[\/E:t:>:vzt2da::2tdt] :/Sint-Qtdt:

—cost-2t—|—/cost-2dt:—cost-2t+281nt+C':QSin\/E—Q\/Ecos\/E—FC.

2. Kurvorna

y= r>0 och y=x >0

avgransar tillsammans med y— axeln ett begrinsat omrade. Berdkna arean av detta
omrade. Rita figur! (5p)



Losning:

Vi borjar med att rita en figur

y A

xz

och réknar sedan ut skirningspunkten mellan kurvorna som vi far till x = 2.

Arean blir da

2
A:/O (x—?—Q —z)dr=..=2(4In2 — 1)a.e.

3. Omradet 0 < y < e” och 0 < z < In2 roteras ett varv krin x— axeln. Berdkna
rotationskroppens volym. Rita figur! (4p)



Losning:

Vi bérjar med att rita en figur

y

/

Volymen som bildas da omradet D roterar ett varv kring z— axeln blir da

X

In2 n2

2x 3
V:W/GdeiL‘:|:6—:| :—W.
2 ], 2
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. Visa med induktion att Z k(k+1) =

, n>1
3
k=1
Losning:
I(induktionsstarten): Visa U(1) sann.
1
11+ 1)(1+2
VL= k(k+1)=2och HL = (1+ g( =2 5 ox

k=1

II(induktionsantagandet): Antag U(p) sann for nagot p > 1.

p

Up) > k1) = At i)

III: Visa att U(p) sann = U(p + 1) sann.

(5p)



p+1

Ulp+1): Zk(k+1):(p+1)(l7-§2)(p+3)
VLp+1:ka(k+1) :ik(k+l)+(p+1)(p+2)

p(p+1)(p+2)

= (ind.ant.) = +(p+1)(p+2)
_plp+D(p+2)  3p+)p+2)  (p+1)(p+2)(p+3)
N 3 + 3 N 3

- HLp+1.

Slutsats: Enligt induktionsprincipen f6ljer att U(n) &r sann for alla n > 1.

. Los differentialekvationerna
a) y =eVsinz, y(r) =0 b) zy +y =z, x>0, y(l) =e. (8p)

Losning;:
a)
y = eYsinx ar en separabel DE / e Ydy = / sin z dr som har 16sningen

e ¥ = cosz + C. Villkoret y(7) = 0 ger C' = 2 och vi har att
y = —In(cosx + 2)
b)

1
zy +y =1 &y +—y=e". IF=e* =z och vi far
x
!/ 2 €$2 €$2 .
(ry) = ze™ & 2y = - +C & y= 57 + C/z. Villkoret y(1) = e ger C' = ¢/2.
T

2
er +e

Alltsa: y =

. Da dagsljuset trénger ner i en sjo avtar ljusets intensitet /(z) med djupet z under
vattenytan enligt Lamberts lag:

dl
— = —kl
dz
dér k dr en positiv konstant. Bestdm funktionen I(z) om ljusintensiteten ar 1(0) = I,
vid ytan och I(1) = 0.4]y pa 1 meters djup. (5p)

4



Losning:
Vi skriver (DE) som
I'+kI=0

och léser den som en linjir (DE) av forsta ordningen. LF e
vi bada leden med e** far vi

F(=) = ek multiplicerar

I'e? 4 kef* ] = 0 o (Ie) =0
Integrering av bada leden ger
Ie" = C & I(x) = Ce™.
Vi har att 1(0) = I vilket ger oss C' = I och vi far da
I(x) = Ipe ",

P& 1 meters djup har vi att (1) = 0.4/, vilket efter inséttning ger oss

2 2
Ioe " =04y et =ck=—In=.
5 5
Sokt funktion blir da 5
I(x) = [Oeln%t = [O(E)I
. For vilka virden pa z dr serien Z(Ql‘)k konvergent? For vilka virden pa x blir se-
k=2
riens summa, lika med 27
Losning:
- k_ - E+1 S 2 k—1 _ (22)°
D @) =) (20) 1 =) (22)°(20) ! = o
k=2 k=1 | k=1 .
da —l<2xr<l&s ——=<z<—.
a x 5 <T<3
Aterstar nu att 16sa ekvationen
2 2
GO
1—2x

som har 16sningarna

V3—1 V3+1

h =
5 oc T 7

T, =

dar endast x; ligger inom konvergensintervallet.

5

(5p)



8. Harled 16sningsformeln till en linjér differentialekvation av forsta ordningen d.v.s. en
DE av typen ' + f(2)y = g(). (4p)

9. Formulera och bevisa formeln fér en geometrisk summa. (4p)



