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1. Berikna foljande integraler.
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2. Berikna arean av det omrade som begrinsas av kurvorna y = 22 och y = —, z— axeln
T

samt linjen x = 3. Rita figur! (5p)
Loésning:

En skiss 6ver omradet som ska beréknas ér enligt f6ljande figur:
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Vi far dela upp berdkningarna enligt
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A= ({x2dx—|—2f;d:c: {3]04— Blnz]; = §+81n§.
. Da dagsljuset trianger ner i en sjo avtar ljusets intensitet I(z) med djupet xz under vat-

tenytan enligt Lamberts lag:
dl

e
dér k dr en positiv konstant. Bestdm funktionen I(x) om ljusintensiteten &r 1(0) = Ip vid
ytan och I(1) = 0.4[y pa 1 meters djup. (5p)
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Lo6sning:

Vi skriver (DE) som
I'+kI=0

och 16ser den som en linjar (DE) av forsta ordningen. I.F eF(@) = ekr multiplicerar vi

bada leden med e** far vi
I'e*™ 4 keb* 1 =0 < (Ie*) =0
Integrering av bada leden ger
Ie" = C o I(z) = Ce™**,
Vi har att 1(0) = Iy vilket ger oss C' = Iy och vi far da
I(z) = Ipe %2,

Pa 1 meters djup har vi att I(1) = 0.41j vilket efter insédttning ger oss
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Sokt funktion blir da

n
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. Visa med induktion att Z E* = nin + )6( n ), n>1. (5p)
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Lo6sning:
n
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Lat U(n) vara utsagan Zkz = nin + )6( nt ), n > 1.

k=1
I(induktionsstarten): Visa U(1) sann.
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IT(induktionsantagandet): Antag U(p) sann fér nagot p > 1.

Zp: 2 - Pp+1)(2p+1)

k=1 6

III: Visa att U(p) sann = U(p + 1) sann.
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Slutsats: Enligt induktionsprincipen foljer att U(n) dr sann for alla n > 1.
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. Los begynnelsevirdesproblemet { Qxyyy(l)—_l —1i_ 4 (5p)

Losning:

Separabel diff.ekv. och vi far da

2y _ (1 2y _
/1+y2 dy—/xdx<:>ln(1+y)—ln:z+0

y(1) = 1 ger C = In2. Vi far da In(1+y?) = Inz+In2 = In(2z). Léser vi ut y ur ekvationen
far vi att

y=+v2z—1.
. Los differentialekvationen y” + ¢ = x + 2. (6p)
Lo6sning:
Karr.ekv. p(r) = 73 +r = 0 har 16sningarna r; = 0, ro = j, r3 = —j. Den allmiénna

homogena 16sningen blir da

yp=C + Acosz + Bsinz.

For partikuldrlosningen ansétter vi ett polynom av grad 2.

yp = az’ +br + ¢

vilket ger



y}’,:2a:z:+b, yg:2a, yg/:O

Inséttning i (DE) ger oss att a = 1/2 och b = 2. ¢ viljes godyckligt till 0. vi far da att

yp—2x x.

Sammanfattningsvis far vi

1
y:C’+Acosx+Bsinaz+§:c+2x.

. Ten viss bakteriepopulation dndras antalet bakterier med en hastighet som &r proportionell
mot antalet bakterier. Man vet att vid tiden noll &r antalet bakterier 1000 stycken och att
efter 6 timmar har antalet bakterier fordubblats. Hur manga bakterier finns det efter ett
dygn?

Losning:

dN
Sétt N (t) = antalet bakterier vid tiden ¢ timmar. a blir da antalet bakterier per timme.

Vi far da foljande differentialekvationen att losa:

AN
=L —kN
dt

som har den allminna l6sningen

N(t) = Cett.
Vi har att N(0) = 1000 vilket ger C' = 1000 och vi far da

N(t) = 1000e**.

In2
Vi har dven att enligt texten att N(6) = 2000 vilket ger oss att k = % och funktionen

blir da
In2,
N(t) = 1000e .

Antalet bakterier efter 24 timmar blir

N(24) = 1000 6 2% = 1000¢*™2 = 1000€™ ® = 1000 - 16 = 16000.

. Hérled 16sningsformeln till en linjér differentialekvation av forsta ordningen d.v.s. en DE
av typen y' + f(z)y = g(z).

9. Formulera och bevisa formeln fér en geometrisk summa.



