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1. Berikna foljande integraler.
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2. Beridkna arean av det omrade som begriansas av kurvan y = sin 2x, positiva x— axeln och

2
de vertikala linjerna x = % och z = 2" Rita figur!
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En skiss 6ver omradet som ska berdknas dr enligt f6ljande figur:

Vi far dela upp berdkningarna enligt
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A=A+ Ay = / sin(2) dz + (0 — / sin(2z)) dz = [_m;(x)} - {_CO;( x)}
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. Antalet insekter P i en insektspopulation tillvixer enligt differentialekvationen

P
= —kP
dt

dér t dr tiden i dygn och k &r en positiv konstant. Bestdm funktionen P(¢) om man vet
att antalet insekter vid tiden t = 0 &r 250 och att efter 2 dygn &r antalet 1000.

Losning:

Vi skriver (DE) som
P —kP=0

och 15ser den som en linjir (DE) av forsta ordningen. LF ef() = =5 multiplicerar vi
bada leden med e~ ** far vi

Plekt _ ke Mp =0 (Pe*) =0
Integrering av bada leden ger
Pe7* = C o P(t) = CeM.
Vi har att P(0) = 250 vilket ger oss C' = 250 och vi far da

P(t) = 250eM.
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Efter 2 dygn har vi att P(2) = 1000 vilket efter inséttning ger oss

2In2
250¢"? = 1000 & €* =4 & k = == = In2.
Sokt funktion blir da
P(t) = 250(e™?)! = 250 - 2°.
-1
. Visa med induktion att 1 +4+7+ ...+ (3n —2) = n(3n2 ), n>1
L6sning:
i n(3n —1)
Lat U(n) vara utsagan 1 +4+ 7+ ...+ (3n — 2) = 5 , n>1
I(induktionsstarten): Visa U(1) sann.
VL1:3-1—2:1ochHL1:1(3';_1):1. Ok!
IT(induktionsantagandet): Antag U(p) sann fér nagot p > 1.
pBp—1)

1+44+74+...+Bp—2)= 5

III: Visa att U(p) sann = U(p + 1) sann.

14+447+...+Bp—2)+@Bp+1) =

V0Dpp1=1+44+7+...+Bp—2)+(3p+1) = (ind.ant.) =

(p+1)(3p+2)
2

CpBp—1)+2(3p+1) 3p*+5p+2  (p+1)(3p+2)
- 2 - 2 o 2
= HLpi1.

Slutsats: Enligt induktionsprincipen f6ljer att U(n) &r sann for alla n > 1.

. Los differentialekvationen y” — 3/ — 2y = 222 + 2z + 4.

Losning:

Karr.ekv. 72 — 7 — 2 = 0 har 16sningarna r; = —1, ry = 2. Den allmiinna homogena 16s-

ningen blir da

yp = Cre™" + Coe®™.
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For partikuldrlosningen ansétter vi ett polynom av grad 2.
yp = az® +br + ¢
vilket ger
y;:2am—i—b, yg:2a
Inséttning i (DE) ger oss att a = —1 och b= 0 och ¢ = —3. Vi far da att
Yp = —z% - 3.

Sammanfattningsvis far vi

y=Cre ® + Che®® — 22 — 3.

. Los begynnelsevirdesproblemet {

Lo6sning:

Separabel diff.ekv. och vi far da

1
/ledy:/a:Qdaz.

Vi har att

och far da
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som har 16sningen

1+ Ce%x3

)= ———.
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Bivillkoret y(0) = 2 ger C = 3 och vi far slutligen att

3+ 37

y(:c) 3—6%3&3'

7. 1 ett nyvidrat rum med volymen 120 m3 borjar nagra personer att roka. Roken sprider sig
i en takt av 0.01 m3/min och den vilblandade rékluften limnar rummet i samma takt och
ersiitts med ren luft genom ventilation med samma takt 0.01 m3/min. Roken innehéller
4% av den hilsovadliga gasen C'O. Bestdm halten av gasen CO som funktion av tiden.
Efter hur lang tid nas det hélsovadliga virdet 0.012 % ?

Lo6sning:
Lat y(t) vara koncentrationen (i procent) koloxid (CO) i rummet ¢ min efter det att

personerna borjat roka. Vi vet da att y(0) = 0. Fordndringshastigheten for y(t) (dvs.
derivatan) dr differensen mellan tillskott och bortfall.

0.01-0.04
Tillskottet fran rokandet &r — o0 procentenheter per minut, och
oo 0.01y(t) :
bortfallet p.g.a. ventilation &r 20 procentenheter per minut.

Detta ger oss begynnelsevirdesproblemet;

0.01-0.04  0.01y(t)

/
¢
y(®) 120 120

y(0) =0



Differentialekvationen &r linjar och kan skrivas;

1 0.04

)+ ——y(t) = —— DE
v (1) + 15000Y™® = 12000 (DE)

. .. I _t_
Den integrerande faktorn &r eJ 000 U = 2000 84 ;

6126700@/(25) — 0.04 ¢ T3000 +C & y(t)=0.04+ CleT2000
Begynnelsevillkoret y(0) = 0 ger sedan att C' = —0.04 sa
y(t) = 0.04(1 — eT2000)

Vi vill nu ocksa bestimma den tidpunkt 7 for vilket koloxidhalten y(t) natt den farliga
nivan 0.00012;

0.04(1 — e2000 ) = 0.00012 < 1 — eT000 = 0.003 <

etmm = 0.997 < T = —12000 In0.997

Svar: Halten koloxid ¢ minuter efter det att personerna borjat roka &r 0.04 (1 — eﬁ) och
efter —12000 In0.997 (= 36) minuter sa har halten natt den hélsovadliga nivan.

b
8. Bevisa areaformeln, A = / [f(x) — g(x)] dz.

9. Formulera och bevisa formeln for en aritmetisk summa.
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