Forelasningar kapitel 6

Trigonometri. Nagra samband

—

Teorem 1 (Pytagoras sats) For en rdtvinklig, som i figuren, giiller

al b= d®+b*=c? n

Kommentarer Kommentar: Pytagoreiska (heltals)tripplar genereras av

a=x2—y2, b = 2xy, c=x2+yz.

Exempel 6.1  Givet talen x = 5 och y = 2. Detta ger a = 21, b = 20 och (alltsa)
c=29,d.v.s.
212 207 = 441 +400 = 841 = 29°.

Samband for komplementvinkel: Man ser att sin® = cos(90° — 0) och sin(90° —
0) = cos 0. Ex.vis Givet 0 = 34°. Dess komplementvinkel dr 90° — 34° = 56°.
Nagra samband mellan de trigonometriska funktionerna.

Exempel 6.2  Giveten ritvinklig triangel med hypotenusa 10 och en katet 5. Berikna
(a) den andra katetens lingd och

(b) de trigonometriska funktionernas virde foér vinkeln mellan dessa sidor.

Losning:

(a) Den andra katetens ldngd &r

b=V =2 =102-5 =522 —12=53.




(b) de trigonometriska funktionernas virden for vinkeln 6 mellan de tva kiinda

sidorna &r
cosO = ? = %,SinG: %: ?,tan@z %z \/3—, och cotb = %
|
Kommentarer
e [ exempel 6.2 dr vinkeln dr 6 = 60° = g .

e Vikan berikna de exakta trigonometriska vérdena for vinklarna 45°, 30° och
60° m.h.a. en réitvinklig respektive en liksidig triangel.

Enhetscirkeln

Exempel 6.3  Givet 6 = 34°. Dess komplementvinkel ir 90° — 34° = 56°. Dess
supplementvinkel dr 180° — 34° = 146°.

. . 2 . .
Exempel 6.4  Givetattsiny= 3 for vinkeln v i andra kvadrant. Berédkna cos, tan, och cot
forv.

Losning: Sitt en hypotenusan ¢ = 3 och motstaende katet b = 2. Nirliggande

V5

, COoty = ———.

COSVY == ———_  tany = —
3 2

V5

xigrader 360° 180° 90° 45° 30°
xiradianer  2m n mn/2 m/4 m/6

sin
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o Radianer dr lingden av cirkelbdagen, med tecken, for motsvarande vinkel i
grader i enhetcirkeln.

e Samband for supplementvinkel: Man ser att sin® = sin(1t — ) och cos(m —
0) = —cos0. Vinkeln 7t — 0 &r trubbig i figuren. Cosinusvirdet dr < 0 for
trubbig vinkel medan sinusvérdet > 0.

e M.h.a. enhetcirkeln ser vi att cosx och sinx har perioden 7' =2 eller T =
360°. tanx och cotx har perioden T = weller 7 = 180°.

Exempel 6.5  Los ekvationen cos2x = 1/2 i grader och radianer.

Losning:
2x = 60°+4n-360° eller 2x = —60° +n-360° =

x = 30°+n-180°ellerx = —30°+n-180°, neZ.

I radianer blir 71:
x=:l:g+n-7r, ne.

Exempel 6.6  Los ekvationen 1 — tan(x —m/3) = 0.

Losning:

wetan(x/2—n/3)=1<x/2—n/3=n/4+nn<x=n-2n+7n/6, nec’.

Ekvationer av typ sin = cos

Exempel 6.7  Los ekvationen cos(m/3 + 2x) = sinx.

Losning: Forvandla sin till cos (eller vice versa) .
Detta ger

C0S (/3 -+ 2x) = co8 (/2 —x) € /3 +2x = /2 — x -+ 2nm eller /3 +2x = —(1/2 —x) +

som ger

1 1
X = ﬁn(l2n+ 1) eller x = 811:(12n—5), n heltal .



Additionsformler

M.h.a. en "dubbeltriangel” kan man hérleda additionsformler for cos, och sin och
dérefter for tan. Bl.a. dr

cos(ot—B) = cosacos B+ sina sin 3

och
sin(ot+ B) = sino cos B+ cos o sin B

Ur den senare far man sinus for dubbla vinkeln genom att sitta § = o. Ur addi-
tionsformeln
cos(o+ ) = cosacos P — sina sin 3

far man

2 2 4

08200 = cosZ ot — sin® L = 2cos? ot — 1 = 1 — 2sin®a = cos* o — sin* o

Kommentarer

e For linjens ekvation y = kx + m och o vinkeln mellan positiva x—axeln och
linjen (rdknad positiv vid vridning moturs.), giller att k = tan Q.

e Detta samband kan anvindas att beridkna stralgangen i ett spegelteleskop
eller mer allmiéint, en reflekterad linjes riktningskoefficient.

Exempel 6.8  Bestiim det exakta virdet av cos 15° = cos(mt/12) .

Losning: Vi far fran cosinus for dubbla vinkeln med 20 = /6 att

1 s2 1 3/2 2 3
cosa:cos(n/l?d):w/wz\/ +\2/—/ :\/ +4\/—

men kan dettt uttryck forenklas? Vi 1oser problemet pa ett annat sitt:

cos(m/12) = cos(n/4 —1/6) = cos(mw/4) - cos(n/6) +sin(n/4) - sin(n/6) = ...

V2 V34V2 1 Vo+v2

4 4

Dessa tva uttryck ir alltsa lika!



