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Kapitel 1

Elementar algebra

1.1 Uttryck och likheter

EXEMPEL 1.1

o Ett matematiskt uttryck ar ex.vis 2 -6 eller 12. Det ar klart att dessa tva uttryck
ar lika. Detta skriver vi med likhetstecknet: 2 -6 = 12. Nu ar aven 12 = 2 - 6.
Det spelar alltsa ingen roll i vilken ordning vi skriver detta. Man kan ocksa skriva
2:-6=6-2.

e Med uttrycket 4 - 3 kan man ocksa teckna likheten 12 =4 - 3.

e Alltsa kan man skriva 12 =4-3 = 2-6. Om man utgar fran 2-6 = 12 och 12 =4-3
erhaller man alltsa dven likheten 2-6 = 4-3. Man séger att 2-6 = 12 och 12 =43
medfor att 2-6 =4 - 3.

e [ likheten 2 - 6 = 12 kallas 2 - 6 vanster led och 12 kallas hoger led avseende den
ordning i vilken de skrivs.

EXEMPEL 1.2 3z2 +4 och v/t &r uttryck emedan 3z? 4+ 4 = \/t &r en ekvation. x och t
kallas vartabler.
Det ar uppenbart att 3z = 2z + x for alla (tdnkbara) x. En sadan likhet kallas oftast
identitet.

Bokstéaver betyder tal, och maste darfor uppfylla samma raknelagar som tal. I ett uttryck

1
som — + 2z, kan a och x vara vilka tal som helst, férutom att a # 0.

a
For att framstalla ett samband mellan storheter anviander man i allmidnhet bokstaver.



4 KAPITEL 1. ELEMENTAR ALGEBRA

Definition 1.1

e Ett (matematiskt) uttryck skrivs med tal (som kan repre-
senteras av bokstéver) och eventuellt med mellanliggande
operationer +, —, -, + m.fl. .

e En ekvation &r en likhet (=) mellan tva uttryck.

e En identitet &r en likhet mellan tva uttryck som géller for
alla (tdnkbara) vérden pa de inblandade variablerna. En
identitetslikhet kan skrivas med “=".

e For en likhet @ = b kallas a for vanster led, forkortat VL,
emedan b kallas hoger led, forkortat HL avseende den ord-
ning i vilken de star i. For likhetstecknet géller att

a=a, a=b<=b=a, a=bochb=c=a=dl.1)

= lases “medfor” och kallas implikation, d.v.s.
likheterna i vanster led medfor likheten i hogerledet.
= betyder att hoger led medfor vanster led.
<= lases “ekvivalent med” och innebér dels = och dels <.
Egenskaperna i for likhetstecknet (1.1) kallas reflexivitet,
symmetri respektive transitivitet.

e En (matematisk) ekvation &r en likhet mellan tva uttryck
P =P

1.2 Enkla grundldggande regler

1.2.1 Associativa och kommutativa lagar

EXEMPEL 1.3 Vi vet att for addition géller att

24+5=>5+2ochatt (2+5)+6=2+ (5+6)
For multiplikation géller att

2-5=5-2ochatt (2-5)-6=2-(5-6)

Ovanstaende ar exempel pa foljande reger/lagar.
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a+b=b+a a+(b+c)=(a+b)+c (1.2)

Dessa kallas kommutativa respektive associativa lagen for addi-
tion.
Motsvarande lagar finns for multiplikation.

a-b=b-a a-(b-c)=(a-b)-c (1.3)

” "

Da en av faktorerna ar en bokstav skrivs multiplikationsoperatorn i allménhet inte
ut. (1.3) kan alltsa skrivas ab = ba och a(bc) = (ab)c.

Att dessa lagar galler gar egentligen inte att bevisa, men kan bekréftas av erfarenheten.
De associativa och kommutativa lagarna sager att det saknar betydelse i vilken ordning
operationerna genomférs. D.v.s. man kan utféra operationerna i onskvard ordning.

Darfor sétts inte paranteserna i allménhet inte ut.

1.2.2 Distributiva lagen

Det finns dessutom ett samband mellan addition och multiplikation dar parantesen spelar
en avgorande roll. Det &r den viktiga distributiva lagen®.

alb+c¢) = ab+ac (1.4)

Kommentarer Observera att en ekvation alltid kan ldsas fran hoger till vanster! Vi
tar inte upp potenslagarna, dven om dessa anvands undermedvetet.

EXeEMPEL 1.4 12-9=12-(10—-1)=12-10—-12-1=120—-12=108

Héar anviands motsvarande lag for minus:
a(b—c) =ab—ac
Man observerar att i VL av (1.4) forekommer talet a endast en gang emedan att i HL

forekommer talet a tva ganger, en i varje term. Man séger att a ar gemensam faktor
till/i de bada termerna.

'Detta dr, liksom kommutativa och assiociativa lagarna, en identitet.
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Enkel hantering av uttryck

. 3 : . ,
ExXeEMPEL 1.5 Ett uttryck sasom 3 kan skrivas om pa ett flertal satt.

3 3 2 3—-2 1
——14+1l=-—-=-4+1=——+1==-+41
2 + 2 2 * 2 * 2 +
Alternativt kan en omskrivning goras sa har:
3 142 1 2 1
_= — = — — = — ]_
2 2 2 + 2 2 +

|
3
EXEMPEL 1.6 For att forenkla uttrycket 1—/2 kan man forlinga med faktorn 2:
33 2 32 6
/2 12 2 1/2-2 1
|
6
EXEMPEL 1.7 I uttrycket % kan man utféra den multiplikativa forkortningen
6x 3-2-x 3x 2 3z 1_395
10 5.2 5 2 5 5
|

EXEMPEL 1.8 1 5x+ 10y ar 5 gemensam faktor till de bada termerna. Man kan da bryta
ut 5 med distributiva lagen (1.4):

S5+ 10y =5-2+5 2y =5(x + 2y)
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1.2.3 Minustecken

Foljande regler géller for minustecken: —— = 4+ och —4 = +— = —

EXEMPEL 1.9 Produkten av tva negativa tal blir ett positivt tal: —2-(—3) =46 =6
Produkten av ett negativt och ett positivt tal blir ett negativt tal: —2-3 = —-6 = —6

EXEMPEL 1.10 Att sétta ett minustecken framfor ett tal, uppfattas som att multiplicera
talet med —1 Ex.vis &r —5 = (—1) - 5.
Man sdtter alltsa en parantes kring det tal som har minustecken.

1.2.4 Inverterat virde och brak

1 1
EXEMPEL 1.11 Det inverterade vardet till —3 ar —-. Vi forlanger det senare uttrycket

1
2
med —2:
1 -2 =2
T
-1 -
1
Saledes dr —; = —2. Det inverterade vérdet till 1/3 &r 3. Detta kan man visa pa
2
liknande satt som ovan:
1 1-3 3 5
T g 71 = - =
3 33 1

Pa samma séitt kan man visa att det inverterade vérdet till 3/4 ar 4/3, ty:

1 1-4 4

-
14 3

INo

EXEMPEL 1.12 Ett minustecken framfor ett brak eller framfor dess téljare respektive
namnare fordndrar inte dess varde. Dock brukar minustecknet att placeras framfor

braket som 1 -3
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|
EXEMPEL 1.13 Hér foljer nagra exempel pa tal och deras inverterade vérde.
3
x |2 10,5 -3 5
T _ [ I[2
z[2]05 313
|
Allméant galler att
1 b
b
Vi bevisar detta genom att forlinga med b:
1 1 1-b b
oAy T a Ty
b b b

1

Det inverterade vardet till @ &r —, om a # 0. Multipliceras ett tal med sitt inverterade
a

varde erhalls talet 1.

a.l - 1 (1.6)

Likheten (1.6) kan mer eller mindre ses som en definition av inverterat vérde. Till ett

givet a # 0 finns precis ett inverterat virde. Det inverterade vardet av a # 0 &r 1/a och
det inverterade vardet till 1/a ar a.

EXEMPEL 1.14 Division kan uppfattas som multiplikation med det inverterade vdrdet och

vice versa. 5 ) 5 . 5 )
7:3.7, :3 , 7:2—
2 2 z+1 r+1 Y Y
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(1.7)

2
EXEMPEL 1.15 Braket — kan dels uppfattas som talet "tva tredjedelar”, eller som en

division ”tva dividerat med tre”. Bada dessa synsétt ar viktiga.

Det brakstreck i ekvation/identitet (1.5) som star pa samma héjd som likhetstecknet
kallas huvudbrakstreck och ar i lite langre &n 6vriga brakstreck.
Vilket brakstreck som ar huvudbraksteck ar vasentligt.

EXEMPEL 1.16

8
2 _ 2 43_ 3 _8
3 3 4/3 1 3
4 4
emedan
2
3 _21_2 1
4 3 4 12

Allmént géller foljande réakneregler for dubbelbrak:

ad
= = 1.8
T (1.8)

Sl RS

ISH

d
Det bevisas genom att forlinga med — (Jamfor med beviset for (1.5) sidan 8.).
c
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Ovningar

1.1 Forenkla

5 s 1
9 5 2 6 2
I S e
2 492 3x+1
) —a 6 (x4 1)2
YT 2ab)? 1
o Yo B gy wxl o) 2.
3y? —2b (z+1)2 6
1.2 Berédkna det inverterade vardet till
2 -5 2 V3
il b il d) X2
v oip Mg 93 Y3
1 1/2 xy 1 1
/= o L2 h) =+ =
¢) 2 ) 1/3 e) x4y ) x + Y
1.3 Visa nedanstaende likheter
a a d d
b_c_b_c
cC 7 ph € h
d g a g

1.3 Konsekvenser av den distributiva lagen m.m.
1.3.1 Utveckling och faktorisering

Sambandet (1.4) sidan 5 kallas alltsa distributiva lagen. Man skulle kunna kalla den
distributiva lagen, som ar en i matematiken central rakneregel, for “parantesrdkning”.
Genom att tillimpa denna lag tre ganger (hur?) erhalls

(a+b)(c+d) = (a+b)c+ (a+b)d=ac+ bc+ ad+ bd (1.9)

Man séger att man utvecklar parantesen nir man gar fran vénster till hoger.

D& man gar fran HL till VL faktoriserar man. Detta ar i allménhet svarare men nagot
som vi kommer att 6va mycket pa. Observera den principiella skillnaden av att det finns
en parantes och att det inte finns en parantes.

EXEMPEL 1.17 Los ekvationen 3(z +5) = 1.
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Lo6sning
14
3(x+b)=1<=3r+15=1<«<= 3z = —14, T=-=
Ett i allménhet béttre sitt att 16sa ekvationen pa ar att borja med division.
1 1 1 15 14
3 9) =1+ D=4 r=--0=5— 5 =——
(x +5) z + 3 © =g 373 3

EXEMPEL 1.18 Vi skall nu forséka att m.h.a. distributiva lagen faktorisera i nedanstaende
tre exempel, vilka ar av stigande svarighetsgrad.

a) Vi borjar med 3z — 6. Vi forsoker bryta ut faktorn 3:
3r—6=3-2—-3-2=3-(x—2)=3(z—2).

b) Faktorisera x2 + .
P?tr=z-z4+z- 1=z -(z+1)=z(z+1)

c) I uttrycket 3(x + 1) — z(z + 1) ar det frestande att utveckla de bada paranteserna sa
att vi far

3x4+1)—x(z+1)=3r+3—-[2°+2] =3¢ +3 -2 -2 =3+2z—2°

Men uppgiften ar att faktorisera! Vi ser da att i uttrycket
3(x+1) —z(z+1) & = + 1 gemensam faktor i bada termer. Detta innebér att vi kan
bryta ut denna faktor:

3z+1)—z(z+1)=3-(z+1)—z-(z+1)=B—z)(x+1)

Gemensam namnare och termvis division

Vid riakning med brak brukar man se till att ha en minsta gemensam namnare (MGN):

EXEMPEL 1.19

4 8 4 8 4-5+8-7 76

+ + {MG 3-7-5} 375 105

21 15 3-7 3-5
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Téljare och namnare saknar gemensamma, faktorer och braket kan saledes inte forkortas.
Att skriva summan av tva tal pa gemensam nadmnare foljer av distributiva lagen ty

2,5 _22 5 1 1.
36 32 6 6 6
1 445 9 3-3 3
= — 4 = — - = — = —
6 (4+5) 6 6 3-2 2
]
EXEMPEL 1.20 Forenkla nedanstaende uttryck.
xr 2 622  (4x)? 5 1
T2 ) 2=
9373 Mo > 9wt
Losning
Har foljer nu direkta omskrivningar av respektive uttryck. a)
x 2z T —2r -z x
3 3 i H 3 3 3
b)
2 4 2 42 L2
3 2
c)
5 1 5 1 3 5 3 5+3 8 4
6x + 2z { } 6x + 2c 3 6x bz 6x 6x 3z
]

EXEMPEL 1.21  Att skriva pa gemensamt brakstreck har en motsvarande omvéand process,

termuis division.
12+5x_2+5£_§+
100 10 10 5

L
2
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EXEMPEL 1.22  Division med en gemensam ndmnare fungerar som parantesrakning, d.v.s.
foljer den distributiva lagen (¢ # 0).
a+b 1 1 1 a b
=(a+b)- :a,g_,_b,,:,_}_,

C & C C C

EXEMPEL 1.23 Vad innebéar minustecken framfor parantes? Vi anvander omskrivningen
—2 = (—1) - 2 etc och anvander distributiva lagen.

—(a+b)=(-1)-(a+b)=(-1)-a+(-1)-b=—-a—b

—(b—c)=(=1)-(b—c)=(=1)-b—(~1)-c=—b—(—c)=—btc=c—b

e Observera att minustecknet innebér teckenéndring pa samtliga termer i parantesen!

e Man behdver givetvis inte multiplicera in —1 i parantesen men det viktiga ar att
veta vad det innebdr. Omvént kan man bryta ut ett minustecken, sasom i nésta

exempel.

EXEMPEL 1.24

3—a—-V2=...=—(a+V2-3)och 2z —10=—-2(5—x)
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Ovningar

1.4 Skriv om uttrycken genom att multiplicera in —1 i paranteserna.

a) 3—(4z—y+3) b) 2 —y* — (2* —y?)

) —(@+4-[Bz-3) d) Ve-y-(z-)
1.5 Bryt ut ett minustecken i nedanstaende uttryck.

a) 2r—+V3—y b) 2—a2%—4x
c) z—y—(y—4x) d) z—(WVr—y+y+zx)
EXEMPEL 1.25 Vid division som i exempel 22 fungerar divisionstecknet som en parantes.

_a—i—b_(_l) a+b_—a—b_a+b
c c ¢ —c

innebar att en-

Observera att man maste vara noga med var minustecknet star.

a+b
dast termen a har ett minustecken framfor sig emedan _ath betyder att hela uttrycket
c

a+b

ar forsett med ett minustecken.

|
EXEMPEL 1.26 MGN da ndmnarens symboliseras av bokstéaver.
2 3z-1
R +g:{MGN:xy}:
x xy Yy
2y 3z-1 a3 2y—QBr-1)+3z 2y+1
oz oy xy y xy oy
Observera att vi anvént —(3z — 1) = —3x + 1.
|

EXEMPEL 1.27 Uttrycket « — 2 kan ocksa skrivas —24+x = -2 — (—z) = —(2 — ). P.s.s.

kan alltsa skrivas om som f6ljer:

ara—b= —(b—a). Kvoten L

r—2 —(2-x) 2-x
a—b —(b—a) b—a
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Ovningar

1.6 Skriv om foljande uttryck som i exemplet ovan. Uttryck svaret som en likhet.

2b—3 z? — a? 1—7x
b
2) 4 —zx ) 3—x C> 11—z
2
_9_ _ 1 _ _
Q) r—3—y ) x4+ ) y—(3z—2)
Yy — 2x 1—y? x—(3y+2)

1.7 Beriikna —a? och (—a)? om

a) a=7 b) a:—g ) a=V3 d) a=-V14

2
1.8 a) Satt f(z) = % +5x+1 (“f(x)” uttalas “f av x”.).

Beriikna f(—2), f(1) samt f(v/2)
b) Sitt f(x) = Va2 +9
Berikna f(—4), f(6) samt f(v/3)

1.9 Utveckla nedanstaende uttryck med distributiva lagen.
a) 3(bz+ 2) b) (3—2t)4 c) 2(x++x)
d) 2@-y-1) ¢ Ge-1D@+1) ) V2-V3)(V2+V3)
9) (x—1)(z—1) h) V2(v2+V8) 1) (2a+1)(2a—1)
1.10 Faktorisera foljande uttryck med distributiva lagen.
a) 3r—12 b) 2z +2? c) 3t2+6
d) 14—-49z e) Tx—a?—23 f) 32227
1.3.2 Nagra hdrledda identiteter
Om tva faktorer bada bestar av tva termer erhalls utvecklingen (Se (1.9) sidan 10)
(a+b)(c+d)=ac+ad+ bc+bd
och speciellt da de bada paranteserna &r lika:

(a+b)(a+b)=a-a+ab+ba+b-b
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eller skrivet m.h.a. kvadrater:
(a+b)? =a®+2ab+b? (1.10)

Denna regel kallas som bekant forsta kvadreringslagen. Ur denna kan man ta fram andra
kvadreringsregeln 2

(a—b)* = (a+ (=b))* = a® + 2a(=b) + (=b)* = a® — 2ab + b*

Man kan geometriskt motivera identiteten (a + b)?> = a® + 2ab + b* for a > 0,b > 0
med en figur (1.3.2). Hér foljer ovan hérledda identiteter ochnagra till, vilka ar direkta
konsekvenser av associativa, kommutativa lagarna och distributiva lagen.

a) a®—0b%=(a—0b)(a+D) Konjugatregel
b) (a+b)? =a®+2ab+V? 1:a kvadreringsregeln
¢) (a—b)?=a?—2ab+1? 2:a kvadreringsregeln
d) a®—0b* = (a—0b)(a®+ ab+b?) Konjugatregel
e) a’+b®=(a+b)(a*®—ab+b*) Konjugatregel
f)  (a+0)®=a®+ 3a*b + 3ab® + b* 1:a kuberingsregeln
g) (a—0b)?®=a®—3a%b+ 3ab® — b* 2:a kuberingsregeln
h) a"-0" =

(a=b)(a" P +a"2b+ ...+ ab" 2+ "7 1)

(Allménna konjugatregeln)

(1.11)

Den 6versta kallas konjugatregeln och bevisas enklast genom utveckling av HL:
(a—b)(a+b) =a®+ab—ba —b* = a® — b*

De tva efterfoljande identiteterna visade vi pa sidan 16. Vi ger nu nagra exempel pa
identiternas tillampning.

EXEMPEL 1.28 Faktorisera 25 — 4z2.

Losning

25 — 422 = 52 — (22)% = (5 — 22)(5 + 2z)

2Skall ej forviixlas med konjugatregeln:a® — b*> = (a — b)(a + b)
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EXEMPEL 1.29 Utveckla nedanstaende uttryck

a) (3—ux)? b) (z+1)?

c) <x+;>2 d) (2z—1)2

Losning

a)
B-—2)?=3"-2.3-2+ (—2)? =262 +9

b)
2z 4+1)2=22)*+2-1-22+ 1> =42? + 4z +1

c)
1\? 1 /1)? 1
(m+2) :m2+2-x-5+ <2> :x2+m+1
d) Har anvénder vi andra kuberingsregeln (1.11 g) )

(22 -1)3 =(22)>-3-(22)?-1+32x)! - 12-13 =
=83 —4a?+ 22— 1

Ovningar

1.11 Faktorisera
S5z a? 9y 6y

x x
S R
2) 5x+2 ) 3 3 ) 1‘+x2

1.12 Utveckla nedanstaende uttryck
a) (a+2)(b—1) b) (g - 1) (z+4)
¢) (2a+3)? d) (z+1)(@2—2+1)

1.13 Forsok att faktorisera, d.v.s. skriv som produkten av tva paranteser:

x—az—a—i-wa

17
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1.14 Utveckla (a + b — c)?

1.15 a) Ett badkar med volym 240 liter fylls pa 20 minuter da proppen &r i. Fran att
vara fyllt toms samma badkar pa 16 minuter.
Hur snabbt téms badkaret om det ar fullt och om proppen inte ar i?

b) Ett badkar fylls pa = minuter da proppen &r i. Fran att vara fyllt toms samma
badkar pa y minuter.

I. Ge ett villkor pa = och y sa att det fulla badkaret, som fylls, téms nir proppen
inte ar 1.

IT. Uttryck den tid i minuter det tar att tomma badkaret under detta villkor.

ITI. Anviand uttrycket i II. for att 16sa a)-uppgiften.

1.16 En bassing kan fyllas genom tvenne olika stora ror och tommas genom ett tredje,
som &r lika stort som det minsta tilloppsroret. Om bada tilloppsréren aro 6ppna, blir
dammen full pa 20 minuter. adro det storre tilloppsroret och avloppsroret 6ppna, blir den
full pa 1 timme. Huru lang tid skulle atga for att genom vart och ett av tilloppsréren
fylla dammen?

1.17 Bevisa identiteterna i (1.11) genom att utveckla faktoriserat led!

1.3.3 Forenkling av uttryck 1

EXEMPEL 1.30 a) Bryt ut storsta mdjliga heltal ur v/72 sa att det fortfarande star ett
heltal under rottecknet.

VT2 =19-8=32.22.2=132.22\/2 =3.22 = 6V2

b) Bryt ut 4 ur rottecknet nedan. ..

Viz +8=/4(z +2) = ViVz +2 =2V +2
¢) Multipicera in faktorn 5 i rottecknet. ..

5v12 = V5212 = V52 - 12 = ... = /300

4
EXEMPEL 1.31 Férenkla uttrycket —.

V2
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Lo6sning
. 2
V2 V2 1
|
3z + 2
EXEMPEL 1.32 Vi har tidigare férenklat dubbelbrak. Férenkla 2
6x2 + 4x
Loésning
3z + 2
92 o 3r+2 3z 42 1
622 +4r  2(622 +4r) 2-22(3z+2) 4z
|

Forlangning med konjugat

En typ av forenkling/omskrivning kan goras med forlingning med konjugat. Konjugatet
till 2 + /5 ar 2 — /5 och vice versa.

EXEMPEL 1.33 Forenkla uttrycket 3_7\6
23
Losning
3—+vV3
7\[ = {Forldng med konjugatet till nAmnaren} =
23
3—+vV3 2 3 3—vV3)-(2 3
_3-V3 24V3 _ (3-VB3)-24V3) ..
2—-v3 243 4-3

V541
V5 —1

EXEMPEL 1.34 Forenkla uttrycket
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Losning

VE+1l V1 [VE4L
Vi—1 Y vB-1 | V6+1

N R VIO R VI (O R VR A G M |
VWs-pWE+1) Y 5-1 Vi 2

EXEMPEL 1.35 Forenkla (12 + v6)? — (12 — v/6)?

Losning
Man kan utveckla bada kvadraterna men eftersom det &r ett minustecken mellan kan
man anvinda konjugatregeln:
(124 v6)? — (12 — V6)?
(12 + V6 + 12 —V6))(12+ V6 — (12— V6)) =

=24-2v/6 = 48V6
]
EXEMPEL 1.36 Forenkla uttrycket ;
' e T Ve r V3
Losning
Vi bérjar med att forlinga med 1 — /2 — /3.
I 1-V3-VB 1-12-VB VBVEo1
1+vV2+V3 1-vV2—-V3  —4-26 4+26
CVE+VEo1 4= 24346
o4+42v6  4-2v6 4
m
7

EXEMPEL 1.37 Forenkla

34+2
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Lo6sning

Vi forlanger med ndmnarens konjugat:

\/3+f \/3+f\/ﬁ ﬁ Va-ve

évningar
1.18 Bryt ut lampligt heltal ur féljande rotter

a) VIZ5 b) ViZ% o) VI8 d) Vi

1.19 Multiplicera in talen t.v. om rottecknet

w

a) 3\/2 b) 26 ¢) 7v2 d) —2V35

1.20 Forenkla. . .

a) V36 b) @ c) @ d) @
V2 3v2 V15
4 10 V8 V50
e) —= f) —= ¢ —— h —
V8 25 4 5
V125 132 V999
V132 — 52 ] k) —— 1) =
i) Do W ooE Y Um
1.21 Forkorta sa langt som mojligt
622y 5(7y)? 2 -1 2t
Y w-1 Y By 9 1 Y Erw
3 24 (zv/2)? z—1
= f) — h
e) 7 ) NGD 8 2 ) —
, r—1 ) 3z ) | D (22 +1)? — (22— 1)
Vo —1 ) V3x Vo —1 4x



22 KAPITEL 1. ELEMENTAR ALGEBRA

1.22 Forenkla uttryck nedan.

b—a a a
b
2) a—b ) a:—y+y—x
4 6 (a=b)(z+y+2)+
d
°) 2n—2+3—3n ) +b—a)(z+y—=z)
&) (@a—b2—(b-1-a)(b— a) f) it
2 —1
1.23 Forenkla
14x —y 1
y/2 —Tx 522 — 20 2y — 1
e LE
2x 4(zy)? —1
1
62 + 2 3 — 5z 1
A S S P S T
3r+1 6x+2 3 3 2b b
1.24 Forenkla nedanstéaende uttryck sa langt som mojligt
2 3+2V2 V5
a) ——=— b)) —/—— c)
412 V241 1++5
17— +V1 —2v/2
d) M e) 2-+5)2 f) u
VIT+ V13 V2+1

1.3.4 Inledande ekvationslosning

EXEMPEL 1.38 Betrakta ekvationen 3z = 0. For att en produkt skall vara = 0 maste

nagon av faktorerna vara = 0. Nu ar forsta faktorn = 3. Saledes maste den andra vara
=0,dvs. x=0.

I ekvationen 3(2x + 5) = 0 &r den forsta faktorn 3 varfor det &r den andra som maste
vara = 0. D.v.s. 5 5
Ekvationen (3z + 21)(z —2) = 0 dr detsamma som att var och en av faktorerna ar = 0.

De rotter eller losningar som ekvationen har ar de z vilka loser ekvationen.
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Alltsa har vi dels att 3x 421 = 0 eller z —2 = 0. Losningarna/rétterna {6s, som tidigare,
genom enkel aritmetik:

-21
3x+21:0<:>3x:—21<:>x:T:—7, r—2=0<= =2

Svar: Rotterna ar x = —7 och x = 2.

EXEMPEL 1.39 I ekvationen z(z 4 1) = 3(x+ 1) kan det vara frestande att borja med att
forkorta = + 1 men forkortning &r egentligen division. Alltsa vill vi utféra en division
med x + 1 i bada led och erhéler da = = 3. Division med talet 0 far inte goras. Division
med z + 1 far alltsa inte géras om x +1 =0, d.v.s. om x = —1.

Vad man da kan goéra ar att undersoka om x = —1 &r 16sning till ekvationen:

VL=(-141)-(-1)=00ch HL=3-(=1+1)=3-0=0

Eftersom bada led &r lika &r x = —1 en losning.

Dérefter soker vi de 16sningar /rotter dar x + 1 # 0 och far saledes forkorta med denna
faktor och far z = 3.

Svar: . = —1 eller x =3

Alternativt kan man flytta dver endera termen och anvinda distributiva lagen pa detta
led (Jamfor exempel 1.18 ¢):

(z+D)zx=3xz+1) <= z(xz+1)-3xz+1)=(x—-3)(x+1)=0

Nu ges rotterna av de x som gor att endera faktorn ,i detta fall endera av parantesen,
= 0. Vi far ekvationerna z — 3 = 0 respektive z+1 = 0 som ocksa ger x = —1 och x = 3.

Betrakta ekvationen a + b = c.

Man kan hér addera talet —a i bada led. Vi farda a+b—a =c—a. Nuar VL =
a+b—a=b+a—a=a+0=0.

Déarmed har vi fatt b = ¢ — a. Addition med motsvarande tal med omvant tecken ar
orsaken till att termer flyttas 6ver fran det ena ledet till det andra och ddrmed byter
tecken.

Vi kan flytta tillbaka —a fran VL till HL och aterigen fa a + b = ¢. Man séger att
a+ b= c ar ekvivalent med att b = ¢ — a. Detta skrivs alltsa med ekvivalenspilen <=:

a+b=c < b=c—a (1.12)
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Till ekvation (1.12) finns en likadan ekvivalens f6r multiplikation.
a-b=c = a:g, (b#0) (1.13)

For manipulation av uttryck sasom ekvationslosning anvénds (1.12) och (1.13).

3
EXEMPEL 1.40 For att 16sa ekvationen gx = 2 kan man i bada led multiplicera med talet

5 atfoljt av division med 3:

3z 3z 10 10
=25 3r =10 = — e p = —
3 5 5 3r =10 3 3 T=-

Genom att fran borjan multiplicera med talet 5/3 i bada led erhalls 16sningen snabbare.

|
EXEMPEL 1.41 Los ekvationen 7x — 3 = 3x — 5.
Losning
Vi borjar att ”flytta” r—termer sa att vi enbart har sadana termer i ett av leden:
t—3=3r—-5&7r-3-3z+3=3z—-5—-3x+3
d.v.s.
2 1
dr+0=-2+—ax=—-=—=
T+ x 1 5
]

EXEMPEL 1.42 Vissa ekvationer saknar 16sning och vissa har flera losningar.
Los ekvationerna

a) 3z+ (bx—1)=2(4z+1) b) 3z+ (bz+2)=2(4x+1)
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Lo6sning

a) VL och HL kan skrivas om sa att vi for likheten 82 —1 =8z +2 (HL=2(dz + 1) =
2-4x +2-1 = 8z + 2). Genom att subtrahera 8z (d.v.s. addera —8z) till bada led
erhaller vi

8r—1—-8xr=8x+2—-8xrdvs. 0—1=0+2

Det ar klart att —1 = 2 ar en orimlighet. Hur skall detta tolkas? Jo, det finns inget x
sadant att —1 = 2. Detta innebér att den ursprunliga ekvationen saknar 16sning.

b) VL = 8x + 2 och HL = 8x + 2. Alltsa har vi 8¢ + 2 = 8x + 2. Héir star identiskt
samma uttryck i bada led. Oberoende vilket = som sétts in i ekvationen sa &r ekvationen
uppfylld. Séledes ér alla x l6sningar till ekvationen. Vi kan skriva losningsmdangden som
R eller uttrycka svaret med att z € R.

Ovningar

1.25 Los ekvationerna (d.v.s. 16s ut ). Man kan kanske tanka ut svaret men undvik det
och f6lj i stéllet exemplena ovan.

13—z 2 20 — 1 1 x

a) x + 0 b) 1 —1-5 c) 3 + 5
1 13 2x r—2 1 1 x
) 3(ZE 3) x e) x 1 z ) 5 +2 3+6

1.4 Polynom

Vi har tidigare behandlat 16sningar av enklare ekvationer.

EXEMPEL 1.43
e 23, 2% och 2°(= 1) &r monom i variabeln z.

e Ett uttryck sasom 2 — 3z kallas ett polynom i variabeln x. Detta polynom &r ett

forstagradspolynom p.g.a. termen z = xt.

e Ex.vis ér ett uttrycket 4 =4 -1 =4- 2%, ett monom av grad 0.

e Ekvationen 2—3x = 1 dr ett exempel pa en polynomekvation. Eftersom den hogsta
potensen av x dr x!' i denna ekvation, si kallas ekvationen forstagradsekvation.

e Det x som ar losning till ekvationen 2 — 3x = 1 kallas rot.
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e Det/de x som loser ekvationen 2 — 3z = 0 kallas nollstdlle till polynomet 2 — 3z.
For att ldsa ekvationen 2 — 3z = 0 adderar vi 3x till bada led atfoljt av division
med 3 i bada led:

2
2—3x+ 3z =0+ 3z, 2 = 3z, gz—:x

2
Losningen /roten till ekvationen ar x = 3 Detta z ar alltsa nollstéllet till poly-

nomet 2 — 3z.

e For sa enkla ekvationer ar det i allménhet onddigt att kontrollera att detta x

verkligen ar en rot men lat oss dnda gora det for att se hur det gar till: 2 —3- 3=

2—-2=0.
o V2 — 3x 4 222 &r ett andragradspolynom. Ekvationen v/2 — 3z + 222 = 223 &r en
tredjegradsekvation.
[ ]
Ett monom &r z  dér n &r ett heltal > 0 (1.14)
Ett forstagradspolynom (i variabeln x) ges av
ar+b diara#0 (1.15)
Ett andragradspolynom (i variabeln z) ges av
ax® +br+c dira#0 (1.16)

EXEMPEL 1.44 1+ 3z — /222 &r ett andragradspolynom. Talen 1,3, —v/2 kallas poly-
nomets koefficienter.

En andragradsekvation i z ar en ekvation som kan skrivas
ar’+br+c = 0 (a#0) (1.17)

Koefficenterna i (1.17) &r alltsa a, b och c¢. a kallas andragradskoefficient, b kallas
forstagradskoefficient och ¢ kallas nolltegradskoefficient. Man kan ocksa indexera ko-
efficienterna. a kan man skriva as (lases “a-tva”). P.s.s. skriver vi b = a; och ¢ = ayg.

ax’* +ayx+ay = 0 (ag #0) (1.18)
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Ett allmént tredjegradspolynom kan skrivas

asz> + asx® + a1z + ag (az #0) (1.19)

EXEMPEL 1.45 I polynomet 42 —z ++/2 dr ag = 4, az = 0(!), a1 = —1 och ag = v/2 med
beteckningar enligt (1.19).

Ett polynom av grad n, n =0,1,2,... 1 variabeln = ser ut som foljer

f(@) = ana" +an_12" '+ .. +axtag|  an #0 (1.20)

1.4.1 Kwvadratkomplettering

For att bestdimma det storsta eller minsta vardet av ett andragradspolynom och for att
faktorisera andragradsuttryck samt l6sa andragradsekvationer anvinder man kvadratkom-
plettering.

EXEMPEL 1.46 Bestdm det minsta vardet av z2 + 6z — 7.

Loésning
2?4 6r—T=2>4+2-30-7T=2"+2-32+3*-3°-7=(x+3)>-16

Eftersom kvadraten > 0 maste det minsta véirdet vara —16, som antages da = = —3.

1.4.2 Losning av andragradsekvation
For att 16sa ett andragradspolynom gor vi pa liknande sétt som i det foregaende exem-

plet.

EXEMPEL 1.47 Andragradsekvationen z? = 3 har lésningarna = = 4/3.

EXEMPEL 1.48 Los ekvationen 22 + 6z = 7.
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Losning
2’ +6r=T<=2>+62—T7=0
Nu kan vi gora samma omskrivning som i exempel 1.46.

224+6x—7 =2242-3z—-T=224+2-3x+32-32-7=
=(@+3)?-16=0<= (v +3)? =16 <
=S rx+3=dd<=z=1ellerz = -7

1.4.3 Kwvadratkomplettering och losning av allmdn andragradsekvation

Vi demonstrerar nu vad som menas med kvadratkompletterering och borjar da med
uttrycket az? + bx + c.

b
a<x2—|—ax+;> = {Sétt b/a:pochc/a:q.}:a(xQ—i—p:B—i—q)

darefter gor vi omskrivningen

2 2 2 2
Fapeanrtn oo (B - (4 ean (005 ()

am2—|—bx—|—c—a<(x+22?>2_(]2))2+q>

Detta resultat men dven processen fram till resulatet kallas kvadratkomplettering. Denna
kan anvéndas for att 19sa en andragradsekvation. For att 16sa ekvation (1.17) gor vi en
division med a (Observera att i HL (= 0) ocksa divideras med a och att 0/a = 0) atfoljt
av samma omskrivning av VL 22 + px + ¢ som vid kvadratkomplettering:

Peprra=(r+5) - () ra=o= (4 5) = () -
-+ pr+q (:c+2 5 +q=0<+= x+2 5 q

darmed ar

2
Under forutsattning att (13) — ¢ > 0 kan vi nu ta roten ur bada led och erhalla den

s.k. p — g formeln. Vi formulerar det som en sats.

2
Sats 1.1 Om (g) — q > 0 sa galler ekvivalensen

22 +pr+q=0

D D\ 2
-5y
X 2 q

(1.21)
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EXEMPEL 1.49 Betrakta polynomet f(x) = 322 + 22 — 1 och ekvationen f(z) = 0.3

Rotterna till ekvationen far man med ”p—g”-formeln (1.21). Man dividerar med 3 {or att

fa ekvationen pa rétt form, varvid p = 2/3 och ¢ = —1/3 (Gor réknngarna som 6vning!).
Rétterna blir x = —1 och = 1/3. Observera att vi darmed har 16st ekvationen
2z 1
2
°+ ——-=0
3 3

Har man val funnit rétterna, sa visar det sig att man erhaller en faktorisering av poly-

nomet: _
2z 1 3
22 3 37 (x—(=1))(z —1/3)

=(x+1)(z—-1/3)= f(x) =3z +1)(x—1/3) =(z+1)(3x — 1)
Genom att utveckla produkten (z + 1)(3z — 1) visar man latt att detta verkligen &r
polynomet f(z).

1.4.4 Faktorsatsen

Detta samband mellan ett polynoms nollstéillen och dess faktorisering géller generellt.
Har man funnit faktoriseringen sa har man funnit polynomets nollstéllen och vice versa.
Denna ekvivalens kallas

Sats 1.2 Faktorsatsen

Ekvivalensen nedan haller generellt for polynom f(z):
(1.22)

x = a &r en rot till polynomet f(z) =0 d.v.s. f(a) =0
—
(z — a) ar en faktor till f(z)

Vi bevisar den ena implikationen (<=).

Bevis: Antag att (z — a) ar faktor till polynomet f(x), d.v.s. att
f(@) = (z —a)q(x)

dér ¢(x) &r ett polynom (av en grad ldgre &n f(x)). Genom att sétta = = a i bada
led erhalls att
fla) = (a —a)g(a) = 0-g(a) =0

Den andra implikationen visas med s.k. polynomdivision (sid 39 avsnitt 1.5.1).

3«f(x)” lases “f av x”. Vi anvénder hir en s.k. funkton.
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EXEMPEL 1.50 Att faktorisera m.h.a. kvadratkomplettering innebédr en genvig. Man
behover inte utnyttja formeln (1.21) for att faktorisera ett andragradspolynom.

22 -2 -3=(z—-1)2-4=(z-1>2-2%=@2-1-2(z—-14+2)=(z-3)(z+1)

Sats 1.3 Varje polynom kan faktoriseras i faktorer av hogst grad 2.
Vi bevisar inte satsen. Den bevisas med talalgebrans fundamentalsats och komplexa tal.
Ett exempel for illustrera satsen.

EXEMPEL 1.51 Polynomet 2 + 8 (som #r av grad 3) kan faktoriseras (m.h.a. konjuga-
tregeln (1.11 e) sidan 16)):

B 48=a?+2%{a=12,b=2} = (z+2)(2® — 2z +4)

Polynomet 2% — 2z + 4 kan inte faktoriseras till forstagradspolynom. Detta inser man
nir man forsoker 16sa ekvationen x? — 2z +4 = 0.

EXEMPEL 1.52  Faktorisera polynomet f(z):= 23 — 422 — 5z.

Losning

Forst och framst kan vi faktorisera ut faktorn z: 23 —42% — 52 = (2% — 42 —5). For att
faktorisera det aterstaende andragradspolynomet x? — 42 — 5 kan vi anvinda ekvation
(1.21) for att 16sa 22 — 4z — 5 = 0 eller alternativt kvadratkomplettera.

2 —dr—5=2°-2.2+22-9=

=(x—-2°-3=@—-2+3)(z—-2-3)=(x+1)(z—5)

Faktoriseringen ar alltsa z(x + 1)(z — 5),
dv.s f(z) = 23 — 42? — bz = x(x + 1)(x — 5).
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Faktorsatsen och p-q formeln

31

A ena sidan kan vi 16sa andragradsekvationen 22 +pz+¢ = 0 m.h.a. (1.21). nollstllena,

som nu kallas* z; och z5 ges av

2 2
T = —g + (g) — g respektive xo = —g — (g) —q

A andra sidan erhaller vi en faktorisering av 22 + pz + ¢ enligt faktorsatsen.

Detta siger att 22 + pr + ¢ = (v — x1)(x — 22). Vi utgar fran HL i denna ekvation och
visar nu att vi kan komma fram till VL. Med x1 och x5 som ovan erhalls faktoriseringen

5V o) (56 ) =

Ovningar
1.26 Betrakta foljande polynom
a) f(z)=(x-2)(x+1) b) flz)=(z+3)3z-2)
c) fle)=242)3—-4x) d) f(z)=(z+1)(7Tx—2)
1. Los ekvationen f(z) =0
2. Utveckla polynomet och 16s darefter ekvationen f(x) = 0.
1.27 Betrakta polynomen
a) f(x) =3z +2? b) f(x)=2*+x-2
) f(x)y=222+7x—-9 d) f(z)=3z—-5—22.
1. Kvadratkomplettera respektive polynom.

2. bestdm polynomets minsta (storsta) vérde.

4Talen 1 och 2 t.h. snett nedanfor z kallas index och lises “x-ett” respektive “x-tva”.
endast en numrering av x—vardena.

Dessa utgor
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3. Faktorisera (om mojligt) polynomet i férstagradspolynom.
4. Loés (om mojligt) ekvationen f(x) = 0.

1.28 Los ekvationerna

2
1
a) z2=dz—3 b) %:2x+5 ) ——2=0
xr

2
d) 23-322+2x=0 e) 72:35—}—1 f) Ve=a-2
x_

1.29 Los ekvationerna och skriv VL som en produkt av forstagradspolynom

a) 622 —11z—-35=0 b) 922 +260—-3=0

1
) 22—zv/2-1=0 d) 2? 2—:6\/5—1——2:0

V2

1.30 bestdm det minsta vardet av uttrycken nedan.

a) 322 +2cx—1 b) 2 +x+1 o) 2+ +r+y+1

1
d) a*—4z?+1 2y? 2 —
) #4241 o) PP hay? f)
5+ V17
1.31 Ekvationen z° — a®z — b’z + ab = 0 har rotterna z = —s

bestdam konstanterna a och b. Det finns fyra fall.

1.4.5 Mer faktorisering

Vi tar nu hjélp av lagarna (1.11).

EXEMPEL 1.53 Faktorisera polynomet 2% + 1.

Losning

Vi bérjar med att utnyttja konjugatregeln (1.11 e)) med a = 22 och b = 1.
P +1=02P+1=0E"+1)(zt—2%+1)

Den sista faktorn kan nu skrivas om enligt féljande.

x4—m2—|—1:ﬂ:4—|—2x2—|—1—3m2:

=(@?+1)* = (V32 = (2 + 1+ 2V3)(2® + 1 — 2V3)
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Vi gor ett forsok att faktorisera den sista faktorn:

2 2
3 3 1 3 1
x2+1_$\/§:x2_2.”3\2[+<\2[> +4:<x‘\2[) T3

Eftersom vi far en positiv term 1 kan vi inte faktorisera 2% + 1 — /3 i faktorer av forsta

graden.
Svar: 28 4+ 1 = (22 + 1)(z? + 1 + 2v3)(2® + 1 — 2V/3)

Ovningar

1.32 Faktorisera polynomen nedan sa langt som mojligt.
a) 8t2+1 b) t'—4 ) t*—1 d) t*—6t241

e) -1 ) 22+3vV3 g z*+1 h)x 281

1.33 bestdm konstanten a sa att polynomet
f(x) := 323 + 52 — a har © = 1 som nollstiille. Faktorisera direfter polynomet sa langt
som mojligt.

EXEMPEL 1.54 Kan man faktorisera uttrycket z + y — zy pa nagot annat sitt dn (z +
y —ay) - 17 Vi forsoker med att bryta ut ett = ur de tva forsta termerna: xz(1 —y) + y.
Vi lyckas tydligen inte att faktorisera hela uttrycket. Foljande omskrivning lyckas inte
heller:

r+y—ay=z(1—-y)+y—1+l=z(l—-y)—-(1-y)+1=(x—-1)(1—-y)+1

Vi finner alltsa ingen “vettig” faktorisering.

[ ]
EXEMPEL 1.55 Forsok att faktorisera a®b + b — 2ab.
Losning
a’b+b—2ab=b(a® —2a+1) =b(a—1)?
(Vi bor vid det hér laget kidnna igen en “jamn kvadrat”.)
|

ExXEMPEL 1.56 Faktorisera a? + 4ab — b2.
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Losning

Vi forsoker med kvadratkomplettering m.a.p. a.
[a® +2a - 2b+ (2b)°] — (2b)* = = (a + 20)* — 5b°

De termer innanfor den fyrkantiga parantesen utgor en jamn kvadrat. Eftersom vi har
ett minustecken mellan kvadraterna kan vi kunna utnyttja konjugatregeln. Forst skriver
vi 502 = (bv/5)%. Detta ger

(a4 2b)% — 5% = (a +2b)% — (bV5)% = (a + 2b — bV5)(a + 2b + bV/5)
Kvadratkomplettering m.a.p. b ger ett annat resultat.
—(b? — 4ab — a®) = —(b* — 4ab + 4a® — 5a*) =

= —(b—2a)? + 5a% = (aV5)? — (b —2a)? = (aV/5 — b+ 2a)(aV/5 + b — 2a)

Ovningar

1.34 Forsok att faktorisera

a) a?+ ab— 6b? b) 22—2—-6 ¢) a?>+2ab—b?
2 1 2

d) 1+a:2+xy2+y— e) —+x—2 f)* 3x2+7—6—$—x
T x ) Y

1.4.6 Rotekvationer

Rotekvationer 16ses via andragradsekvationer. Losningen av dessa ekvationer brukar
ge upphov till falska rotter, d.v.s. man far rotter vilka inte uppfyller den ursprungliga
ekvationen.

EXEMPEL 1.57 Los ekvationen

V2z—-1+2=zx

Losning

Genom att flytta 6ver 2 till HL och dérefter kvadrera erhalls (=)

2 —1=a—do+4,<=0=2>—6z+5
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vilket kan l6sas med formeln

6 6)° 6+ 2

Genom att sitta in dessa x i den ursprungliga ekvationen Gvertygar man sig snart att
x = 1 inte ar 16sning. Talet kallas da falsk 16sning eller falsk rot.

déremot visar sig det andra z—virdet x = 5 vara en 16sning. A andra sidan; kan man
vara soker pa att alla 16sningar ar funna? Genom att folja 16sningsférloppet kommer vi
underfund med det. Steget dar bada led kvadreras ar ingen ekvivalens:

V2r —1=2-2=2x—1=(z —2)? giller

men den omvénda implikationen (<) géller ej. P.g.a. att vi har implikation fran vénster
till hoger far man med alla 16sningar.

For att en losning skall vara riktig maste man fa < i samtliga led. Detta kraver att +
och — i endera ledet vara med:

+V2r —1l=0—-2<=2z—1=(z—2)

Detta betyder att ekvationen —v/2x — 1 = x — 2 ocksa 16ses. D.v.s. den falska roten ar
losning till denna ekvation.

Ett alternativt sétt att 10sa en rotekvation ges nu i foljande exempel.

EXEMPEL 1.58 Los ekvationen /2 — 2x = z + 3.

Losning

Sitt rotuttrycket /2 — 2z = t. da blir 2 — 2z = ¢? och déirmed 2 — t? = 2z.
2 — ¢ t2
3=4——.
+ 2

242 —-8=0<=t=—-1+V/1+8=-14+3, t=2t=-4

Ekvationen kan da skrivast =z 4+ 3 =

Eftersom t = v/2 — 2z och en rot alltid > 0 utesluter vi t = —4. t = 2 ger tillsammans
med t =z + 3 att © =2 — 3 = —1. inséttning i den ursprungliga ekvationen visar att

VL=v2-2z=+/2-2(-1)=20ch HL=—1+3=2

Svar: z = —1

EXEMPEL 1.59 Los ekvationen /1 — 3x = 2z — 1.
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Losning

Kvadrering ger
1—3x:(2x—1)2:4x2—4x+1<:>4x2—x:0<:>x:0ellerx:i

inséttning i de bada leden ger VL =1 och HL =2 -0 — 1 = —1 respektive

VL=+1-3/4=1/20ch HL=2-1/4—1=—1/2 <0

Svar: Ekvationen saknar rot.

EXEMPEL 1.60 Los ekvationen 3z — 2 = vz2 —3

Losning

Kvadrering av bada led ger andragradsekvationen

3z 7 3 3\? 7
—12 2 2_ 224l 24 (2) =L
7 r+8x 0=z 2+8 0=z 1 <4> 3

5
Talet under rottecknet ar 16 < 0. Av detta kan vi sluta oss till att rot/16sning saknas.

6vningar

1.35 Los foljande ekvationer:
a) V2r+5=5—x b) Va*+5=5—-u
¢) V1-2z=2zx+1 d) 14+V322-2=2x

1.36 Los ekvationerna nedan.
a) Vr—4=yx—-4 b) Va2-3=1-2 ¢ 2°—1=(x+1)Va2+3
d) vVe+2=2—-=x e) V2-3z=z-1 f) V2—z—-17=2

1.37 Har ekvationen x + 1 — v/z + 7 = v/22 nagon (reell) rot?
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1.5 Rationella uttryck

EXEMPEL 1.61 En kvot mellan tva polynom sasom

241 203 — 22 —6x 4+ 14
eller
3t—4 224+x—2

bendamner vi rationellt uttryck.

Rent allmént &r ett rationellt uttryck r en kvot av tva polynom, d.v.s.
r(z) = p(x) (1.23)

dar p(z) och ¢q(z) # 0 r polynom. uttrycket &r giltigt (eller definierat) fér de x sadana
att g(x) # 0, dvs for (definitions-)méngden {x : ¢(x) # 0}

EXEMPEL 1.62 Betrakta de rationella uttrycken

3+ 1 2 —x—3

b
x ) 2z 4+ 1 ) 2 +z

a)

Vi vet sedan tidigare att man inte for dividera med talet 0. Vi skall nu underscka for
vilka = som dessa ar giltiga/definierade.

3+ . . . . N .
a) —— har nd@mnarpolynomet x som alltsa inte far vara = 0. For alla andra vérden pa

x
x ar uttrycket definierat.
a) Svar: Uttrycket &r definierat for x # 0.

b) ndmnarpolynomet &r 2z + 1 och dess nollstélle ges av ekvationen 2z + 1 = 0 d.v.s.

r=—=.

2
1
b) Svar: Uttrycket ar definierat for x # ~3

¢) nimnarpolynomet #r 22 + x = z(z + 1) som #ér = 0 precis da z = 0 eller z = —1.
c¢) Svar: Uttrycket ar definierat for x # 0 eller z # —1.



38 KAPITEL 1. ELEMENTAR ALGEBRA

Eftersom man i ett rationellt uttryck kan vilja ndmnarpolynomet konstant
ar polynom specialfall av rationella uttryck.

EXEMPEL 1.63 Om man har en summa mellan tva brak (rationella uttryck) i variabeln

x kan dessa skrivas pa minsta gemensamma ndmnare MGN.
2

_3 har z(x+1) som MGN. saledes forlénger vi den forsta termen med = och den
x

r+1

andra med x + 1.
2 3 2 x 3 rz+1 20-3+1) -2-3  z+3
r+1 = z+1 2 2 z+1  z@+1)  z@+1) 22+z

EXEMPEL 1.64 Idet foregaende exemplet finns ingen gemensam faktor for de tva namnarna
x och = 4+ 1. darfor blir den minsta gemensamma namnaren just produkten av de tva
ndmnarna. Har nedan skriver vi ihop tva termer pa MGN.

or — 2 1 5r — 2 1

x2—|—x+x2—3x_:n(x+1)+m(x—3)

Tydligen &r den minst gemensamma ndmnaren MGN = z(x 4+ 1)(z — 3). Man tar
saledes med faktorn x endast en gang eftersom den redan finns i de bada namnarna!
Fortsattningen blir nu

Sr—2 x—3 1 r+1 b —2)(z—-3)+1-(x+1)

x(x+1)‘x—3+x(x—3).x+1_'”_ z(z —3)(z+1)

Forenklas nu téaljaren erhalls
522 —16x+7

z(x—3)(z+1)

Ovningar

1.38 Skriv foljande rationella uttryck pa MGN.

) 2-x 3 b) 3, 1+l
a J— [ [
c+1 212
3—t 5 1—t t2-2

2. d 47

) wtrery Y 5 ten
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1.5.1 Polynomdivision och partialbraksuppdelning

Om i ett rationellt uttryck (rationell funktion) ndmnarens grad < téljarens grad, sa kan
man gora en polynomdivision.
Den gar till som en vanlig division med trappa eller liggande stol.

22% —a® — 62+ 14
EXEMPEL 1.65 berdkna/utfér divisionen i Tt .

2 +x—2
Losning
2x — 3 (kvot) “
213 — 2% — 62 + 14 2’ +a—2 téljare/ndmnare
— (223 + 222 — 4x) Produkten 2z - (22 + z — 2)
—32% — 22 + 14 Subtraktion av de bada leden
—(—322 — 3z + 6) Produkten —3 - (22 + 2 — 2)
x + 8 (restterm) Subtraktion av de bada leden

x + 8 ar restterm. Eftersom gradtalet pa resttermen z 4+ 8 &r = 1, d.v.s. légre an
ndmnarens gradtal (= 2) stoppar algoritmen vid detta steg.. Divisionen innebér att

223 — 22 —6x+ 14 . x4+ 8
pr— l’— S
2 +7z—2 2+ x—2

Om daremot ndmnarens gradtal 4r > téljarens, (som &r fallet med en eventuell restterm
efter polynomdivision) kan man gora en s.k. partialbraksuppdelning (PBU). Foljande
exempel, vilken ar en fortséattning av det forra, belyser vad detta innebér:

PBU da ndmnaren kan faktoriseras i (reella) forstagradspolynom.

EXEMPEL 1.66 Skriv differenserna av de tva braken pa gemensamt brakstreck:

3 2

r—1 x+2
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Losning:
3. 2 3z+2 2@-1)
r—1 z4+2 (z—1)(z+2) (z+2)(z—-1)

3z +6—(2x—-2) x+8

(x4 2)(x—-1) (z-1D(z+2)
Att vanda pa problemet och dela upp det sista uttrycket i de tva ursprungliga termerna
kallas PBU. Man gor da en s.k. ansdttning:

T+ 8 A B

G-D)@+2) 2-1 z+2

dér A och B ar konstanter, vilka nu skall bestdmmas. Genom att gora likndmnigt erhalls

likheterna
x+8 Alx+2)+ Bz —1)

(z—1)(x+2) (z—1)(x+2)
For att likhet skall gélla, sa maste taljarna var lika d.v.s.

v+8=(A+B)x+24-B

For att likheten skall gélla for alla x (i definitionsméngden), sa maste respektive koeffi-
cienter vara lika.

VL HL
z: 1 = A+B
1: 8 = 24-B
Det sa uppkomna ekvationssystemet har 16sningen A = 3 och B = —2, vilket ju stimmer

med det ursprungliga uttrycket (sista termen i det sista ledet i exempel 65). Tillsammans
med resultatet i exempel 65 har vi att

208 — 22— 62+ 14 3 2

x24+x—2 v +x—1 x+2

-3

EXEMPEL 1.67 Vi partialbraksuppdelar nu

x
272
taljaren ar av grad 1 emedan ndmnaren ér av grad 2 och darmed av hogre grad. Detta
ar en forutsdttning for att kunna partialbraksuppdela. Vi bérjar med att faktorisera
niamnaren. 22 — 2 = x(x — 1) och ansitter alltsa

x—3 ZA—}—B—{MGN}:A(Z(_J}_)BBQC

22—z =z zxz-1
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jamfor vi nu forsta och sista leds taljare (ndmnarna &ar ju lika.) far via —3 = A(z — 1)+
Bx = Az — A+ Bx = (A+ B)x — A och déarefter jamfor de olika ledens koefficienter far

vi
VL HL
z: 1 = A+ B
1: -3 = —-A

Avdettaserviatt A=3och B=1—-A=1—-3=—2. alltsa ar

1
x—3_§ 2
T

22—z x—1

De tva erhallna termerna kallas partialbrak.

PBU da en faktor av grad 2 i nimnaren inte kan faktoriseras i (reella)
forstagradspolynom.

r—06

EXEMPEL 1.68 partialbraksuppdela det rationella uttrycket

3+ 2
Loésning

Eftersom nimnaren endast kan faktoriseras till x(x2 +2) kommer ansittningen vid PBU

att se lite annorlunda ut:
r—6 A Bx+C

x3+2x_g+ x2 4+ 2

d.v.s. man ansitter med ett forstagradspolynom Bz + C med nimnare x2 + 2.
Likndmnigt ger att

VL HL
?: 0 = A+B d r—6 3 3w+l
z: 1 = C VS S o T T r ! 2242
1: -6 = 24

Definition 1.2 Vi infor foljande begrepp: Ett rationellt ut-
tryck/funktion siges vara utvecklat efter det att man utfért poly-
nomdivision (om grad télj > grad ndmn) och utfort PBU.

PBU da ett nollstélle till nAmnaren &r en (reell) dubbelrot.
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S4+4r-1
EXEMPEL 1.69 Utveckla u,
2 +2x2 42

Losning

Vi utfor forst en polynomdivision.

3 + kvot
3x34+4x—1 |22 4+22%+ 2

— (323 + 622 + 32)
0—6z°+2—1 < restterm

—622 + -1
Nu aterstar att partialbraksuppdela —/—————.
P bp 3+ 222 +x
nédmnaren kan faktoriseras som z(2? + 2z + 1) = z(z + 1)2, d.v.s. nédmnaren har ett
dubbelt® nollstille = —1. Anséttningen kommer nu att se lite annorlunda ut jamfort
med de tva tidigare exemplena:
—622 + -1 A B C

P2l te w a4l (x4 1)2
aven har gor vi likndmnigt 1 HL och erhaller

—622+3z—-1 A(x+1)?+ Bz(z+1)+Cx

w3+ 222+ z(x +1)2
VL HL
z2: -6 = A+B
x: 1 = 2A+B+C
1: -1 A

Ekvationssystemet ger A = —1, B4+ C = 3 samt —6 = —1 + B. Saledes &r B = —5 och
diarmed C' = 8. Resultatet av vara anstrangningar ger nu att

3ed4dr—1 1 5 8
B +222+x 0 oz x4+l (x+1)2

®Med detta menas att (ndmnar-)polynomet har innehaller faktorn (z — 1)
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Ovningar

1.39 Utfor polynomdivision av foljande rationella uttryck

23 +22—1 2z 6z — 1
_ b
2) T ) x+1 c) 20 — 1
2 P42z —1 S22z -1
d) T e) T’ + 2z f) xr° + 2x
2 + 1 x+1 2 +1
1.40 partialbraksuppdela foljande rationella uttryck
2 2 3z +1
——— b
2) 2+ ) x2 -1 c) x2 —4x
1.41 Utveckla foljande rationella uttryck
3z +1 3z+1 22 +1
o by 22— vt
2) 72— ) 3 —x ) 22 — 4z +3
Q) 223 — 9z 4 2 | 3z 41 f) 523 — 32% + 6z — 16
e — e S —
23 — 4dx (x+1)2 xt — 8z

1.5.2 FEkvationer med rationella uttryck

2 1
EXEMPEL 1.70 For att 16sa ekvationen — = 3 kan vi helt enkelt invertera bada led, g =3
x

2
och dérefter multiplicera med 2 i bada led, x = —.

En annan mojlighet att komma at 16sningen ar att multiplicera med z och dividera med
2 i bada ledS.

3z+1 o
+ . Genom termvis division erhalls

EXEMPEL 1.71  Betrakta det rationella uttrycket

3v+1 3z 1 3 1

5r 2x T 2x 2 2

Om vi exempelvis vill ta reda pa for vilket x som detta uttryck ar = 0, sa skall vi 16sa
3z +1
=0

ekvationen

x
Ekvationen = 0 precis da taljaren = 0 emedan ndmmnaren inte for vara = 0, vilket kan

5Vi borde redan fran bérjan iakttagit att uttrycket inte &r definierat for « = 0.
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skrivas x # 0. Losningen ges alltsa av ekvationen 3x +1=0d.v.s. 3z = -1, x = —3-
Alternativt kan vi 16sa ekvationen m.h.a. den termvisa division vi gjorde.
3 1 3 1 2 2z 1

2T =0 = 5T 371 T3

EXEMPEL 1.72 pa liknande sétt som i det forra exemplet skall vi forsdka 16sa ekvationen
20 — 3

z+1
precis detta x som gor att ndmnaren = 0. Ldsningen ges alltsa av de/det x som gor

att téljaren = 0 forutsatt att ndmnaren # 0, d.v.s. & # —1. Losningen ges alltsa av

20 —3 =0, ng

= 0. For det forsta ar uttrycket definierat for alla = # —1, eftersom det ar

2
|
EXEMPEL 1.73 Lés ekvationen — — — 4
3x+1
Vi gbr nu genom de viktiga 16sningsstegen.
Det #r lampligt att flytta VL:s namnare till HL:s téljare”.
9 _
L o de= 2 =(Br+1)d=120+4
3z +1
2
<:>2—4:12x+x:13x<:>x:—ﬁ
]
B . 1
EXEMPEL 1.74 Los ekvationen 3 —-2=0.
x
Losning
Forst iakttar vi att ndmnaren = 0 precis da x = —3. Just detta z ar uttrycktet inte
definierat for och alltsd kan detta x = —3 inte vara losning till ekvationen. Vi kan
exempelvis borja med att flytta 6ver —2 till HL.
! 21 2(3+)<:>1 3+ 1< L 3 >
= = x - = T r=--3=—=
3+ 2 2 2

"Uttryck sasom Z;”IZ kallas brutna linjara avbildningar.
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5
Svar: ¥ = —~
ar: x 5

1
Alternativt kan vi skriva VL 357 2 pa gemensamt brakstreck.
x

1L, 1 2B+x) 1-6-20 —5-2

3+z ~ 3+ 34z 3+ 34z

Att ett rationellt uttryck = 0 &r detsamma som (ekvivalent med) att

tdljaren = 0 under forutsattning att ndmnaren # 0. Losningen ges alltsa av att téljaren
=0, om x # —3.

taljaren ar —5 — 2z = 0, vilket ger samma rot som tidigare.

1 1
EXEMPEL 1.75 Los ekvationen + = §
z—1 x—-4 4

Loésning
Vi skriver VL pa gemensamt brakstreck med MGN. MGN é&r (x —1)(z —4). Vi forlanger
saledes forsta term med (x — 4) och andra term med (z — 1), d.v.s.
L e—4, 1 a1 _l-@-4+l-(z-1) _ 25
r—1 -4 x—-4 -1 (x—4)(x—1) (=4 (z—1)

Vi loser nu ekvationen med denna omskrivning av VL.

@_21”)(_:65_1):}:»4(23;—5):5(:5—4)@—1)

Vi utvecklar nu bada led.
8r—20=20—-25z+ 5zx° < dx —33x+40:0<:>:c—?+820

Denna ekvation gor att 16sa med p-g-formeln.

33 /1089 800 33 17 33+17
10 100 100 10 10 10
8

1
Vi erhaller tva z—véarden o = 5 eller x = £ =% (svar).
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EXEMPEL 1.76 Betrakta en rak cirkulér cylinder (en rund burk) med radie r och héjd h.
Dess area ges av

A = topp + botten- area 4+ mantelytans area = 2712 + 27 - h

Dess volym ges av V = 77?2 - h. bade arean A och volymen V beror pa tva variabler, r
och h. Antag till att borja med att vi vill ha en burk som rymmer 1 liter (= 1 dm?3). Vi

kan di eliminera en av variablerna ex.vis h genom att V = 1 = 7r?h varfor — =h.
r

Insatt i arean erhaller vi

(mr3 4+ 1)

2 2
A =2mr? 4 270 - h = 210 + 277 - — = 2772 + = = {MCN} =
r

=
Detta &r ett rationellt uttryck i ». Om radien dr r = 1 (dm) erhaller vi en area

A:...:W:%H) (dm?)

Vilken /vilka radier (och h&jder) skall cylindern ha om dess area #r A = 10 dm??

Losning
Vi har da att 10sa ekvationen

2(mrd + 1)

=10 <=2+ 1) = 10r=0 <= mr® +1-5r=0
.

Detta &r en tredjegradsekvation. sa langt kan vi konstatera att vi enbart kan acceptera
rotter » > 0 av rent praktiska skil. En numerisk (approximativ 16sning) ger vid handen
att r &~ 1.14623 eller r ~ 0.205449. Det finns alltsa tva losningar. Det finns dessutom
en tredje rot r ~ —1.35168 men denna rot kan alltsa inte komma i fraga. Samman-
fattningsvis kan vi konstatera att vi for tva rotter/l6sningar som vi enbart kan erhalla
approximativt.

EXEMPEL 1.77 Om man skriver ihop ett antal termer pa gemensamt brakstreck strovar
man mot att fa denna sa liten som mdojlig. Man skriver termerna pa minsta gemensamma
ndmnare (MGN).

6 20-1_ 6 2z — 1

2+z 22-1 zxz+1) (@—-1)(@+1)
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MGN = (z — 1)(z + 1)z. Den forsta termen skall alltsa férléingas med = — 1 och den
andra termen skall forlingas med z. Vi for da (Observera att vi har fortsatt likhet).

6 B 20 —1 _6r—1)—(2x—-1)z
r(x+1) (z-D@+1)  z@+@-1)
Tx — 1 — 222

oz +1)(z—1)

EXEMPEL 1.78  For att 16sa mer komplicerade ekvationer med rationella uttryck sasom

6 _2:1:—1
24+ x2-1

iakttar vi forst att « # 0 och x # £1. darefter flyttar vi 6ver samtliga termer till samma

sida sa att vi far
6 2z — 1 B

24+r x2-1

dérefter foljer samma omskrivning som i exempel 77.

0

Tx — 6 — 222

oD+ "

tiljarens nollstillen ges av ekvationen 72 — 6 — 222 = 0.
Med “p-q” formeln far vi z = % och x = 2. Ingendera av dessa ar x = 0,+1 sa de utgor

rotterna till den ursprungliga ekvationen.
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EXEMPEL 1.79

Los evaktionen
2 1+3z 2?43

r—1 22-1 z+1

Losning

Vi anvander samma teknik som i foregaende exempel och borjar med att flytta Gver
termerna till ex.vis HL och skriver uttrycken pa MGN (Minsta Gemensamma nédmnare)
z? —1:

1+3z 2243 2 _2—2.%’+£L’2—$3

22-1 z+1 z-1 2 —1
Rotterna till denna ekvation &r de z sadana att téljaren = 0 men ndmnaren # 0. De
tal som ej kan inga i 16sningen dr x = £1. Vi ser genom provning att téljaren = 0 for
x = 1. saledes ar x — 1 faktor till tdljaren. Polynomdivision ger nu att taljaren ar

=0

2-2zx412>—23=(1-2)(2*+2)

Eftersom z? 4+ 2 > 0 for alla 2 saknar den ursprungliga ekvationen 16sning.

Vi sammanfattar nu ekvationer med rationella uttryck.
1. For mer komplicerade ekvationer flyttas samtliga termer over till endera sidan.
2. Termerna “slas samman” genom att skriva dem pa minsta gemensamma nidmnare.
Man har alltsd en ekvation pa formen pgg = 0, dér p(z) och ¢(z) ar polynom
samt g(x) = MGN. !
3. Rotterna/losningarna till den ekvation ges av de = sadana att
a) téljaren p(z) = 0 men
b) nédmnaren g(z) # 0.

Ovningar

1.42 Los ekvationerna

2 1 1 1 1
a) :c+ 0 ) r+1 C) x 2+3

2 1 -1 1 1
d) Z-z=0¢ Tri_g g TZL_1. 2
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1.43 Los ekvationerna

1+2zx T 1—2x
A ) 3o ) 1Tra
r—1 2-1 2 L1
d —1=0 - _Z 1=
) T332 ) Ei373 f) 242

1.44 Los ekvationerna

1 3r+ 2
2) 2z +1 v ) x v c) 2
1 4x S5r — 1 r—1 2 —x
d = = f 1=0
) 2—-1 x+1 ) 22 4+3x 22—2 ) 333—1+

1.45 Los ekvationerna

1 22243 1
2) _ T b) 2z + 3+

142 1—z4 22 322422 —1
2 1 n
o) e 1 a -3 (@-3)(@+2)
142z x4 22 n 1 —0
2 —4

1.46 Los ekvationen

for olika konstanter b

1 1 b—
1.47 Los ekvationen x; — = a4 , dér a och b &r tva olika konstanter

r—a z—b 2 —ab
skilda fran noll.

1.5.3 Polynom av grad 3 och hogre

EXEMPEL 1.80 Ett tredjegradspolynom #r ex.vis: f(z) = 2% +2 — 2.

For att 16sa ekvationen f(z) = 0 finns det en formel liknande 1.21 sidan 28 (Se sidan
53.). I detta fall gissar man sig snart till att £ = 1 &r en rot. Faktorsatsen ger nu att
(x — 1) ar faktor till f(x). Man kan nu utféra en polynomdivision som maste ga jamnt
upp (faktorsatsen):

B 4x—2

=T 4 +2 dvs. (z— 1) (2* + 2 +2) = 2° + 2 — 2 (Kontrollera!)
z—
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EXEMPEL 1.81 Vi erinrar oss att ett rationellt tal ar ett tal som kan skrivas @, dar m och
n

n ar heltal. saledes ar — ett rationellt tal. Ett annat satt att karakterisera ett rationellt

tal ar att dess decimalutveckling ar periodisk.

% = 1.1428571428571428571428571 .... Perioden ar 142857. De flesta heltalsrotter

sdsom v/2 och /3 ér inte rationella tal. Sadana tal kallas irrationella tal.

EXEMPEL 1.82 Polynomet 222 + x — 6 kan faktoriseras via (1.21). nollstillena #ir o = 2

3
och z = —5 varfor 222 + 1 — 6 = (22 + 3)(x — 2).

3
Vi ser da att nollstallet z = —3 “avspeglar sig” i VL:s 2:a framfor 22, som alltsa ger

nollstéllets namnare.
P.s.s. dr téljaren (—)3 en faktor i nolltegradskoefficienten —6.
Vidare ar det andra nollstillet = 2 en faktor till nolltegradskoefficienten —6.

EXEMPEL 1.83 Polynomet f(z) = 223 — 522 — 13z — 5 ir ett tredjegradspolynom. Dess
koefficienter ar 2, —5, —13 och —b5, d.v.s. heltal.
Man soger da att f(x) har heltalskoefficienter.
Om polynomekvationen f(x) = 0 har en rationell rot = s/t forkortat sa langt som
mojligt, diir s och ¢ &r heltal, kan man visa® att s maste vara divisor till den sista termen
—5 och t maste vara divisor till hogstagradskoefficienten 2. Detta innebéar alltsé att

1 5 1 5
s=+41,450cht=+1,+2, dvs. e =+-,+—, +—, +—
177172772
Genom inséttning av dessa atta kandidater visar sig x = —1/2 vara en rot.

For att fa fram eventuella andra rotter utnyttjar vi faktorsatsen. Vi vet att (2x + 1) &r
faktor till f(z), varfor divisionen

f@)  22° 522 —13z -5
20 +1 2z + 1

8Detta bevisas inte hir.
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gar jamnt upp. Kvoten visar sig bli 2 — 3z — 5.
Genom att 16sa ekvationen x? — 3z — 5 = 0 erhaller vi samtliga rétter till ekvationen

f(z) =0.
3+ 29
2

Dessa ar alltsa © = —1/2, = = . Samtidigt erhaller vi faktoriseringen av f(z):

f(x) =22% — 52 — 132 — 5= (2 + 1) (x—?ﬁ;/@> (x_?)—Q\/E>

EXEMPEL 1.84 Polynomet 323 +4x +1 eventuella rationella nollstéllen har som téljare 41
1
och som ndmnare +1,£3. nollstdllena skulle i sa fall vara x, £1, z = ig' inséttning i

polynomet (gor det som &vning) 323 + 4z + 1 visar sig att inget av dessa x #r nollstille.
Vi kan da dra slutsatsen att polynomet saknar rationella nollstdllen. D.v.s. samtliga
(hogst tre) nollstdllen maste vara irrationella. Numeriskt kan dessa tas fram. Det visar
sig att det endast finns ett (reellt) nollstdlle som visar sig vara x ~ —0.239674.

EXEMPEL 1.85 Polynomet 22 — 2 — 1 har heltalskofficienter men déremot inte

22 — 2v/2 — 1. Det forra polynomets nollstiillen dr dock inte rationella.

4
EXEMPEL 1.86 I polynomekvationen % — 222 = 1 kan man forlinga bada led med 3 och

erhalla z* — 622 — 3 = 0. Polynomet i VL har nu enbart heltalskoefficienter. Eventuella
rationella rotter ar alltsa « = +£1/1, £3/1. Ekvationen gor i detta fall att 16sa direkt
genom att sitta 2 =t och dirmed z* = ¢2.

2 _6t—3=0<=1t=3+v/9+3=3+2V3

Eftersom ¢t = 22 kan vi bar acceptera t = 3 + 2+/3. Rotterna ar alltsa z = +v/3 + 23
som alltsa inte ar rationella.



52 KAPITEL 1. ELEMENTAR ALGEBRA

EXEMPEL 1.87 Polynomekvationens 22 —2 = 0 eventuella rationella rétter ar x = +,2+1.
Eftersom inga av dessa dr rotter maste ekvationens rotter vara irrationella. Nu &ar

22 —2=0e= =2 1=4V2

Av satsen om rationella rétter foljer att /2 ér irrationellt.

ovanstaende exempel visar diarmed hur man kan fa fram eventuella rationella rotter
under forutsattning att polynomet har heltalskoefficienter. Denna sats kallas ”Satsen
om rationella rétter” och

Sats 1.4 (Satsen om rationella rétter) Om polynomets 1.20
samtliga koefficienter ao, ..., a, ar heltal och om polynomet har

S o 1o s o
ett rationellt nollstille z = 7 forkortat sa langt som mojligt, sa

ar s en divisor till ag och t en divisor till a,,.

Bevis: Vi avstar fran ett bevis i detta skede.

For ett tredjegradspolynom erhaller man, efter division med motsvarande faktor, ett
andragradspolynom vilket séatts = 0 och déarefter 16ses med identitet 1.21.

Ovningar

1.48 Faktorisera foljande polynom sa langt som mojligt. Polynomen har minst ett ra-
tionellt nollstalle.

a) 223 — 32241 b) 223 +32% — 42 -6
3, .2 3 2
c) z+az"+2x+2 d) 2z°+Tx*+Tr+2
1.49
a) Utveckla uttrycket

2+ 3z — 622 — 923 4+ 2% + 32°
24+r—1
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b) Lés ekvationen 0 = 2 + 3z — 622 — 923 + 22% + 32°
Ekvationen har minst en rationell rot!

1.50 Los ekvationen 9 — 392 + 5822 — 3623 + 82* = 0. Ekvationen har en rationell
dubbelrot. Skriv VL som en produkt av polynom av lagsta méjliga grad

1.51 Polynomet
f(x) =23+ (V6 — V3 - v2)2? + (V6 — 3v/2 — 2¢/3)x + 6 har ett nollstille z = /3.

Faktorisera f(x) sa langt som majligt!

1.52 Faktorisera féljande polynom sa langt som mojligt. Polynomen av grad tre har
minst ett rationellt nollstalle.

a) 3x3+52°4+8zx+4 b) 223 -T2+ 41
¢) 8x3 4122 +6x+1 d) 1—522+4a!

1.53 beridkna konstanten a sa att polynomet f(z) for ett nollstdlle i x = b. Tag ocksa
fram Gvriga nollstéallen till polynomet.

a) f(r)=323+5r—az?-1, z=b=1/3
b) f(x) = 32% —az* — 322 + 3, r=b=1
c) flx)=2*-222—ax, z=b=2

d) f(z)=2® 222 —azx — 1, r=b=-1

Formel for tredjegradsekvation *

Man kan i princip dven 16sa tredje- och fjardegradsekvationer med formler innehallande
rotuttryck liknande p — ¢ formeln. For en allmén tredjegradsekvation (ekv. 1.24) borjar
man dock med att ”eliminera” andragradstermen i

23+ oz’ 4+ Br+v=0 (1.24)
genom att anvdnda substitutionen x — /3 = ¢, varvid man erhaller

3 3B8—a? 203 af

- ZF =0. 1.2
t° + 3 t+ 7 3 +v=0 (1.25)
De nya koefficienterna kallar man nu for a respektive b:
3 +at+b=0 (1.26)

Den i sin tur har en 16sningsformel, atminstone for en av rétternas:

a s/ b a3 b2 3/b a3 b2
”_3_t_\/_2+\/27+4_\/2+ w1 (1.27)
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1.6 Forenkling av uttryck IT

Forenkling innebér en bra traning i algebra. Man anvénder de befintliga raknelagarna
(1.11).

-y - 1
y> -2 (y—2)(y+2) r+y

EXEMPEL 1.88 Forenkla % Losning:
Yy

]
ExXEMPEL 1.89 Forenkl a+ 20
. renkla ——
drenkla —5—7
Losning
Man ser att 4b* = (2b?)2. I nimnaren star alltsa differensen mellan tva kvadrater:
a + 2b? B a + 2b? B a + 2b% B 1
a2 —4b* e — (202)2  (a —2b%)(a+20%)  a— 202
]
b 2
(z+a)*+ (C;er)
EXEMPEL 1.90 Forenkla
b2 + x2
Losning
2 2
2 ab v? 2
(x4 a) —|—<$—|—b> _($+a)2+ﬁ(a+$)2_(x+a) (2—1—1)_
b2 + 22 B b2 + 2 B b2 + 2 B
b2+ 22
2
_ (x+a)- 22 _ (z +a)? _ <1+ﬁ)2
b2 + 22 x? x
]

EXEMPEL 1.91 * Forenkla V1 —+v1 — 22 om —1 < z < 0. Ledning: Uttrycket under det
yttre rottecknet kan skrivas som en jamn kvadrat
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Lo6sning

1—\/1—352:1—\/1—37\/1—1-37:1(2—2\/(1—56)(14-3:))

2

Vi antar nu att 24/1 — z+/1 + = &r den dubbla produkten.
2=1-2)+(1+2)=H1-2)?2+(1+2)?% dvs.

%(272 (—2)(1+2)=
(W2 (VItay 2/ 0+ 1) =

=§(\/1—x—x/1+x>2

saledes ar

\/1—7 \/1—952:\/;(\/1—30—\/1—1—35)2:i\}i(\/l—x—\/l—i—x)

Eftersom v alltid ar > 0 och —1 < x <0saér 1 —x—+1+ x>0, varfor det ar 7 +7”
som galler.

1
Svar: \ﬁ(\/l—:c—\/l—i—x)

Vid forenkling av uttrycken nedan kommer identiteterna i (1.11) sidan 16 vl till pass.

Ovningar

1.54 Forenkla. . .

9 — 22 2+1/x
b R AR
2) 3+ ) dr —1/x
2 1 2243z-1
c) <;/:E) d) —+H72x+x‘2
xre —x X x

(z +1)°+ (@ —1)°
2z

e) (x+1)%—(x-1)72% f

1.55 Forenkla foljande uttryck
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2) f+3\f b) 2+/3 ) Vat+l—z
. <1>2 2-/3 Vel + 1+
V3
1 1
Q) r—1 z+1 ) 2?2 —2v2 -1 f) (a—0b)%+ b3 +2a3
1 V2143 a’ + b3
2.1
1.56 Forenkla uttrycken
1 3 1 -
- +——
o z T b _ Vato
1+ 2 z+Va+2?
b?
442 g2 (2a%+2ab) <1_a>
c) — d
) (a+2t)* ) Va+b

ad + 23 x? .TQ—CCy

) +
/7a+x<ax+(—a+x)2) l+z z+a22-y—xy

°)

1.57 Forenkla foljande uttryck

1 27 6
y tat 2 b) 14+ zy+y? y’ —a?
1\ 8 14+ r+a—y—ay
(1+3) +5

1—4z* 5/ [28 5| /28
d* \ o+ 1=y o2 —
<) 1\3 1\% 5 ) \/ 27+ \/ 27
1-=) +(14+=) —=
X X X

1.58 Forenkla nedanstaende uttryck

2) > +ax+1 b) 3a% — 422 -8
3 —1 322 —5x—2
a® + b3 b
0 Ve+1++vVr—1 Q) arp ¢
Vr+1—+yr—1 (b —a)?
VIt 1 V2y/1—-V2 -z
e) - )
r—1 o-1 Vidve—1-1-vVz—1
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1.59 Los ut y i ekvationerna nedan

323y 3 2z 1 1
— = = b —_— = - —+3y=2
a) )2 9 )y+5 . c) y+y x
T 1 1—y
Yy

1.7 FEkvationssystem

Ett ekvationssystem innebér att man har flera ekvationer och i allménhet ocksa flera
variabler /obekanta. For att 16sa ett sadant system kan man eliminera endera variabeln
och pa sa sitt erhalla en ekvation med en variabel /obekant.

EXEMPEL 1.92 Los ekvationssystemet

$+y 2

T—Y
zy = 6

Losning

6 .
Den undre ekvationen ger att x = —. insdttes detta i den 6vre ekvationen erhalls
Yy

6 + 3>
xr+y 6/y+y Y 6 + y? 2
t—y 6/y—y 6—y7 G-y
Y
Nu dr det limpligt att sitta y? = t, vilket ger
g:t<:>6+t:6t—t2<:>t2—5t+620<:>t:2, t=3

Eftersom ¢ = y? och t = 2, sa dr y = +v/2. inséttes detta i den undre ekvationen
erhalls att © = 4+3+/2, vilket ger att (z,y) = £(3v/2,v/2). P.s.s. ger t = 3 16sningarna
(z,) = £(2V3, V3).

Foéljande problem &r hdmtat fran mekanik (fysik).

EXEMPEL 1.93 Ett foremals roérelseméngd p definieras som dess massa m ganger dess

mv2

hastighet v, d.v.s. p = mv. Dess rorelseenergi definieras som Wy = 5
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tva foremal som stoter samman (kolliderar) har bevarad rorelseméngd. Vi betecknar
féremalens massa mq respektive mo. Hastigheterna fore skrives uq respektive us och
hastigheterna efter skrives v; respektive vy. Hastigheterna har “riktning”, vilket hér
innebédr att riktningen at hoger ar positiv och riktningen at vénster dr negativ. Att
féoremalen har bevarad rorelseméangd skrives

miul + moug = Mmiv1 + Mmov2

Detta kan ocksa skrivas
ml(ul — 1)1) = mg(vg — ZLQ)

Vid en s.k. (fullstdndigt) elastisk stot ar &ven rorelseenergin bevarad d.v.s.
mlu% + mgu% = mlv% + mgvg

dér bada led &r multiplicerade med 2. Vi skall betrakta hastigheterna som obekanta och
forsoka fa ett samband mellan dessa. Eftersom det ror sig om fyra hastigheter och endast
tva ekvationer kan vi endast understka hur hastighetsférdelningen bevaras mellan fore
och efter kollision. Genom att flytta om termerna i den sista ekvationen far vi

mlu% - mlv% = mgvg — mgug
Detta kan skrivas

mi(ur —v1)(ur + v1) = ma(ve — ug2)(ug + v2)

Genom att ledvist dividera med

mi(ur —v1) = ma(ve — ug)

erhalls
mi(ur —v1)(ur +v1) _ ma(ve — ug)(ug + v2)
mi(up — vy) ma(vy — u2)
d.v.s
U1 -+ v1 = ug + vy eller ekvivalent uqy — ug = v9 — v
[
évningar

1.60 Los ekvationssystemen

2,2 2 _ .2
r* -y = 15 -y = 4
2) { zy = 4 b) { =

0) x5 — 38
xy = 2

Il
ot
o,
S~—
——
S
™o
+
[\
<
|
—_
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) 2?4+ = 3 f) v+l = vy
2y = 2 r—y = 1
VEvy = 1 Vay =1
g) h) 1 15

1.61 Los ekvationssystemen

?+y? =
a) zy+rzt+yz
r+y+z = 3

N =

c) T+y+z
(x4+y) (x+2)(y+2) = 1

1.8 Olikheter

1.8.1 Grundldggande regler

b)

)

r+y+5 = 0

xy+yz+zx = 4
rzyz = 1

2y +22 = 6
zy = 1

r+y = =z

Olikheter mellan tva reella tal dr en fraga om orientering pa talaxeln.

EXEMPEL 1.94 5 > 3 lidses “5 &r (stréngt) storre &n” och 5 > 3 léses 5 &r storre eller lika

med 3”.

Olikheterna kan ocksa lésas “3 &r (strdngt) mindre &n 5” respektive ldses “3 &r mindre

eller lika med 5”.

Observera att 3 <5 och 3 <5 och 5 <5 men inte 5 < 5.

Foljande olikheter illustrerar vilka rdkneregler som géller for olikheter.

anviands < men man kan lika vl anvinda <.

Har nedan

1 1

3<5H —3> -5 2-3<2-5 - < =
< > < 5<3

1 _ 1 1 9 9
3<5 3= 3<5 3+a<d5+a 3*<5
5.3>0 (=5)-(-3)>0 5-(=3)<0  (=1)-(~5)-3>0
5 5 -5 5
§>O _73—?——§<0 _73>0 \/§<\/5

Vi ser i exemplet ovan att olikhetens riktning bibehalls bl.a.
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1. da ett tal adderas (eller subtraheras) i bada led,
2. vid multiplikation (eller division) med ett positivt tal,
3. vid rotutdragning och kvadrering om bada led > 0,

Det ar framst dessa tre egenskaper som vi kommer att anvinda. For olikheter géller
dessutom foljande:

ea>b>0<=0<1/a<1/b
e 0a<0<b<=1/a<0<1/b
e 0<a<b<= a<Vb

ab > 0 <= @ och b har samma tecken®

a
3 > (0 <= a och b har samma tecken

ab < 0 <= a och b har olika tecken'®

% < 0 <= a och b har olika tecken

EXEMPEL 1.95 For att avgora vilket av talen 9 och 4y/5 som &r storst konstaterar vi att
bada ar positiva och jamfor deras kvadrater:

92 = 81, respektive (4v/5)2 =16-5 = 80

Eftersom 4+/5 har minst kvadrat galler att 4/5 < 9.

1.8.2 Olikheter for rationella uttryck

EXEMPEL 1.96 For vilka x giller att 3 — 2z < 07

Losning

Olikhetens “riktning” &ndras inte vid &verflyttning av termer (dér man byter tecken pa
termen som Overflyttas till det andra ledet.). Olikheten kan da skrivas 3 < 2z. Division

3
med det positiva talet 2 d&ndrar heller inte “riktning” pa olikheten. Vi far da = > —.

9Att de har samma tecken betyder att bada antingen &r positiva eller negativa.
10 Att de har olika tecken betyder att precis en &r negativ.
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EXEMPEL 1.97 For vilka o &r 22 > 3?7 Vi konstaterar att = 5 uppfyller denna olikhet,
liksom = = —2. Tydligen #r det z > /3 men dven = < —/3 som utgdr 16sningen.

EXEMPEL 1.98 Los olikheten (x — 1)(z + 3) < 0.

Losning

En produkt < 0 precis da ett udda antal faktorer < 0. déarfor &r produkten < 0 om
r—1<0ochz+3>0elleromx—1>0ochax+3<0. Sammantaget ar produkten
< 0 precis da —3 < x < 1. Observera att olikheten (z — 1)(x + 3) < 0 ocksa kan skrivas

—(z—1)(z+3)=10—-2)(z+3)>0

Om vi i stéllet borjar med att utveckla (z —1)(x +3) = 22 4+ 22 — 3 och forsdker att 16sa
olikheten x? + 22z — 3 < 0 blir det betydligt svarare.

EXEMPEL 1.99 Lés olikheten (z —1)2 — 3 > 222 + 2.

Loésning
(-1 -3>222+tor<= (z—-1)2*-3-20 ~2>0<= —2-32—2>>0
P.g.a. minustecknena multiplicerar vi med —1 i bada led.
24 30+2<0= 22 +3x+2=(2+1)(z+2) <0

Denna produkt < 0 precis da en av faktorerna < 0.
Vi anvénder nu teckenschema for att 16sa olikheten. For att halla reda pa faktorernas
tecken gor vi ett teckenschema.

xr—axel x <|-2|<|-1|<
faktorn (x+2) -0 |+| + |+
faktorn (x+1) - = 1=10 |+
Hela uttrycket i VL | (x +1)(x+2) |+ ] O | =] O | +

De/den kolumnen i sista rad som innehaller minustecken ger nu svaret.
Svar: -2 <z < —1
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En olikhet for rationella uttryck kan skrivas
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g(z) < h(x) dar g(x) och h(x) &r rationella uttryck

EXEMPEL 1.100 Los olikheten x < 2z2.

Losning

(1.28)

Man kan med férdel flytta 6ver termerna pa samma sida ex.vis 0 < 222 —z = z(2z — 1).
En produkt ar positiv, om bada faktorerna &r positiva men ocksa, om bada faktorerna
ar negativa. Den forsta faktorn x véxlar tecken vid x = 0. Den andra faktorn 2x — 1
véxlar tecken da = = 1/2; Den &r negativ om = < 1/2 och positiv om = > 1/2. For att
halla reda pa faktorernas tecken gor vi alltsa ett teckenschema.

r—axel x <|0|<|1/2|<
faktorn x —|0|+] + |+
faktorn 20 -1 | —|—=|—] 0 |+
Hela uttrycket i HL | x(2x —1) |+ |0 | —| O |+

Sista raden utgoér en “summering” av tecknen i de tva ovanstaende raderna kolumn for
kolumn. Eftersom vi skall 16sa olikheten 0 < x(2z — 1) ges l6sningen av den sista radens
kolumner, vilka innehaller +tecken. Olikheten galler alltsa for precis de x sadana att

x <0eller z >1/2.

3 1
EXEMPEL 1.101 Los olikheten 3 + o0
X

Losning

Vi borjar med att skriva termerna i VL pa MGN (jamfor exempel 71 sidan 43).
1 3x+1

3+1
2 2z

1
Vi skall alltsa 1osa olikheten 3z +

<0.

_3x

2

=

2x

x
hjalper oss att 16sa olikheten. Ej. def. star for “ej definierad”.

x—axel x <|-1/3|< 0 <
faktorn 3z+1 | — 0 + + +
faktorn 2z - - - 0 +
3 T
Hela uttrycket i VL :E;_ + 0 — | ej def. | +
x

< 0. Ett teckenschema liksom i det forra exemplet
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Av teckenschemat ser vi att

1
T 0o —1/3< 2 <0.
X

EXEMPEL 1.102 Los olikheten
6 < 20— 1

[ S — |

Losning

Nu foljer samma omskrivning som i exempel 77. I stéllet for likhet som i exempel 78
sidan 47 far vi en olikhet

—2(x —2)(x —3/2) 2(z —2)(x —3/2)

<0<= >0
z(z—1)(z+1) — z(x—1)(z+1) —

Vi har alltsa fem faktorer med nollstéllena z = —1,2 = 0,z = 1,2 = 3/2,2 = 2.

Teckenschemat skall saledes innehéalla samtliga fem faktorer!
x <] -1 |< 0 < 1 <13/2|<|2|<
z+1 —[ o [+ + 1+ + [+ + [+[+]+
x = 1=17 0 [+ + [+ ++][+]+
z—1 — == = =70 |+ + [+][+[|+
x—3/2 - - = = |- = |—-]10|+]|+]|+
x—2 - = = = |- = |- -=1-10]+

2(x — 2)(x — 3/2)
— | e def. j def. | — | ej def. 0 0

2z — Dz + 1) ej def. | + | e¢j de ej def. | + +

Olikheten ar uppfylld for de intervall dar vi summerat till plustecken.
Svar: —1 <z <Oeller 1 <x <3/2eller 2 <.

EXEMPEL 1.103  Lés olikheten ~ >
T x—+2

Loésning

Genom att ex.vis flytta 6ver HL till vanster led och dérefter skriva VL pa gemensamt
brakstreck erhalls

1 x (z+2)—2? (2—z)(z+1)
- x+2>0(:> 2@ +2) = 2z +2) >0
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Satt nu
(2—x)(x+1)

z(x +2)

Vi skall alltsa bestdmma de z for vilka f(z) > 0 aterigen med teckenschema.

=: f(x)

x <[-2 [<]-1]<]o0 <[]2[<
z+2] =0  |+|+ |+|+ |[+|+]|+
z+1|— = =0 [+[+ [+|+]+
T - - —|—= 1—=10 + |+ |+
2—z |+ |+ ||+ [+|+ [+]0

flx) | —|ejdef|+]0 | —|edef|+ |0 |—

Sammantaget ser vi att olikheten haller for precis de x for vilka —2 < = < —1 eller
0<x<2.

For att 16sa en olikhet g(z) < h(x) (m.a.p. variabeln z) &ar det lampligt att folja
punkterna nedan.

1. Flytta 6ver ex.vis VL till HL:

glz)—h(z) < 0 (1.29)

2. Skriv VL pa gemensamt brakstreck med, som vanligt, MGN!!.
3. Faktorisera téljaren. ndmnaren skall redan vara faktoriserad.

4. Gor ett teckenschema déar varje faktor till savél téljare som ndmnare finns med.
Ex.vis voxlar 2z + 1 tecken i z = —1/2.

5. Vid sammanrakningen av tecken géller som vanligt att ett udda antal minustecken
ger minus, d.v.s. < 0.
I detta fall géller ju olikheten (1.29) varvid de intervall, vilka vid sammanrékningen
erhaller minustecken skall ingd i svaret.
Speciellt kommer de punkter med som &r nollstallen till tdljaren men aldrig de
punkter, vilka &r nollstallen till nAmnaren!

EXEMPEL 1.104 Vi betraktar nu tre olika fall av olikheter dir vi antar att vi lyckats
skriva dem pa MGN och med ett HL = 0.

—1—2? x—2 <0 (r —1)%(2 - 2)

2) ” ) (22 + 3z 4+ 3)z — °) r+1

0
z(z+1) ~

HMGN = minsta gemensamma nimnare
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—1—2? 1+ 22
a) Det rationella utrycket kan skrivas G > 0.
r(zx+1) x(x +1)
Minustecknet kan man f6 bort genom att multiplicera bada led med —1:

1+ 2° 1+ a2
———> 0= — <0
z(r+1) z(r+1)

tiljaren 1 + 22 > 0 for alla x, varfér man inte behdver ta med den i teckenschemat!

b) Den forsta faktorn i téljaren ar inte faktoriserad. Vi forsoker med kvadratkomplet-
tering och finner att
3z (3\? 3\ ? 3
2 2 2
3 3= 2. — — 3—(=) = 3/2 -
° +3x+3 =2+ 2+<2> + (2) (z+3/2)"+ 7
Detta visar att faktorn 22 + 3z 4+ 3 > 0 och man behover alltsa inte ta med denna faktor
1 teckenschemat.

(z—1)*(2— )
)1 +1
inte tecknet pa uttrycket men téljaren = 0 for £ = 1. Det kan vara bra att ta med denna

faktor i teckenschemat.
Ett teckenschema for denna olikhet ser ut sa har:

c ligger vi mirke till att (z — 1)2 > 0 for alla 2. Den paverkar

T <[ -1 [<]1[<]2]<
x4 1 - 0 |4+ |+|+]+]+
(z —1)* +| + [+ O[+]|+]|+
2—x + + | F[FH][H]0] -
—1)2(2 =
(z )+(1 2) —lejdef. |+ 0 |+|0|—
X

P.g.a. att uttrycket > 0 skall vi ta med de intervall som har fatt plustecken.
Svar: —l <z <lellerl <z <2

EXEMPEL 1.105 Los dubbelolikheten
T < 3—x < 3z —1
x+2 - =z 22+ 3

Losning

Vi bérjar med att 16sa den vanstra olikheten.

T 3—x x 3—x
< <= — <0
T+ 2 T T+ 2 T
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Genom att skriva VL pa gemensamt brakstreck erhalls

22 —x2-6  (z—2) (2z+3)

= = <0
/(@) x (x+2) z (x +2) -
I sista ledet ar taljaren faktoriserad. Faktorernas respektive nollstdllen ar x = -2,z =
—3/2,2 =0,z = 2. Nu ar det dags for ett teckenschema.
x <| -2 |<|-3/2|< 0 <2<
x+2 | — 0 +1 + |+ + + |+ |+
2043 | — — — 0 + + + |+ |+
x — — e 0 + |+ |+
x—2 | — — e — 0|+
f(x) |+ |ejdef | — 0 + |ejdef. | —| 0|+

Den forsta olikheten ar alltsa uppfylld for —2 < x < —3/2 eller 0 < = < 2.
P.s.s. l6ser vi nu den andra olikheten. Vi skriver om olikheten genom att ex.vis flytta

VL till HL.
3c—1 33—z 224 3z—10
=:g(x) >0

2243 2z z(z+3)

téljaren kan skrivas 2 + 22 — 10 = (z + 5)(x — 2). Teckenschema:

r [<[-5[<] =3 [<] 0 [<]2]<
c+5[ -0 [+ +* [+ +* [+[+[+
e+3 - - [ 0 [+ + [+[+[+
z |- | -|-| = |[=] 0 [+[+][+
x—2|—-| — |- — — — 0|+ |+
glx) |+ 0 | —|ejdef. |+ |ejdef. | —| 0|+

Den andra olikheten &r alltsa uppfylld for z < —5, —3 < & < 0 eller x > 2. Dubbelo-
likheten ar uppfylld for de x som uppfyller bada enkelolikheterna. Detta ar

3
2L < ——
ST 9

Ovningar

1.62 Los olikheterna

2

a) —3x—2<z+1 b) 22-3x<3x+1) ¢ 23>~
-1 —4 2

Q) (z-1)P<32-5 ¢ % v HoLIT g

2243z " 22 -2
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1.63 Los foljande olikheter

1—x 24+

1
> — b >
a) 1+ "z ) T =
1—22 1 2z — 1 1
> d >
) 1+ —x+2 ) z—1 ~x+1
) x < 2x +1 f) 1 1< 2
e J—
3r2+x  x(r—1) r—3 x x-—1
1 2 x 1 1
> — h < —
® 371 L e s

1.8.3 Olikheter med rotuttryck *

I dessa fall far man improvisera med utgangspunkt fran de grundliaggande regler, vilka
galler for olikheter.

Om ex.vis /1 — 3z ingar i en olikhet méaste 1 > 3z, d.v.s. 1/3 >z 12

Dessutom giller ju att /1 — 3z > 0.

EXEMPEL 1.106 Los olikheten v/1 —x > 2+ 5

Loésning

Definitionen av vNa forutsitter att 1 — x > 0, d.v.s. att 1 > z. Dessutom géller att
NaE4

Kan man utan vidare kvadrera bada led och behalla olikheten >?

Ex.vis sa ar 3 > —4 men vid kvadrering av bada led erhalls ”vénds” olikheten; 9 < 16.
Denna véndning av olikheten intrdder endast om HL < 0.

Men om HL < 0 sa ar olikheten uppfylld, ty /1 —x > 0.

HL < 0 precis da = < —5.

Det aterstar att undersoka fallet x > —5: V1 —2 > x + 5 <

= l-z>2+102+25<=0>22 +1lx+24=...= (2 +3)(z +8)

Ett teckenschema vore lampligt pa detta stadium men om z > —5 ar faktorn (x + 8)
positiv emedan faktorn (z + 3) véxlar tecken vid x = —3.

Olikheten 0 > (z + 3)(z + 8) géller precis da —5 < z < —3. Sammantaget géller den
ursprungliga olikheten da x < —3.

20m den inte star ensam i en nimnare, ty da maste 1/3 > x
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évningar

1.64 Los olikheterna

a) Vr+2>3z+2 b)) V2—-22>Vr ¢ <2z+1

[u—

T+
1.9 Absolutbelopp

Absolutbeloppet har dels en geometrisk tolkning och dels algebraisk tolkning.

EXEMPEL 1.107 Med absolutbeloppet av —3 menas 3, och med absolutbeloppet av 3
menas ocksa 3. Man skriver detta | — 3| = 3 respektive |3] = 3.

|
EXEMPEL 1.108 Férenkla [2v/2 — 3|
Losning
Eftersom 2v/2 ~ 2.8 s& dr 2v/2 < 3. dérfor dr |2¢/2 — 3| inte 2v/2 — 3 utan [2v/2 — 3| =
3—2v/2.
|

Absolutbeloppet av ett tal ar alltsa motsvarande positiva tal. Den exakta definitionen
ser ut som foljer:

Definition 1.3  Lat z vara ett reellt tal (d.v.s. = € R). Med
absolutbeloppet av x menas

T omax >0
x| = (1.30)
—x omz<O0

EXEMPEL 1.109

(=3)> =9 och 3% = 9. Eftersom | — 3| = 3 inser man att a* = |a|?
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EXEMPEL 1.110 Ett begrepp som inte sa sallan leder till missforstand ar rottecknet v

Med v/5 menas det positiva tal, vars kvadrat & = 5. déremot har ekvationen z2 = 5

tva 16sningar, namligen 4+/5.

Ytterligare en kélla till missforstand &r Va2,

Observera att v/32 = V9 = 3 och inte = +3.

V(—3)2 = V9 =3 # -3, d.v.s. roten ur kvadraten ger inte tillbaks det ursprungliga
talet (—3), utan alltid motsvarande positiva tal (| — 3| = 3).

Sammanfattningsvis ar alltsa
Va2 = |d (1.31)

Generellt galler dven den geometriska tolkningen av absolutbelopp:

la —b|  &r avstandet mellan a och b langs tallinjen. (1.32)

EXEMPEL 1.111 |3 —7| =| — 4| = 4. Man iakttar ocksa att avstandet mellan 3 och 7, pa
tallinjen ar 4.

|

Speciellt ar |a — b| = |b — a| (avstandet mellan a och b &r lika med avstandet mellan b

och a)

EXEMPEL 1.112 |3 4 7] = 10 kan nu tolkas som avstand: |3 + 7| = |3 — (—7)|; avstandet
mellan 3 och —7 ar 10 och p.s.s. avstandet mellan —3 och 7.

|
Man inser nu att
la—b] = |b—al (1.33)
la—bl=a—b om a>b (1.34)
la—bl=b—a om a<b (1.35)

EXEMPEL 1.113 Fér att avgora vad |2v/2 — 3| &r tar vi reda pa vilket av talen 21/2 och 3
som #r storst. Eftersom de #r positiva kan vi jimfora deras kvadrater. (21/2)? = 8 och
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32 = 9. saledes ar 2v/2 — 3 < 0.
dirmed ar [2v/2 — 3| = 3 — 2V/2.

EXEMPEL 1.114 Ekvationen |z + 2| = 5 har som 10sning alla =, vars avstand till —2 &r 5.
Losningen ar alltsa = 3 och x = —7.
Olikheten |z + 2| < 5 har som 16sning de = vars avstand till —2 &r strangt mindre &n 5.
Losningen framstélls ex.vis som ett 6ppet intervall: (—7,3).

|
Som en direkt f6ljd av definitionen géller att
z+3 omzxr+3>0,dv.s omz> -3
|z + 3| =
—x—3 omzxz+3<0,dv.s. omax<—3
EXEMPEL 1.115 Olikheten —1 < = < 1 kan skrivas som |z| < 1.
Olikheten z2 < 9 kan skrivas som —3 < x < 3, d.v.s. |z| < 3.
Olikheten 0 < z < 2 kan skrivas som —1 <z—-1<2—-1=1dwvs. [z —1| <1.
|

Foljande rakneregler utom mojligen de tva sista ar uppenbara:

la| - [b] = a-b] (1.36)
|al ’a‘
— = = 1.37
la+b < |a|+ |b] (1.38)
lal = o] < [a—0b] (1.39)

la 4+ b| < |a| + |b| kallas triangelolikheten. Om a och b har samma tecken géller likhet.

Bevis: av 1.38 och 1.39. Eftersom bada led dr > 0 ar olikheten ekvivalent med

la+b* < (|a| + |b])?
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Att denna olikhet &r sann inses genom att utveckla bada led:
la +b]* = (a + b)* = a® + 2ab + b* = |a]* + 2ab + |b|?

och (la| +[b])* = |al?| + 2|al|b] + [bf?

Eftersom 2ab < 2|a|[b| fdljer olikheten.
Den sista olikheten (formel 1.39) f6ljer om man sétter a + b = ¢,
dv.s. c—b=a.

lef = [(¢ = b) +b] < [e = b + [b] <= |¢] = [b] < [c—b]
Eftersom |c¢ — b| = |b — ¢| sa géller &ven att

|b] —|c| <|c—0b| alltsa ar |[|b] —|c|| < [b— ]

EXEMPEL 1.116 Los ekvationen |22 — 1| = 4.

Losning

Vi loser denna ekvation algebraiskt.
20 — 1| =2z —1omax >1/2
Ekvationen kan da skrivas 2x — 1 = 4, vilken har 16sningen =z =5/2 > 1/2.

20 — 1| =—(2z—1) om z < 1/2
Ekvationen kan da skrivas —2z + 1 = 4, vilken har 16sningen z = —3/2 < 1/2.

Svar: © =5/2, x=-3/2

Punkten = 1/2 kallas brytpunkt. For att 16sa en ekvation eller olikhet innehallande
absolutbelopp delar man in R i brytpunkterna, vilka alltsé ges av absolutbeloppens
nollstéllen.

Det ar vanligt med falska rotter nar ekvationen innehaller absolutbelopp men om a > 0
ar en konstant, sa géller foljande ekvivalens

f@)=a < f@@)=-+a (1.40)

Rotterna i ovanstaende exempel kunde alltsa inte vara falska.

EXEMPEL 1.117 Los ekvationen |2z + 3| =2+ |2 — z|.
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Losning

Vi finner att brytpunkterna ges av 2—xz =0 och 20 +3 =0, d.v.s. z =2 och x = —3/2.
Vi ser ocksa att |2 — z| = |z — 2|. For att 16sa ekvationen betraktar vi uttrycket for tre
olika delintervall for vilka géller att

Iz <—-3/2, II -3/2<z<2, respektive III 2 < z

Vi flyttar 6ver alla termer innehéllande z till samma sida.

—(2z+3)+(x—2)=—2—-3=2 om z<-—-3/2 (I)
Rz+3l—|z—2/=¢ 2z+3)+(xz—2)=3z+1=2 om -3/2<z<2 (II)
z+3)—(z—2)=z+5=2 om 2<uz (111)

Man far 16sningarna i de tre del intervallen till
Lax=-7<-3/2 II::E:%,73/2§1/3<2, : . =-3< 2

Vi ser att * = —7 och x = 1/3 é&r riktiga (sanna) rétter emedan x = —3 &r falsk eftersom vi hér
betraktar x > 2.

|
EXEMPEL 1.118 Los ekvationen |1 — x| — |3z + 2| = .
Losning
Vi har brytpunkterna z = —2/3 och « = 1. Samtidigt iakktar vi att |1 — x| = |z — 1].
—(x—1)+@Bz+2)=2 omzx<—-2/3 (I)
lt =1 =Bz +2|=¢ —(z—1)—Bzx+2)=2 om—-2/3<zx<1 (I
(x—1)—Bz+2)=2 oml<z (IIT)
Man far 16sningarna i de tre del intervallen till
1
Le=-3<-2/3, Iha=-.,-23<-1/5<1, Iho=-1<2
Vi ser att + = —3 och x = —1/5 &r riktiga (sanna) rotter emedan x = —1 &r falsk
eftersom vi har betraktar x > 1.
|

EXEMPEL 1.119 Los ekvationen

lz+ 1]+ |22 - 2| =3
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Hir finner vi att brytpunkterna x = —1, = /2 och # = —v/2 (De tva sista foljer av
att vi loser 22 — 2 = 0.).
Vi delar alltsa in R i delintervallen z < —\/5, —V2<z< -1, -1<zx< V2 och V2 < z.

—(r+1)+22-2=3 omz< 2
—(r+1)—(22-2)=3 om —v2<z< -1
(z+1)—(22-2)=3 om—-1<z<V2
(z+1)+@z2-2)=3 om+v2<z

o+ 1] + 2% - 2| =

Man far da lésningarna

—1+17
r=———

r=3,x=—2, losning saknas, z=0,z=1, 5

i respektive intervall.

Foér intervallet < —+/2 dr 2 = —2 en riktig 16sning, emedan = = 3 &r en falsk 16sning.
Foér intervallet —1 < 2 < v/2 &r bada l6sningarna riktiga.

For & > /2 sa ar endast (-1+ \/ﬁ)/2 > /2 och darmed enda riktiga 16sning.

—14++17

Svar: l6sningarna ar x = -2,z =0,x =1 och z = >

Ovningar

1.65 Skriv utan absolutbelopp
-5 ‘ 1
c) |—=-—=
1-v2 V5 2

1
0 BoSVEL ) |
d) |WVT—-2-1] e |V8—1-V3| ) [22+1]
g |(z—1)? h) |2*+3z+5 1) a’la| - o
1.66 Skriv utan absolutbelopp
a) la*—2a+1] b) |2 +3zx—4| ¢) |25 —1]

1.67 Skriv med absolutbelopp (utan att anviinda x?—termer).

a) —2<zx<2 b) -3<z<2 ¢) 22<9
d) (z+1)2>2 ¢ —-l<z<3 f) 22-22<3

g) z=+v2 h) /(B3-22)? i) -3<a’—dr<?2
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1.68 Los foljande ekvationer:

a) |22 —3x—5]=2 b) [2z+1|— |z —1] = |z]
c) |22 —z|+|1—2/=3 d) |z—1+2>-3]=1
e) |lx+1|—|4—2? =2z f) 1-2/+2z+2/=2%2-1
g) 1—2?|+x=[3+22] h) 2z+2/+|z+1] =3+ 2z
i) Bx—1|+4jz|=22+1

1.10 Blandade ovningar

1.69 Los ekvationerna (Los ut variabeln x i d).)

a) 3++z =2 b) 1+vV3-22—V3+x=0

1 3 1 1 y?
- - =0 d) —43y—=—=1
x+1+x z (14 22?) ) 2 TS

c) -

x n 1 _
1422 z+1

e) 0 f) VE—3-Vt—V1+2t=0

1.70 Los ekvationerna nedan. Gor ocksa en ldmplig kommentar till respektive 16sning.

a) z+2=2z b) z4+3/4+2/x=0 ¢) z+1+2/z=0
d z-3=2/7 ) z+1=2z f) z+3/4=2yz

1.71 Utveckla med polynomdivision och PBU.

3 —2r+1 4 5 —1 4x

2) 2 b) 2 -2 o) t2+1 d) x4 44

—z—2

1.72 Los ekvationssystemen

a) {x—y=1, 2zy=4} b) {x—y*=3, =zy=4}
2, .2 9 1
c) {z#+y*=5 =zy=2} d) {z —1—5:3, xy = 2}

1.73 Utveckla foljande rationella funktioner

3z2 4+ 1 zt +1 2 +4x+5 2z — 8

2) 22—z -2 b) zt—1 ) 24+ 6x+5 d) x3 + 8
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1.74 Los ekvationerna

2
a) V2 =V —3
r—1
7 9 29 — 3z
b) 12x+18+18—12x_27—18x
1 2 1 1
c) — = + =

r—x2 x4+22 1—22 =z

g (-3 (2=,1),5.3
2 5 3 2 =z

) 2 n 2 n 3
e —
2—x—-2 22-2x—-3 zx+1
5
f) 2 1_1.2:L
V1 + 5x2

1.75 Forenkla foljande uttryck under forutsittning att a? 4+ b% = 1.

2 2 a6 — b6
2) (1—a?)(1— ) (iﬁ) +(})1) P
1.76 Forenkla foljande uttryck
a) /(1 —v2)? b) W
3 3 3z
) Se-oD 20+ 2oi
d) \/a4+2a2x2+x4
N AR, =
16 16 Joo2vE
g C1H@) (retaisad) 29 (3 +3)
(—14+22) 14z +2?) r+y



76 KAPITEL 1. ELEMENTAR ALGEBRA

1.77 Los foljande ekvationer

a) [2z+1+1=[1—z] b) |22—4|=|z—1|+1

c) 2z+1l=+1—-2|-1 d) [22+1]=+V32%-2
e) (x+D)2z—-5=2>-1 f) [2-2*=2—x

1.78 Los ekvationerna respektive olikheterna

1— 22 1 1432z 1-3z
2) 2z + 1 0 b) T T ¢ x —x2 2 -1
1— a2 1 1432z _ 1-3x
d 0 —<2- f >
) 2l’+1> ) = v f) r—x2 7 x2-1
1.79 Los olikheterna
) <x+1 D) < 4
a T -
T — x  x2-7
1 T 2 1
1< - 1—
°) _x+x—7 ) 1+=x 7T —x

1.80 Utfor (om mojligt) polynomdivisionerna m.a.p. x.

1— a2 22 —3x—4 3z +1
a) b) 5 c) 5
20 + 1 x 3z + 2 x 9z
2 +1 4z — 3 622 —z—1
d) + o) T f) T T
2 -1 (x —1)(22+2) —2—-5x+8x2+ 1723 + 624

1.81 Utveckla (genom att partialbraksuppdela) respektive rationellt uttryck i féregaende
uppgift.
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1.1

1.2

1.3
1.4

1.5

1.6

1.7

2 Y 9
d) Tlo e) 3xy’ f) ﬁ
g) 3x+1) h) 3(z+1)

a) i b) Z(—z—3) ¢ %
d) V3 e) —V2 f) %
g) a:;z;y h) xiyy

c) 2¢0—7 d) Va—y—+vVr+.y

a) —(—2z+V3+y) b) —(z2-2+42)

c) —(2y—5z) d) —(y+vr—y)
3—2b a? — 2 T —1
b
2) r—4 ) r—3 ) z+1
— 3 21 —y—2
d) z+y+ ¢) x f) 3xr —y
2 —y y? —1 3y —x+2

a) —49,49 b)) —81/4,81/4
c) —3,3 d) —14,14

7
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1.8

1.9

1.10

1.11

1.12

1.13

1.14

1.15

1.16
1.17
1.18

1.19

a) {8,%45,2+5\f2}, b) {5,3V5,2v3}

a) 15z +6 b) 12— 8t c) 2x+ 2w
d) 22-2y—2 e 32°4+2z—-1 f) -1

g) 2°—2x+1 h) 6 i) 4a®> -1

a) 3(z—4) b) z(z+2) c) 3(*+2)

a) ab—a+2b—2 b) T yr—4

¢) 4a®+12a+9 d) 241
(a+1)(x —a)

a® + 2ab — 2ac + b* — 2bc + 2

1 >y
| Q—
a) 80min D) T —y
20-16
III =
20 — 16 80

30 respektive 60 minuter

a) 5V56 b) 314
c) 8/2 d) 2V33

a) V21  b) V24
c) V98 d) —V140
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1.21

1.22

1.23

1.24

1.25

1.26

1.27
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) v2 f) V5 g) v2 h) V2

i) 12

b)

e) V3 f)

) Ve+1 j)

) V6 k) 11V3 1) 3
7 c) t—1 d) t+22
43 ) % h) vz —1

V3 k) Vo—1(z+1) 1) 2

b) 10(z —2)x ¢) zy+ B
2b
_3 fn =
e) ) &,

a) x=—(6/11) b) z=53/5 ¢ x=1

d) x=6/7

e) =0 f) Rot saknas.

a) r=—-1, =2 b) x=-3,z=2/3

c) r=-2,z=3/4 d) z=1,2=2/7

a) <x+2

c) <x+1

3\2 9 1\%2 9
-7 w (g) -3
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9
a) Minsta virde — 1

121
¢) Minsta varde — 5

a) z(r+3)

1.28

a) = =—(5/3),
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9
b) Minsta virde — 1

11
d) Storsta virde — vy

b) (z—1)(z+2)

d) Gar €j

r=2++14 c) z==1
1

:5(11\/@ f) z=4

=7/2, 622 — 11x — 35 = (22 — 7)(3z + 5)

b) z=-3,z=1/9,92° 426z — 3 = (z + 3)(9z — 1)

o w=1 (V2£VE), a?~Var 1= (20— VG- V2) (204 VG~ V2)

d) (+v2+ v10),

1
1
1.30

: . 4
a) Minsta varde — 3 b)

d) Minsta varde — 3 e)

fx —f$+ﬁ

Minsta véarde 3/4  ¢)

Minsta varde 7/4  f)

7<4x—\/>+\[) <4x—\/1>—\f2)

Minsta vérde 1/2

Minsta varde —4/3
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a=1,b=
a=2,b=
a=—-1,b=-2
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1.33

1.34

1.35

1.36

1.37

a)  (2t+1) (4% —2t+1)

t— \/5) (t+f)

t— \/§+1)(

(
¢ (t-1@E+1)(#+1)
(

(t* +2)

e) (t—1(t+1) (B —t+1)(F+t+1)

x? — 2z + 1) (x

h) (x—1)(x+1) (:1c2 +

a=38, (r—

(a — 2b)(a + 3b) b) (z—3)(z+2)

(224 1) (z+y?)

) (m )(m —x\/+3)
(

—I-\f:z:+1)

1) (xQ—ﬁx—i—l) <x2+\/§x+1)

1) (3x2 + 3z + 8)

)(t+f2—1) (t+v2+1)

o (o= (va-1)0) (a+

f

: 0 )
a) x=2 b) z=2
c) r=0 d) z=1,2=3

a) Ingen rot
1
d) z=3 (5 - \/ﬁ)

g)

b) Ingen rot

e) Ingen rot

Ingen rot
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1.38

1.39

1.40

1.41

1.42

1.43

1.44

1.45

1.46
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3+ 5 — 2 t2+5t+1
a) S p) T
z(z+1) (t—-1tt+1)
9+ 10t — ¢ 2t — 5
) s Y o
t2(t + 3) 3t(t+1)
1 2 2
2
2 — b) 2-— 3
8) i 42-2 ) z+1 s v s
1 1 4 z—1
d -~ —- Pz +3- —— -
)5 1t imen ¢ T ortdeom ) ot
2 2 1 1 13 1
Z_ b — —
Y 2 zx1 Y it arn 9 o m
4 1 1 2 1
- b) —=—— ¢ 1- >
r—1 =z r x+1 =x-—-1 r—1 x—3
Lt 1 ) 3 2 ) 20-1 1
_ e p— —
2(x+2) 2z r+1 (z+1)2 2?2+2x+4 z-—2
a) == —2 b) z=-1/2 ¢) xz=6/5

6
a) z=-4 b =19 c) r=-1/3
d) z=-1 e x=43 f) z=-1/3

a) x=1/2 b) z=2

¢) z=+1/2 d) z=+3/V2

x=—6—bomb# —6. Om b = —6 saknas l6sning.
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1.48

1.49

1.50

1.51

1.52

1.53

1.54

1.55

Oma#b x=0z=
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a+b

. Om a = b saknas l6sning.

a) 2z+1)(z—1)2 b)) (2z+3)(z+V2)(z—V?2)

o) (@+1)@2+2) &) Qe+D)(z+1)(z+2)

x:iu;/g
3x3x25x2.{

x=-2/3
x=1/2
B , (z—1)(2x — 3)%(2z — 1)
x=23/2

(x—\@) (x—\/§> (x+\/6)

a) (3x+2)(m2+x+2) b) %(233—1)(256—@—3)(21‘—1-\/3—3)

c) (2z+1)3 d) (z—1)(z+1)2zx—1)2z+1)

a)

c)

a=T,z=1/3,z=1 b) a=-3,z==l1

1
a=4, =0 2=2 d) a:4,x:§(3i\/13)
1 1
a) 3-=2 b) 2z —1 2 x—1
r+4 1, .,
d) . e) 4dx f) 5(1‘ — 2z +5)
2
53 b) 7T+4V3 c) (\/$2+1—x>
T 1 3a
2 Lo (-1-v3)
e) \/§+2< \f) ) P>
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1.56

a) x—i—l b ! c) 2t—a
T \/a—|—;1;2 2t+a
y(z +y)
d) 2(a—0b? f) —
) (a ) e) a+z ) poorar
1.57
a) §—1 b) 1—=x
x
¢) z2—221  d) 1
1.58
1 4 -1 1
) b) o+ x4+ 0 Ve —1++Va+
x—1 3x +1 V2
d 1 e) 1 f) 1(7)
1.59
a) y=3zx b) _ b c) —1<3::|:\/3:2—3>
y= Y= 5 T og2 Y73
or — 1 1 — g2
p— pr— 2 = —-———
d) vy o e) y=x+tvVa2+1 f) y a2
1.60

a) (z,y) ==£(4,1)

b)  (ry) =+ (3/v2,1/V2)
(z,9) = (2,1)
(z.9) = (3.~ 45)

d)  (z,y) = (-1 +v6,-3£6)

) (z,y) = (£v2,1)

) (z,9)=(3,2)

g) (z,y)=(2+V3,2FV3)

h) (z,y) = (9/4,2/3)
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a) (z,y,2z) =1(0,1,2) eller (z,y,z) = (1,0,2)

(@,y,2) = (5 (=5 =v5),5 (V5-5) . 3)

! (5,92) = (5 (=5 - v39) , 1 (VB — 5) , 1)
[(@.2) = (3 (=54 VE) . (V2 —5) .—1)
(@,9,2) = (1,5 (-1 +V5) . 5 (-1 - V5))
(5.5.9) = (1, (-1 = VB) .} (-1 + VB)

| (2.9,2) = (5 (~1+V5) L} (-1 - V5)

(z,y,2) = (3 (-1 +/5),3 (-1 -5,1))

(@,y,2) = (5 (=1 = v5) 5 (=14 V5,1))

d) (z,y,2) ==%(1,1,2)

1.62

3 1
a) x> =7 b) 3—2V3<z<3+2V3 ¢ —§§x<0\/:v22

d) 2<z<3 e z<-3V0<z<l f) zeR
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1.63

1.64

1.65

1.66

1.67

a) —1<z<0

b) z<-1v0i<z<2

1
c) x<—2\/§<—1—\f5>§$§

1
L(v5-1)
(V8
d) z<-1Vz=0vz>1

1 1
e) —1<x<—§\/—g<x<0\/x>1
f) -3<z<0Vvli<z<3

g) -3<z<1-22v-l<z<lVz>1+2V2

h) %(3—\/5)<ac<1

2

2
a) —2§x<—§ b) 0<z<1 c) >0

2) \%—3 b) \@5_1 o) ;—\}5
d) 17\/E ) V8—1-+v3 f) 2?+1
g) (z—1)? h) 2*+3z+5 iy 0

a) (a—1)>

22 +3zx—4,omar<—-4vze>1

b) 2% +3z —4] = )
—x*—3rx+4,om —4<zx<l1

3
-1 >1
o) |933—1|: x 3,0m33_
l—2z°, omz <1

z| < 2 b) |z+1/2<5/2 ¢ |z|<3
z+1>vV2 o) |z—1<2 f) |z+1]<2
7| = V2 h) |2z — 3| ) 1<l|z—2<v6

FACIT



1.68

a) Ingen rot b) z=0 c) Ingen rot
a::%(l—i-\/g)
d) e) Ingenrot f) z=-22x=4
o=} (vET-1)
1 .
g) :1::72,1:25(1+\/ﬁ> h) z=-2 i) 2=0,z=2/5

Blandade 6vningar

1.69
a) r=0,z=1 b) z=1 c) z=1
d) _ ol ) —1<1i\/5> f) t=-1
x_Sy—l ) T=3 =
1.70
a) Ingenrot b)) Ingenrot c¢) Ingen rot
d) z=9 e) z=1 f) z=1/4,2=9/4
1.71
) 2 2 2
a) v+1+ - b) V2 - V2
Ww-2 3+ Y- R
2 1 1
4 _ 42
_ 1——= _
c) -t t2+1 d) 22 —2x+2 22+42x+2
1.72

a) (l‘,y) = (_17 _2)7 (x,y) = (27 1) b) (:c,y) = (47 1)

o) (z,y)==%(1,2), (x,y) =£2,1) d) (z,9) =(=2-1), (z,y) = (3/2,4/3)

a) 3-— 4 + 13 b) 1+ — 1 - L + !
3(x+1)  3(z—2) 22+1 2x+1) 2x-1)
35 xr—2 1
_ d _
) @ 6+:1:—i—5 ) 2 —-2x+4 zx+2
1.74
a) r=2+3 b) z=-1/3,2=15/2 ¢) z=+V3-1

d) z=-10/3,2=6/5 ) z=1z=28/3 f) x=2/V5
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1.75
a) 2 b) at—a®+1
1.76 . 5
a) V2-1 b)) (V3+vE) o =
1
d) a®+ 2? e) 1 f) 7<3+\/5>
2
g) 1+2°  h) ay
1.77
1 1
a) r=-1,z=-1/3 b) x:—l,x:—S,x:jLz\ﬁ c) r=—-1,z=-1/4
1+v1
d) z=-3,z=-1 e) z=—-1l,x=2,0=4 f) :v:2,:r:4\ﬁ
1.78
a) x==l1 b) z=1 c) v=-1/5

1 1
d) ac<—1\/—§<w<1 e) z<0vx=1 f) —1<x§—5V0<x<1

1.79
a) —V2<z<lVe>v2 b)) z<-VTv2-Vil<z<0VVi<z<2+VI1

1
c) 0<w<g\/x>7 d) 3:<—1\/3§x§§(5+\/17>
1.80
z 1 3 2 37+ 1
B T R b) 1+ = T
Y St itimry Y VY amme Y vow
2 Az — 3 1
d) 1+ f
e ) Gonery D wrseie
1.81
@ 3 2 2 28 1
24z b) 1-— -
Y 3t it iy Y z—1 z-2 ) Sw—9) o
1 1 11— 1 1 1
d) 1- e ) d -



