Losningsforslag till Tentamen i Linjar algebra, LMA212 for DI1 och EI1

20171026, k1.08.30-12.30

54 7j
6+35

1. Lat z

(a) Forenkla z. (b) Bestdm |z|. (c) Bestdm Imz. (d) Bestdm arg z.

I 547  (5+7)(6—-4) 37+37j
Loésning: (a) z = = = - - = =
6+5  (64+4)(6—14) 37

(b) 2| =v12+12=v2 (c)Imz=1 (d)argz=7%

1+

1 1 3
2. Givet matrisen A= | 0 1 2.
2 -1 2
(a) Berdakna determinanten av A.
1 1 3
Losning: det(A)=| 0 1 2 |= L3 2- ! - 2
2 2 2 -1
2 -1 2
m -5 -1
(b) For vilka reella tal k och m ar B =k - 4 —4 —2 | inversmatris till A.
-2 3 1
m -5 -1 1 1 3 m—-2 m—4 3m-—12
Losning: k- 4 —4 =2 0 1 2 | =k- 0 2 0
-2 3 1 2 -1 2 0 0 2
Har blir vansterledet enhetsmatrisen endast om k = 1/2 och m = 4.
0
(¢) Los matrisekvationen A-X = | 3
1
0 0
Losning: A-X=| 3 | X=A"1]| 3
1 1
Fran 16sningen av deluppgift (b) foljer darfor att;
4 -5 -1 0 —16 -8
X=1] 4 -4 -2 3 |=31]-14|=| -7
—2 3 1 1 10 5
1 1 2
. . . .. 1 0 -2
3. Givet matrisekvationen A -2 =b, dar A = 9 1 och b= 9
-1 -1 -1
(a) Visa att matrisekvationen saknar 16sning z.
Losning:
1 1 2 1 1 2
1 0] -2 0 —-1| -4
AR =19 1| 2|~ 0 —1|-2
-1 -1 -1 0 0 1

dar fjarde raden siager att 0 = 1, vilket ar en omdjlighet.

(b) Los ekvationen approximativt med Minsta Kvadratmetoden.

Losning: Minstkvadratlésningen fas som 16sning till det felutjimnade systemet AT Az = ATb dvs.

11 2
112 -1 1o | 112 —1]| -2
[10171} 2 1””*{10171} 2 | ¢
-1 -1 -1

T4l 5] o gl 3 —a][5]_[-1
4 3|77 |5 5104 7[5 3
(c) Berikna medelfelet for 16sningen i (b).

Losning: Medelfelet i minstakvaratlosningen fran deluppgift (b) ar;

1 1 2 0
1 1 0 -1 -2 |, 1 1], V3
a=—i s S| TR]| =g =
-1 -1 —1 —1
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(1p)

(2p)

(1p)

(1p)



4. Givet punkterna P = (1;4;2), Q = (2;2;1) och R = (1;1;—1).

(a)

Bestam arean T' av triangeln med hérn i P, Q och R.

Lo6sning: Vi har;
i j k
POxPR=|1 -2 -1 |=(33,-3)

0o -3 -3
IPG x PR _ [|(3,3,-3)|| _ 3V3
2 2 2

Bestdm en ekvation for planet II, som innehaller punkterna P, @ och R.

sa arean av triangeln ar

T =

Losning: Vektorn n = (1,1, —1) &r parallell med vektorn I% X P—})E och ddrmed ocksa en normalvektor
till planet II. Sa planet kan beskrivas med ekvationen;

(z,y,2 O? < (1,1,-1)(z—1,y—4,2—2) =0 & 2—14y—4—(2—2)=0 & z+y—2-3=0

r =2t

5. Givet planet IT: 2z —y+z=0ochlinjen L: Sy =3t ,t€R.

(a)

(b)

z =-—t
Visa att linjen L ligger i planet II.
Losning: Alla punkter pa formen (2t,3t, —t) ligger i planet 2z —y + z = 0 ty
2(2t) — (3t) + (—t) =0

Bestdm en ekvation for det plan IT; som innehaller linjen L
och ar vinkelrdt mot planet II.

Losning: En normalvektor till det sékta planet skall vara vinkelrdt mot bade linjens riktningsvektor
v = (2,3,—1) och normalvektorn n = (2,—1,1) till planet II. En sadan vektor finner vi genom att
berakna deras vektorprodukt;

i j Kk
vxn=|2 3 —1|=(2,-4,-8)
2 -1 1

Sa n; = (1,—2,—4) dr en normalvektor till planet II;. Origo ligger pa linjen L och ddrmed ocksa i
planet II; sa planet I1; kan beskrivas med ekvationen;

n'(xvyvz)ZO < (1,—2,—4)~(9&,y,z):0 < z—-2y—42=0

6. Givet punkterna O = (0;0;0), P; = (—6;9;2), P> = (6;2;9) och P3 = (7;6; —6).

(a)

Visa att strackorna OP;, OP> och OPs ar parvis vinkelrdta och lika langa.

— —— .
Losning: Detta foljer om vi kan visa att vektorerna OP;, OP; och OP3 ar vinkelrata och lika langa.
Tva vektorer ar vinkelrdta om deras skaldrprodukt &r 0. Vi far;

OP, -OP = (—6,9,2) - (6,2,9) = 0
OP; -OP3 =(—6,9,2) - (7,6,—6) =0
OP;-OP3 = (6:279) ) (776776) =0

och

—

[|OPi|| = V62 +92 +22 = V121 = 11

[|OP2]| = V62 +22 +92 =121 =11
—

[|OP3|| = V72 +62 +62 =121 = 11

Punkterna utgor hornen i en kub (enligt a)).
Bestam koordinaterna fér kubens 6vriga horn.

Losning: Om kubens 6vriga horn betecknas Py, Ps, Ps och Pr sa far vi;
OF. — OF, + OP,

OP, =OP, +0P, = (0,11,11) = P4 = (0;11;11)

O—P5>=O—P1)+O—P> — (L,15,-4) = Ps=(1;15-4)
R ﬁ—fg@‘i’@ = (13,8,3) = P4—(13;8;3)
OP; =0OP1 +OP>, ++0P; = (7,17,5) = P;=(7;17;5)
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7. Polynomet g(z) = 323 + 822 + 10z + 4 har ett nollstille med imaginirdelen 1.

(a)

Lés ekvationen g(z) = 0.
Losning: Ett nollstélle till g(z) ar alltsa pa formen a + j. Vi har;

gla+37) = 3(a® + 3a®j — 3a — ) +8(a® +2aj — 1) + 10(a +j) +4=0
Genom att identifiera real- och imaginédrdel i denna likhet far vi;

363 +82+a—-4=0
9a2 +16a+7=0

Losningarna till den andra av dessa ekvationer dr a = —1 och a = —7/9, men a = —7/9 uppfyller inte
den forsta ekvationen. Sa vi maste ha a = —1, vilket ger oss nollstéllet z; = —1+ j. Eftersom g(z) har
reella koefficienter maste da dven zo = —1 — j vara ett nollstélle till g(z). Faktorsatsen ger vidare att

(z — 21)(# — z2) &r en faktor i g(z). Vi far;
(z—z1)(z—22)=(z+1—-H+1+j)=(=+1)2+1=22+22+2
Med hjalp av t.ex. polynomdivision far vi sedan att;
9(2) = (22 + 224 2)(32 4+ 2)
sa det sista nollstéllet till g(z) ar z3 = —2/3.
Faktoruppdela g(z) i reella polynom av sa lag grad som m&jligt.

Lésning: Av ovanstiende 16sning av deluppgift a) framgar att g(z) = (22 + 2z + 2)(3z + 2)

(3p)

(1p)



