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Kapitel 1

Komplexa tal

1.1 Definition och jimforelse med R?

TALPLANET R2

DE KOMPLEXA TALPLANET C

1.1.1 Likheter mellan R? och C

I bada talplanen ges en ortsvektor/ punkt av tva koordinater (z och y) Vek-
torerna har samma langd |a| = /22 + y? respektive |z| = /22 + y2. Bada
dessa bildar samma vinkel med den positiva x—axeln respektive med den
positiva realaxeln /betecknad med Re.). Vinkeln « i figurerna riknas pos-
itiv fran dessa axlar vid vridning moturs. I det komplexa talplanet kallas
denna vinkel "argument" som skrivs "arg": argz = a. I R? skrivs talet
P = (z;y) och motsvarande ortsvektor a = (x,y).

I C skrivs talet z = z+ jy, dér j (eller 7) kallas den imaginéra enheten.

I figuren t.h. ovan, dr z = 3+ j2 och |z| = V32 +22 = V/13. argz =
a = arctan(2/3).

e Rez=3,Imz=2.

Ett komplext tal z = x + 0-j = x, dir x ar reellt, kallas rent reellt.
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KAPITEL 1. KOMPLEXA TAL

Ett komplext tal z = 04+y-j = y j, dar y ar reellt, kallas rent imagindrt.
For x,y, a,b reella och x 4+ jy = a + jb, sa &r x = a och y = b.
For z = x 4 jy, sa &r Z = x — jy och kalla komplexkonjugatet till z.

Lingden av z = x + iy, dar x, y ar reella, ges av
2| = Va2 +y2.

Det ar klart att z = z.

Sats 1.1 Foljande lagar géller for komplexkonjugat.
+w = Z4+w
Z—w = zZ—wW
Z-w = Z-wW (1'1)
&) = 3
Sats 1.2 B 7
z z—Z
ez , Imz 5 (1.2)
Sats 1.3 Foljande lagar géller for absolutbelopp | - |.
2wl = 2] - |w],
A
wl  Jw|’ (1.3)
lz+w| < 2]+l
|22 = z-%

Ex 1.1 Beridkna S

2_2, om z =z + 1y, x och y reella.
i

Losning

1.1.2 Raknelagar for komplex tal

Ex 1.2 Lat w =5 — j vara ett annat komplext tal. Da ar

22=234+2j)=6+4j, z+w=3+2j+5—j=8+

P.s.s. utfor man en substraktion mellan tva komplexa tal. Fér multiplikation

zow=15+7j — 252.
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|
Vi behéver nu en definition av 52 och den r
§j2=-1 (1.4)
Som konsekvens far vi att
j=4 =157 =—jj'=1j"=josv.
Observera att
1 L =_ —J S
ioJ =3 J=5) 1
Ex 1.3 Los ekvationen z + 45z = 7 — 2j.
Losning
Sétt z = x + jy, dir x och y &r reella. Vi far da ekvationen
Re;x—4y =7
T = jy+Ajr— Ay =7 —2j = e e ar=—1,y=-2
e —y= -2
sa att z = —1—25.
[
Ex 1.4 Forenkla...
244 22— (20)? — 2 2i
crd_2-@)  (-20)(+2)
z—2 z—21 z—2
|

Ex 1.5 Berakna vinkeln mellan 2 = 3 + 2¢ och w =5 — 3.
Losning

Vi kan skriva om z = (3,2) och w = (5, —1) och berdkna vinkeln med skalér
produkt. Vi kommer dock att ha en annan metod att berdkna vinkeln med.
Vi skalla hdar bara ta och berékna

z 3+2 544 13+13 1

. — = —(1 ) .
5—4i b5+ 2% (1 +7)
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1.2 Polynom med komplexa koefficienter
Ex 1.6  Los ekvationen f(z) := 22 4+ 22 +5=0,
Losning
242245 = (kk)=0G+1)?+4=0<= (z+1)? = -4=(20)? =

<— 24+ 1=321<=z=—-1+2ieller z=-1—23.

Om vi har nollstéllena till f(z) s& har vi dven faktoruppdelningen av f(z)
(Faktorsatsen). Alltsa

f(2)=2242245=(2+1—2i)(z+1+2i).

Ex 1.7  Betrakta polynomet 22 — (2 — i)z + (2 — 4i) =: g(2) .
(a) Los ekvationen g(z) =0.
(b) Skriv g(z) som en produkt av polynom av grad 1.
Losning
(a) Ekvationen &r

g(z) =2> —(2—i)z+ (2—4) = {kk} =
=22 —22(1-i/2)+(1—i/2* - (1—i/2) +2—-4i=0
(z—(1—1i/2)*=-2+4i+(1—1i/2)* = —2 + 3i

Vi ansétter nu —Z + 3i som en jamn kvadrat:

—Z+3i:(a+ib)2:a2—b2+2iab

Vi identifierar real- och imagindrdel i VL och HL men &ven absolutbe-

2 144 1
loppen av bada led. VL: | —5/4 4 3i| = ”5—;76 = Zg

VL HL
Re: -5/4 = a®>-1¥°
Im : 3 = 2ab
13
Abs N Z = a/2 + b2
Genom att addera 1:1 och 3:e ekvation ledvis far vi
222:2a2<:>a:i1.

Ekvation 2. ger da att a = 1 motsvarar b = 3/2, s& att a + ib =
+(1+ 3i/2). Nu ar

2 14i/2 =+(1+43i/2)
p=1—i/241+3i/2=2+i

z2=1—-1i/2+ (14 3i/2) <= ( eller
=12 1-3i/2=—2i
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(b) g(z) som en produkt av polynom av grad 1:

g(z2)=(z—2+1)(z—(=2i) = (2 —2—10)(2+ 2i).

1.3 Polynom av hogre grad

For polynom av grad 3 och hogre betraktar vi bara de som har reella koeffi-
cienter. Vi sag att 22 4 2z + 5 #r ett poynom med enbart reella koefficienter
1, 2 och 5. De tva nollstéllena ar komplezkonjugerade. Detta ar ingen tillfal-
lighet.

Sats 1.4 Antag att f(z) &r ett polynom med enbart reella koeffi-
cienter (d.v.s. ett reellt polynom). Antag vidare att zg = xo + 7y
ar ett nollstalle. Da ar &ven zg = xg — ¢ yg ett nollstélle.

Ex 1.8 Polynomet f(z) = 223 + 2% + 182 + 9 har ett rent imaginirt
nollstélle. Los ekvationen f(z) = 0 och faktoruppdela f(z) i komplexa och
reella faktorer.

Losning

Ett nollstélle &r alltsd z; = bi och ett &r zo = —bi for négot reellt tal b.
Alltsd ar

(z — ib)(z 4 ib) = 22 + b
en faktor. Vi kan dividera polynomet med denna faktor och pa sa satt fa
ut bade véirdet pa b och den tredje faktorn. Alternativt kan vi sétta in +ib

i polynomet och fa 4 ekvationer. Oftast racker det med en av dessa for att
kunna betdmma b.

b =9

f(ib) = —2ib® — b2 +18ib+9 = 9—b? +i(—2b° 4+ 18b) = 0 <=
18b = 2b3

Bada ekvationerna ger att b = £3. Ett nollstélle &ar alltsa z; = 3¢ och ett &r
z9 = 21 = —3i. Det tredje nollstéllet till polynomet fas via polynomdivision
med 22 4+ 9:

f(2)=(2+92z+1)

1.4 Polar form, polara koordinater

Ex 1.9 Det komplexa talet z = 3 4 2i, sett som vektor, har lingden
2
v13. Den bildar vinkeln o med positiva realaxeln. Samband: tana = —.

Eftersom « dr spetsig (ligger i 1:a kvadrant) &r a = arctan(2/3). Vinkeln
kallas "argumentet av z" och skrivs argz. I detta fall &r arg(3 4 2i) =
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arctan(2/3). P.s.s. ar arg(b —¢) = arctan(—1/5) — arctan(1/5). Dessa ar
den andra poldra koordinaten. Den forsta &r deras langder.

T1:|Z|:\/m: eller :\/ZEZ\/33_(2Z)2:\/E

Och p.s.s.

ro = |w| = v26.

Alltsa &ar

z =ri(cosa+ isina) och w = ro(cos f + isinf).

[
1.4.1 Multiplikation och division mellan komplexa tal pa polar
form

Vi kan skriva multiplikationen z - w pa denna poldra form som
z-w=r1-7ry- (cosa+isina)-(cosf +isinf).
Det som vi kan utveckla ar
(cos a+isin a)-(cos f+isin B) = (cos a cos f—sin asin B)+i(sin « cos S+cos asin f3)
Vi skriver om HL med trigonometriska identiteter.
cos acos B — sinasin § = cos(a + )
{sinacosﬁ + cosasin 8 = sin(a + ).

Vi ser att

z-w=ry-ry-[cos(a+ f) +isin(a+ F)].
Vi observerar att konjugatet till cos 8+ sin 8 &r cos 8 — isin 5. Multiplika-
tionen

(cos B +isinfB) - (cos B —isinB) =cos’ f +sin?B=1.
Alltsa &r
|cosf+isinfg|=1.

P.s.s. kan vi ta division mellan komplexa tal pa polar form.

1 cosa + isina

z
W T ' cos B+ isinf
Vi forenklar

cosa +isina cosfB —ising  (cosa +isina)(cos S — isin )
cosfB+isinfB cosfB—isinf 1

cos(a — ) +isin(a — ).

Vi ser att multiplikation (division) ger addition (subtraktion) mellan "argu-
menten" d.v.s. mellan vinklarna. Detta ger en anledning att definiera
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Definition 1.1
cosa +isina =: e'. (1.5)

Vi far genast

1. e7* = !
eia
9 % — eila=8)
e
3.

(€)% = (cosa + isina)? = cos 2a + isin 20 = "2,
4. Vi kan generalisera den sista likheten (identiteten) till Moivres formel
(cosa + isina)” = cos(na) + isin(na), n =0,1,2,3, ... (1.6)
som ocksa géller for negativa heltal.

Ex 1.10 Nagra specialfall for med komplext tal pa poléar form.

i=e™?, 1= e ™3 = cos(—7/3) + isin(—7w/3) =

| =
.
<[
w

Ex 1.11

Ex 1.12  Skriv det komplexa talet z = —/2 4 i1/6 pa polir form.

Lo6sning

r=|z| = \/(—ﬂ)2 + (v6)? = v/8 = 2¢/2. Argumentet a: Vi bérjar med
V6 s
arctan | —~—= | = —arctan V3 = — = .
& ;
Vinkeln « ligger dock i andra kvadrant och fas genom att addera w. Alltsa
ar o = E—l-ﬂ': “T Allsa i

3 3
z = —\/5—{—2'\/6:2\[264”/3.

Ex 1.13 Bestam vinkeln mellan z =3 + 27 och w =5 — 1.

Losning
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Vi ritar de komplexa talen som vektorer.

Vinklarna &r o = arctan(2/3) > 0 och 8 = arctan (—1/5) < 0. Vinkeln

mellan z och w ar alltsa a — 8 =: 6. Vi kan fa vinkeln 6 genom att forst
iaktta att

2" i(a-B)

w T9
och att

z 1 ; 1 1
c_ 2 1 A 7,7'(/4 d . 2: .
” 2( +i)=re arr 2\[ 7

Alltsa &r vinkeln mellan z och w vinkeln § = o — 8 = g(: 45°).

Ex 1.14 Vad innebér multiplikation mellan e och ett komplext tal z?
Losning

Det komplexa talet kan skrivas pa polir form z = re'®, dir r = |z| och
o = arg z. Multiplikationen kan alltsa skrivas

ez =" el = peillte)

d.v.s. vi far ett nytt komplext tal med samma lingd som z men med ett
argument 6 + «, d.v.s. ett komplext tal som &r lika langt som z men vridet
vinkeln 6 moturs.

1.5 Binom

Ett binom &r ett polynom med (bara) tva termer.

Vinklarna kan riknas i grader eller radianer.
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1.5.1 Binomisk ekvation

en binomisk ekvation kan skrivas binom = 0.
Ex 1.15 Betrakta binomet f(z):= 23 +8

(a) Los den binomiska ekvationen f(z) =0
(b) Fakroduppdela binomet i komplexa och reella faktorer.
Losning

(a) Vi skriver om ekvationen som 2 = —8 och sedan skriver VL och HL
pa polar form.

VL z=re% = 23 =i P =8<=r=2
—
HL —8=¢'? 3a=7m+21tn, necZ.
Det visar sig racka sidtta n = —1,0, 1 eller n till tre konsekutiva heltal.
Vi far

n=-1: ay=-n/3 2z =23 =2(1/2-iV/3/2) =1—iV3.

n=0: ay=7/3 z=2e73=21/2+iV3/2)=1+1iV3.

n=1: a2=7 z3=2¢" =2(cosT+isinT)=—2.
1.
f(z) = 2248=(—-2)(z—2)(z—23)=(z—14+iV3)(z—1—iV3)(2+2) =
= ((z =1 = (iV3)*)(2 +2) = (2? = 22 + 4) (2 + 2).
n
Kommentarer:

e Vi ser att polynomet (binomet) &r reellt och har komplexkonjugerade
nollstéllen: z7 = 2o och 2 = 2.

e Genom att sétta n = 2 erhalls vinkeln ay = 57/3. Den vinkeln &r inte
densamma som z; men skillnaden mellan vinklarna ar £27 alltsa ett
helt varv. De trigonometriska funktionerna cos o och sin v antar alltsa
samma varde for vinklarna oy och a4.

Ex 1.16  Binomet g(z) := z*+4 ir givet. Vi skall I6sa ekvationen g(z) = 0
och faktoruppdela g(z). Vi kan faktiskt faktoruppdela i reella faktorer m.h.a.
KK.

g(2) = ()P +22=()’+2-22-2+2" 47 =
= (22422 (222 = (22 +2+22)(2 +2—22).

Sa langt reella faktorer. For att faktoruppdela i forstagradspolynom, anvin-
der i KK igen.

2 42242=(24+1)24+12==+1)?-2=(+1-0)(z+1+19)
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och p.s.s.
222 42=(2-12+12=(2-12-P=(z-1-i)(z—1+1).
Alltsa &ar
g2) =2+ 4=(z-14+0)(z-1-9)(z+1+)(z+1—1)
Vi far ocksa de fyra nollstéllena
z1==—141 z=-1—1, z3=14+1, =z=1-—1,

som vi ser ar komplexkonjugerade tva och tva.

|
Ex 1.17  Lés ekvationen 22 = 2i.
Losning
Vi skriver om bada led pa polér form.
r=+?2
22 = 2% = 2672 som ger
a=n/4+7-n
n=0 a=7/4 2 =+v2"*=201/V2+i/V2)=1+i
n=1 ay=4r/4 z0=+2e5"*=/2(-1/V2—i/V2)=—1—1i.
]
1.6 Ovningar
Uppgift 1.1  Bestam nollstéllena till polynomen nedan.
(a) 22 +2z+2 (b) 22 -8z 417
() 224 (2—2i)z—(3+6i) (d) 2*—(1—14)z+(2—2i)
|

Uppgift 1.2  Bestim nollstillena till polynomet 23 + 22 + z + 1. Skriv
ocksa polynomet som en produkt av komplexa polynom av grad 1. Ledning:
Ett nollstalle &r imaginart.

Uppgift 1.3  Bestim nollstéllena till polynomet 23 — 322 + z + 5. Skriv
ocksa polynomet som en produkt av komplexa polynom av grad 1. Ledning:
Ett icke-reellt nollstdlle har realdelen lika med 2.
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Uppgift 1.4  Bestdm nollstillena till polynomet 223 — 322 4+ 2z + 2. Skriv
ocksé polynomet som en produkt av komplexa polynom av grad 1. Ledning:
For ett icke-reellt nollstélle ar realdelen lika med imaginéardelen.

]
Uppgift 1.5 Los foljande binomiska ekvationer
a) 22 +2j =0.
b) 23485 = 0.
|

Uppgift 1.6  Bestam nollstéllena till foljande binom. Skriv binomen som
en produkt av polynom av grad 1.

a) 23 —27.

b) 2* +4.

Uppgift 1.7  Bestdm nollstéllena till féljande polynom. Skriv polynomen
som en produkt av polynom av grad 1.

a) (z+1)3+64.

b) 23 +322 + 32+ 2.

[
Uppgift 1.8
a) Ange nollstillena till 26 + 1.
b) Faktoruppdela 25 4 1 i reella faktorer och komplexa faktorer.
|

Uppgift 1.9  Givet matrisen A(a) = [ cosc = Sin & }

sin o Ccos &

a) Late, =[1 0]T oche, =[0 1]7. Rita A(7/3) e, och A-e,.

A(r/3) - <\/§em + 1ey> .

b) Forenkla

2 2

c) Rita

<*fex + ;ey> och A(r/3) - (fegc 4 ;ey> .
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Uppgift 1.10 Ett radialekrat hjul kan schematiskt ritas som nollstéllena
till 218 = 1.

a) Vilken &r vinkeln mellan tva intilligande ekrar?

b) Rita ekrarna i det komplexa talplanet.

[
Svar
1.1
(a) z=—-1414 (b) z=4+1
(¢c) z2=142i,z=-3 (d) z=1414,2=-2i
1.2
z1 = -1
z93 = =t
B4224+z24+1 = (z—i)(z+9)(z+1)
1.3
z1 = -1
25 = 247
B—2242 = (z—-1-9)(z—1+1i)(z+1)
14
21 = —1/2
23 = 14
22 -3224+2+45 = (z—1-d)(z—14+14)(22+1)
1.5
a) z=+(1—-7), (2+2j=(=+1-j)(z—1+37))
b) 2=2i,2=—-1+j++3
1.6

a) z:3,z:g(—1ij\/§)

f—ﬂ?z(x—@(2+gG+j¢$><z+2ﬂ—j¢$)

b) z=+(1+j)
Ad=(z-1-)z-1+)Ez+1-7(E+1+7)
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1.7
a) z=-5,2=1%2jV3
(z4+ 13 +64=(2+5) (2 —1+2jV3)(z — 1 —2jV3)
b) z=-2 z:Lj\/g
(z+1)3+1:(22+2)(z+%<1+j\/§))(z+%(1—j\/§>)
1.8
a) z==j z:i\/gij

2
b) 204+1=(2241)(:*—22+1) =

(z—=79)(z+17) (z—i-\/g;_‘y) (z—i-\/g?_j) (z—@) (z— \/§Q_j>

1.9 |
b) [0 1]7
c)

1.10



