1.1
Sats:

Forelasning V

Mer om invers matris

Antag att A och B ir inverterbara matriser av samma ordning. Da &r dven
A - B inverterar med invers B=1- A7 (d.v.s. B-1- A7 = (A-B)™1).

Bevis:

Multiplikation fran véinster:
(B*-A).(A-B)=B'-(A' A -B=B ' I1-B=B' B=1I

Multiplikation fran hoéger limnas som 6vning.

Multiplikation och invers liknar multiplikation och transponat:

AT.BT = (B-A)".

Ex 1.1 Beriikna dels (A - B)~! och dels B~! - A=, dér

-1 2 3 1
A:{_2 1]ochB:[2 2]

Lo6sning:

med samma resultat.

Determinant

1.2 Determinant del 2



Definition 1.1

1. En permutation av (1,2,...,n) dr en (om-)ordning av dessa tal.

2. Ordningen/permutationen (1,2,...,n) kallas den kanoniska ord-
ningen.

3. For en permutation (ki,ke,...,kj,kjt1,...,kn) av  talen
(1,2,...,n) kallas ett (grann-)byte av plats av tva intilliggande tal
till (k1, ko, ... ki1, kj, ..., kn) en inversion.

4. Antal inversioner av (ki,k2,...,kj, kjy1,...,k,) betecknas

iIlV(]'Cl,ICQ7 ey kj,kj+1, ey kn)

5. Givet en reell matris A = (a;x)nxn-
Determinanten av A definieras som

det A = Z (—1) Vb gy oy o G,
alla permutationer

(1)

Kommentarer

— Determinanten dr summan 6ver alla permutationer av (1,2,...,n).
Dessa ér n!.

— Ett (fjidrr-)byte motsvaras av ett udda antal inversioner/grannbyten.
Vi forklarar ett med ett exempel. Betrakta permutationen (5, 2,4, 3,1).
Vi fjiarrbyter 1 och 5, alltsa ett fjiarrbyte och far (1,2,4,3,5). Nu gor
vi inversioner och réknar deras antal.

Steg I: Flytta 1 till plats 1.

(5,2,4,3,1),(5,2,4,1,3),(5,2,1,4,3),(5,1,2,4,3), (1,5,2,4,3)

d.v.s. 4 inversioner. I

Steg II: Flytta 5 till plats 5.

(1,5,2,4,3),(1,2,5,4,3),1,2,4,5,3),1,2,4,3,5)

d.v.s. 3 inversioner.

totalt 4 + 3 = 7 inversioner:
inv(5,2,4,3,1) =4+3="1.
Eftersom antal inversioner &r udda omm antal fjarrbyten &r 1, &r

tecknet (—1)IMVE:2431) — (_1)7 = (~1)! = —1,

aj1 a2 ar3
e Determinanten av A = | a21 ag22 ag3 | bestar av 3] = 6 och dr
as1 Qa2 @33

01,102,203 3101202303 11+01,302,1043,2—01,302 2031 —01 102,303 2—01,202,103 3.



e Vi ser att determinantens termer dr produkten av tre element i A som &r
hémtade fran varje rad och kolonn. Om en term innehaller faktorn a; 1, sa
termen inte innehéalla faktorer fran samma rad och kolonn, alltsa inte fran
rad 1 inte heller fran kolonn 1. En annan faktor kan vara ag 3 och saledes
dr den sista faktorn as ». Sanir som tecken &r termen a1 1a2,.3a3.2.
Tecknet ges av

(71)inv(1,3,2) _ (71)1 - _1.

e Ovanstaende resonemang tillimpad pa matrisen, med nollor (0) under
huvuddiagonalen

a1 Gar2 0a13

A= 0 ag2 as3 | ger detA =aya220a33.
0 0 a3.3

Ex 1.2 Berékna determinanten av

2 -1 0
A=1|1 0 -1
0 -2 3

Losning:
Vi skall berékna de 3! termerna (med rétt tecken).

detA = 2-0-34(=1)-(=1)-0+0-1-(=2)—
0-0- 0+2 (1) (=2) + (~1)-1-3] = —

e Vi skall nu se hur de tre radoperationerna paverkar determinanten. Om
A ~ A’ dr da deras determinanter lika?

= Vi utfor R1, R2 och R3 pa nedanstaende matris av ordning 2.

R1: Multiplicera rad 1 med c och lagg till andra rad:

_ | a1 G2 | 4 a1,1 a1,2
2,1 G322 Q21 +cCcay1  Gg2+caiz

Och

!
det A" = aq,1(az2+car 2)—a1 2(az,1+car 1) = a1,1022—a1,2a2,1 = det A,
alltsa ingen &ndring av determinantens vérde.

R2: Radbyte ger

det A’ = det | 1 922 | = _det A,
ai a2

alltsa teckendndring pa determinanten.
R3: Multiplikation av en rad, sig forsta rad, med ett tal ¢ # 0 ger

det A" = c(aj 2022 — aj 2a21) = ¢ det A.



Vi observerar att med A ~ A’ giller

det A # 0 <= det A’ #0.

Obs!

cA— |: cay1 caiz2 :| :>det(cA) — 62 det A.
caz 1 C€as2

Ex 1.3 Berikna Determinanten av matrisen A i ex 1.1 m.h.a. radopera-
tionerna.

Lo6sning:

Det giller bara att halla reda pa R2 och R3. R1 paverkar inte determi-
nantens vérde.

2 -1 0 1 0 -1 1 0
detA = 1 0 —-1|={R2}=—[2 -1 0|={Rl}=—|0 -1
0 -2 3 0 -2 3 0 —2
1 0 -1
Ri}= —|0 -1 2|=-1-1-(=1)-(=1)=-1.
0 0 -1

ap1 a2
az1 a2
allménna fallet, d.v.s. determinanten fér en matris av typ n X n:

Determinanten av transponatet till A = [ } far illustrera det

det AT = | 901 921 a1,1G2,2 — 01,202 1.
a2 a2
Alltsa
det AT = det A. (2)

Speciellt for matris av ordning 3 kan determinanten berdknas med

Sarrus regel

Man skriver ut de tva forsta kolonnerna t.h. om matrisen:

a1 ai2 13| G11 a2
|A| =] a2;1 G22 0a23|0ai1 a2
a3, asz2 33 |asi asz2

Termer som forses med plustecken ar de som beridknas genom diagonaler
i sydostlig riktning:



41,102,203 .3, @1,202,303,1 och a1,302,103,2.
Termer som forses med minustecken é&r de som beriknas genom diago-
naler i sydvistlig riktning:

—a1,302,203,1, —a1,102,3032 och —ay 2a2 103 3.

Ex 1.4 Berikna determinanten i ex 1.1 med Sarrus regel.

Losning:
2 -1 02 -1

detA = |1 0 —-1]1 0 =2-0:34+(-1)-(=1)-0+0-(=1)-2+
0 -2 3|0 -2

(00042 (~1)- (=2) + (~1) - 1-3) = ~(4-3) = -1

2 -1 0 3 3
0 1 -1 1 2
Ex 1.5 Beridkna determinanten av A= | 0 0 3 1 0
0 0 0 2 5
0 0 0 4 3
L&6sning:
Metod I Gor R1 for att fa trappstegsform:
2 -1 0 3 3 2 -1 0 3 3
0 1 -1 1 2 0 1 -1 1 2
[Aj=10 0 31 0|=1]0 0 3 1 0|=2132(-7)=-84.
0 0 0 2 5 0 0 0 2 5
0 0 0 4 3 0 0 0o 0 —7

Metod II Beridkna m.h.a. definitionen. Vi behéver bara berdkna tva termer:

2.1:3-2-(2-3-5-4) = —84.



Utvecklings- . .. .
g For att berikna determinanten
satsen
a1 Qi2 0413
G271 a22 23
as1 az2 0433

kan vi ta och sortera efter de termer, som innehéaller element fran rad 1:
a1,1, ai,2 och a; 3 var for sig:

ai1(azpa33 — az3as2)+ —ais(asiass —azzasi)+ ai3(az1a32 — az2a3,1).

Vi kan uppfatta as2a33 — a2 3a32 som en underdeterminant, till A. Vi
ser ocksa att vi har teckenaltering pa de tre termerna, d.v.s. pa den andra
termen. Det &r inte svart att f"rsta att den beror pa indexen pa a1, al, 2
och a; 3. I sjilv verket ir minustecknet pa andra termen —1 = (—1)1+2,
alltsa tecknet beror pa indexens summa. I forsta termen #r tecknet -+,
alltsa (—1)11. P.s.s. med tredje termens tecken.

Vi kan formellt skriva determinanten som

az2 G23
as2 G33

a1 G23
as1 a33

Al = (-1)q az;1 Q22
Al = (=1)" a1, a1 azs

+(—=1)'"* a1

i

+(=1)"3ay 5

s

Detta ér innehallet i Utvecklingssatsen for typ A = 3x 3. Man kan utveckla
langs vilken rad elller kolonn fr att fa determinantens vérde.

Ex 1.6 Beriikna determinanten i ex 1.1 med Utvecklingssatsen.

Lésning:

2 -1 0
detA = 1 0 -1
0 -2 3

Vi utvecklar langs kolonn 1:
detA=2-(0-3—(-1)-(-2))—1-((-1)-3-0-(—-2))+0=—1.

P.s.s. kan man utveckal determinanten av en 4 x 4matris i underdetermi-
nanter av typ 3 x 3.

2 -1 0 3 3
0 1 -1 1 2
Ex 1.7 Berikna determinantenav A= 0 0 3 1 0 | med Ut-
0 0 0 2 5
0O 0 0 4 3
vecklingssatsen.
Losning:




Vi utvecklar m.a.p. kolonn 1 igen eftersom den har flest nollor.

2 -1 0 3 3 1 -1 1 2
0 1 -1 1 2 0 3 1 0
Al = |0 0 3 1 0]=2(-1'"! =
0 0 2 5
0o 0 0 2 5 0 0 4 3
0 0 0 4 3
3 10 9 5
= 2.1- (=D 0 2 5 [=2-3-(-1)! =6(2-3—-5-4)=—84.

4 3

0 4 3

Cramers regel For att rikna ut bara en koordinat/komponent i X = [z 22 ...x,]7 i

matrisekvationen A - X = B kan man anvinda denna regel. Antag att vi
skall bestimma z; i X och att B = [by by ...b,]|T. DA erhalls z; m.h.a.
determinanter. LAt A; vara determinanten A men med kolonn 1 utbytt
mot HL B. DA #r

_ det A1

o1 =y om det A # 0. (3)

Bevis:

Beviset bygger pa att radoperationerna har motsvarande kolonnoperatio-
ner:

K betyder multiplikation av en kolonn med ett tal ¢, som sedan adderas
till en annan rad.

K1 andrar inte pa determinantens vérde.

Dessutom kan man bryta ut en gemensam faktor ur en kolonn:
Antag att C = [C1C5, ...C,] dr kvadratisk med kolonnerna Cy, k =
1,2,...,n. Determinanten

det[zC1 Cs, ...C,] = xdet|C1Cy, ...C,] = - detC.

Betrakta nu matrisekvationen

A-X=B (4)
och determinanten
|A1] = |BAy...A,|={pga 3)}=]A-X Ay...A,l=
a1,1T1 +a12T2+ ...+ A1y G12 ... Q1p
az1T1 + az 22 + ...+ a2 nTn a2 c.. Q2n
Ap,1T1 + Gp2T2 + ... + A nTn Ap2 ... QApng

Multiplicera 2:a kolonn med —x2, 3:e kolonn med —x3 etc och till slut
multplicera n : e kolonn med —x,, och addera till férsta kolonnen. Obser-
vera att dessa kolonnoperationer dr K1 och &dndrar inte determinantens



viirde. Det som aterstar av kolonn 1 #r [a1121  a2172 ... aniz1]” och
21 kan brytas ut ur determinanten A;. Det betyder att |A1| = 1 |A] eller
ekvivalent

A

Ex 1.8 I en elkrets har man tre strommar och man ar bara intresserad av
I;. Den kan beridknas med Cramers regel.

DAL

;

-
R,

-
-

Rs
I elkretsen ovan dr I = 12.0 mA och motstandens resistanser Ry = 2.0, Ry = 3.0 och
R3 = 6.0 kQ2.
Matriskekvationen:
1 1 1 I I
Ry —Rs 0L |=1]0
0 Rs —Rs I3 0

Vi bildar matrisen

[ 1 1 1
Al=| 0 —Ry 0 | med determinant I Ry R3.
0 Ry —Rs

Determinanten av koefficientmatrisen ar
detA =R Ry + R3Rs + R1Rs.

Alltsa ar
B IRy Ry
" RyRy+ R3Ro + Ry Ry’

Med vérden tagna under figuren erhalls

I

B 6-3-6
2.342:6+3-6

I = 3.0 mA.

Tva fall da determinanten = 0

— En determinants termer innehaller faktorer (element) en fran varje
rad och varje kolonn. Om en rad eller en kolonn &r 0, alltsa en nollrad
eller nollkolonn, sa ér varje term = 0 och saledes &r |A| = 0.



— Fran R2 far vi teckenéndring pa determinanten: |A’| = —|A]. Om
tva rader (eller kolonner) &r lika kan vi byta plats pa dessa. Da &r
A’ = A, sé att |A'| = |A|. Detta ger

IA| = —|A| d.v.s. |A] = 0.

Ex 1.9 Beridkna determinanten av matrisen

1 4 -2 2 1 4 -2 2
2 -1 -2 5 2 -1 -2 5
@ A=14 ¢ ¢ of ® B=|7 5 _5 ;4
|1 3 -5 1 2 6 —10 2
(1 4 -2 2]
2 -1 -2 5
() C=171 3 _5 1
13 5 1 9
Losning;:

(a) Denna matris har en nollrad och saledes &r det A = 0.

(b)
1 4 -2 2 1 4 -2 2
2 -1 -2 5 2 -1 -2 5
13 =5 1= %1 3 =5 1|7"
2 6 -10 2 1 3 -5 1
ty tva rader ar lika.
(¢) Med radoperationer erhaller man
1 4 -2 2
, 12 -1 =2 5
C~C=17 3 51
0 O 0 O

med en nollrad.

det(A - B): Man kan visa att
det(A-B) =detA- B.

Vi visar det i ett exempel
Ex 1.10 (Ex 1.1) Beriikna dels det(A - B) och dels det A - det A, dér

R EE TR

-2 1 2 2
Losning:
1 3 .
A-B-= { 4 0 } med determinant det(A-B)=1-0—-3-(—4) =12
och

detA-detB = (—14+4)-(6—2)=12.



det I: Det &r klart att det I = 1 for alla ordningar. Nu &r

CA-1 ) —1\ _ 1 _ -1
A-AT =T = detA-det(A7) = 1 = ——— = det(47)).

Ex.vis med A = [ 9 1

- 1
L2 ] ar det A = 3, si att det(A™1) = 3"

10



