1 Vektorer i koordinatsystem

Ex 1.1  Givet ett koordinatsystem i R? och punkterna P = (3,1) och Q
(1,—1). Dessa kan uppfattas som ortsvektorer med startpunkt i origo O = (0

0).
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Ortsvektorn OB = (3,1) med slutpunkt i P = (3;1). P.s.s. med (% = (1,—1) och
Q=(1,-1).

0G +QP = OP «= QP = 0P - 0G

Komponentvis additioni sista ekvationen:

QP = (1,-1) = (2,2).

e Vinkeln 0 mellan OP och oﬁ erhalls med skalir produkt.
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< 6 = arccos(1/V/5).

e Arean T av triangeln med hérn i O, P och @ &r
1
— 510P x 0G| = 2.

Visserligen ligger inte P och @ i R men vi kan komplettera med en tredje
komponent, som dr 0, for motsvarande ortsvektorer.

|
Ex 1.2 Givet fyra punkter i R3

pP= (1 1;-1)

R= (47 6;7)

S =1(2;3;1)
a) Bestdm arean av triangeln med horn i punkterna P, @ och R.
b) Bestdm volymen av tetraedern med horn i de fyra punkterna ovan.
¢) Bestdm en ekvation for planet IT, som innehéaller P, @ och R.
d) Kalla planet i ¢) for IT;. Betrakta planet II; som har ekvationen 2z + y +

2z +1 = 0. Bestam skirningen mellan dessa plan!

e) Ett tredje plan II3 &r vinkelrdt mot planen i d) och innehéller origo.
Bestam en ekvation for detta plan!

f) Bestdm avstandet mellan punkten S och planet IT;!



% tz—2=0
g) Givet linjen Lo. { v Zl . Skiir denna linje den linje, som ges
y=-

av svaret till d)?

2 —2=0
h) Bestdm vinkeln mellan L; i d) och linjen som beskrivs av { v Zl

Yy=-
i) Bestdm skdrningspunkten mellan planet .i ¢) och linjen Lo i g).

Lo6sning:
a) Bilda vektorerna
PO =00-0P=(2-1,-2)— (1,1,-1) = (1, -2, 1)

PR=0R— OP = (4,6,7) —(1,1,—-1) = (3,5,8), som ger

PO x PR = (~11,-11,11).
Arean av triangeln med horn i punkterna P, @ och R &r
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a.e.

T = PG x PR =5 VP + (P 12 =

n|l +PRxPQ

PR

b) Volymen, V', av tetraedern med horn i de fyra punkterna ovan fas genom
att multiplicera 7" med héjden h och dividera med 3.
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Vi ser att hojden h ar parallell med ]@ X ﬁ och bildar alltsa samma
vinkel med PS. Vidare ir h = |ﬁ |cos . Vi far alltsa att

Th  |PQ x PR|-|PS|cos
3 6 '

Téljaren ar skaldrprodukten
(PG x PR) - PS.

Vi sétter }@ =a = (a1, as,a3) och P_}% =b = (b1, ba,b3). Som determi-
nant skriver vi vektorprodukten som

V =

i j k
- Fﬁ — = (agbg — a3b2)i + (a3b1 — albg)j + (albg - agbl)k.
_ PhH —

Vi multiplicerar nu denna vektor skaldrt med P? =:¢ = (c1,¢2,c3). Denna
vektor kommer d& att ersétta rad 1 i determinanten, d.v.s.

c — Ci C2 C3 1 2
(POXPR)-PS = (axb)e=| — b — |=|ay as as |=|3 5
- a — bl b2 b3 1 -2 -1

11
Volymen &r alltsd — v.e.

Ekvation for planet Iy, som innehaller P, @ och R och alltsa innehéller
triangeln i a). Den fas genom att inse att punkten (x;y; z) ligger i planet

omm vektorerna (z,y,z) — OP L n, dir n ir en normalvektor till planet.
En bra kandidat &r n = (1,1, —1), eftersom den ar antiparallell med ]ﬁ X
ﬁ. Planet II;:s ekvation &r

n-((x,y, z)—O?) =0dvs. (1,1, -1)-((z,y,2)—(1,1,-1)) = z+y—2—3 = 0 (svar).

Betrakta planet IT5 som har ekvationen 2x + y + 2z + 1 = 0. Skérningen
ar mingden av de punkter (x;y;z), som uppfyller de bada ekvationerna.
P& matrisform
r= -—-3t—4
2 1 2

-1 7

11 -1| 3 10 3|4
[ }N“'N[O 1 4 }<:> y= 4t+7 ,tecR.

z=
Med vektorer kan det skrivas
r=(z,y,2) =tv+ro=1t(-3,4,1) + (—4,7,0).

Dett dr en ekvation for en linje, d.v.s. en linje, som utgdr skidrningen
mellan de tva planen.

Ett tredje plan II3 &r vinkelrdt mot planen i d) och innehéller origo. En
normalvektor for detta plan dr ny = n; X no, dir dessa vektorer ar nor-
malvektorer till II; och IT,. Alltséa

ns = (1,1,-1) x (2,1,2) = (3, -4, —1).

Planet I13:s ekvation &r ddrmed 3z — 4y — z = 0.

Vi observerar att n3 = —v, d.v.s. lijnens riktningsvektor &r antiparallell
med ns.
Avstandet mellan punkten S och planet II; dr tetraederns hojd h. Vi vet
att
Th 3V 3-11 1
V:?@h:?ZG'llf :ﬁle (SV&I‘)



2 -2=0
g) Givet linjen Lo. v Zl . Linjen L1, som ges av svaret till d)
Yy=-
har ekvationen (x,y,z) = ¢(—3,4,1) 4+ (—4,7,0). Linjen Ly beskrivs av
tva plans ekvationer. Denna linje ar alltsa skdrningen mellan dessa plan.
Vi infor en parameter s for linjen. Séatt x = s. Da far vi

=35 rT=s5=—-3t—4
y=-—1 och sétt lika med den forsta linjens koordinater: ¢ y=—1=4¢t+7
2=2-2s z2=2-2s=1

P& matrisform:

1 3|—-4 10 2 oo
0 4| -8 | ~..~10 1 -2 <:>{
2 1] 2 00 0 t=-2

Eftersom detta overbestdmda har 16sning skér linjerna varandra. Satt
ex.vis s = 21 Ly och vi far (2; —1; —2), som alltsa &r skdrningspunkten.

h) Vinkeln 0 &r, visentligen, vinkeln mellan riktningsvektorernav; = (—3,4,1)

och v = (1,0, —2).

V1 V2 -5 \/g
cosf = = =—

= = < 0.
o1] - o] V265 V26

Vinkeln 6 &r alltsa trubbig. Det &r dock rimligt att ange en spetsig vinkel,
némligen supplementvinkeln, som ar

61 = arccos(y/5/26.

i) Skirningen mellan linjen Ly och planet II; i ¢): Vi kan sétta in z, y ochz
fran linjens ekvation i planets ekvation.

r+y—2—3=s54+(-1)—-(2-25)—3=35-6=0<=s=2.

Skdrningspunkten ar alltsa (2; —1; —2).

Kommentarer:

e For volymen b), sitt 1@ =:a, P—}% =:b och ﬁ = ¢. Sanir som pa tecken
ar volymen en sjéttedel av

a
(@xb)-e=| - b — |,
c

dér vektorena a, b och ¢ utgor rader i determinanten.
VL kallas trippel skaldr produkt. Vi vet att determinanten &ndrar tecken
vid radbyte. Ex.vis ar

(@xb)-e=—(bxa)- e

e Om (axb)-c = 0kallas de tre vektorerna koplana. Likheten med 0 betyder
att de kan laggas i ett gemensamt plan.



