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Matematisk analys — LMA400

OBS: Ténk pa att det huvudsakligen &r berékningar och motiveringar som ger poéing!

Teori

1. Bevisa Fermats sats, det vill sdga att om funktionen f har ett lokalt maximum

eller lokalt minimum i ¢ och om f'(¢) existerar, sa &r f'(c) = 0.
Losning:
Se sidan 276 till 277 i Stewart.

2. Formulera och bevisa formeln fér partiell integration.
Losning;:
Se sidan 464 i Stewart.

Problem

3. Berikna foljande gransviarden
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. sin(x)
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Losning:

sin(x) “07 vHospivan lim cos(x) 1

2—0 tan(2z) + cos(z) — 1 0 250 —2—~ —sin(z) 2’

cos?(2x)

4. Berakna foljande integraler
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Losning;:
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5. Los diffekvationen

(a) 22% + 2y =2
Losning:

Detta &r en forsta ordningens differentialekvation som kan skrivas om till formen

Y+ f(z)y = g(x).

22%y + Yy =2 iy, oL 0
Ytay=2= y+,y=_omz#
T Zz

Finner att di f(r) = s och dirmed F(r) = ilnz = In\/z si har vi en

2x 2

integrerande faktor e™V* = \/z. Finner da att
1
(Vay) =Vi— = Vay = /xg =224+ C
T

Loser ut y genom att dividera med /x och far da att

y=—(2/x) + C/v/x dir x # 0.



(b) " + vy — 6y =0, dar y(0) = 6 och y/'(0) = 7.
Losning:
Detta &r en linjar differentialekvation av andra ordningen med konstanta koef-
ficienter. Vi tar darfor fram den karakteristiska ekvationen r> 4+ r — 6 = 0 som
vi ser har 16sningarna ;1 = 2 och r, = —3. Vi vet da att den generella 16sningen
for differentialekvationen ges av

y = Ae* + Be .

Anvéander nu begynnelsevilkorna som ges att

6=y(0)=A+B
7=1(0) =24 - 3B

Detta linjéra andragradssystem har 16sningar A = 5 och B = 1. Losningen till
uppgiften ar darfor
y = 5e*" + e .

6. Lat f(z) =23 - In(x).

(a) Finn intervall dér funktionen &r vixande/avtagande samt eventuella lokala max-
och min-punkter.
Losning:
For detta tar vi fram derivatan

2 1 21 12
() = =27 31 s— =g 3(=1 1
fi(z) 3% 3na:—|—x3x T 3(3 nz+1)
Ser att derivatan blir noll endast da andra faktorn, dvs parantesen, blir noll.
Finner att
glnx—i—l:O — lnxz—i — g —e 3
Eftersom f'(z) < 0 for 0 < # < e~2 ir f(z) avtagande pa intervallet (0,e2)

och viixande pé intevallet (e~2, 00) eftersom f/(z) > 0 da x> e 2.

(b) Finn intervall déar funktionen &r konkav/konvex och ange eventuella inflektions-

punkter.
Losning;:
Tar fram andraderivatan

1 2 1,2 2 1 2

f(x) = —gx_§(§ Inz+1)+ 33_5(%) = x_%(—g Inz — 3T §)

Denna blir noll endast om andra faktorn, dvs parantesen, blir noll, dvs da

0 2 Inz + = == 1 5 — 2

= ——Nnx - nr = — xr = e2
9 3 2

For 0 <z < e% dr f"(x) > 0 dvs f(z) konvex pé intervallet (0, e2) och konkav
pa intevallet (e2,00) eftersom f”(x) < 0 da z > e2.
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7. Finn volymen av den storsta cylinder som kan rymmas i en sfar med radie R.
Losning;:
Antag att cylindern har radie x < R. Pytagoras sats ger att halva cylinderns hojd

ges av V R? — 2.

Alltsa blir cylinderns volym
Vo(z) = r’mh = 2*712V R2 — 22 = 21V R224 — 26

Vi soker maximum for denna pa det slutna intervallet [0, R] och tar darfor fram
derivatan

T T

Vi) = ——(4R%*2® — 62°) = ——

(z) ,/R2x4_l.6( ) VRZzE — 16

Derivatan dr noll da # = 0 samt di 4R? — 622 dvs da o = \/gR. D& tva énd-
punkterna x = 0 och z = R kommer att ge volymen 0, dvs lokala minima medan
T = \/gR kommer att ge det lokala maximat

Vilket intressant nog &r klotets volym multiplicerat med en faktor \/lg

(4R* — 62%)2°

Annu lite kortare 16sning blir det om man istéllet uttrycker x i A med hjilp
av pytagoras sats eftersom man da far en kvadratrot som kvadreras i cylinderns
volymfunktion.

En tredje elegant véig ar att sédtta en vinkel i centrum och se att z = R cos a och
h = 2Rsin a sa att volymfunktionen blir en funktion i a.

8. En cirkelskiva med centrum i (R, 0) och med radien r, diar R > r > 0, roteras ett
varv kring y-axeln och genererar pa sa sitt en sa kallad torus. Berdkna volymen av
denna rotationskropp.

Losning;:



Den snabbaste lésningen ges av Pappus sats. Cirkeln har area 7?7 a.e. Vi ser ocksa
av symmetriskdl att cirkeln har sin tyngdpunkt i centrum, dvs i punkten (R,0).
Végen som tyngdpunkten fardas runt y-axeln dr 27 R l.e.. Pappus sats ger da att
volymen ér r?m - 2rR = 272r?R v.e..

En alternativ 16sning ar att anvinda skalmetoden och teckna volymen som

R+r

V:2/ 2nxn/1?2 — (x — R)?dx
R—r

och sedan gora substitutionen ¢t = r — R,dex = dt, 2 = R+r — t =r,x =

R—r = t = —r som ger

V = 47?/ (t+R)Vr? — t2dt = 47r/ tVr? —t2dt —|—47T/ Rvr? —t2dt = 87T/ RVr? —t2dt
- -r -r 0

eftersom den forsta integranden &r udda och den andra jamn. I den aterstaende
integralen gor vi nu substitutionen t = rsina, dt = rcosada,t =0 = a=0,t =
r = « = 3. Detta ger

s

2 3 3 1
V = 87TR/ rcosa-rcosada = 87TR7”2/ cos? ada = 87rRr2/ §(COS 2a+1) da =
0 0 0

1 3
= A7 Rr? {5 sin 2« + a] = 47TR7’2% = 21 Rr?
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