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OBS: Téank pa att det huvudsakligen ar berdkningar och motiveringar som ger poéng!

Teori

1. Bevisa att for tva deriverbara funktioner géller att derivatan av funktionernas
summa ar summan av funktionernas derivator. 6 p
Losning;:

Se hogst upp pa sidan 178 i Stewart.

2. Visa substitutionsregeln for integraler, dvs att om g(x) = w &r en deriverbar
funktion vars vardeméngd &r ett intervall I och om f &r kontinuerlig pa I sa géller
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6p
Losning;:
Detta foljer av kedjeregeln. Beviset borjar langst ner pa sidan 407 i Stewart.
Problem
3. Beridkna foljande gransvirden
(a) limg, o % 2p
Losning;:
Los ut 2* ur téljare och ndmnare.
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(b) lim,_5 Z=y2to 2p
Losning;:

Forlang med konjugat och fakorisera innan gemensam faktor kan kancelleras.
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(c) lim, (1 — %)"
Losning:
Substituera —% mot .

1
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Nu kan man antingen anvinda standardgréansvardet lim, ,o(1 + :1:)% = e och
finna att
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eller sa kan man forldnga med e och In och finna att
1
lim (1 + m)_% — lim e~ v () TRl i o E -
z—0 z—0 z—0
4. Berakna foljande integraler
() [ g dr
Losning:
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(b) [f 2z dy

x
Losning;:
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5. Los diffekvationerna

(a) v + 2xy = 223, dir y(0)=1
Losning:
Detta &r en forsta ordningens differentialekvation da den har formen y'+ f (z)y =
g(z). dar f(z) = 2x och g(x) = 223 Darmed &r F(r) = z? si har vi en
integrerande faktor ¢, Finner da att

(e"y) =¥ 22 = 'y = /ex22x3 dx

Vi anviander partiell integration och finner att
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Loser ut y genom att dividera med e”* och far da att
y=a>—-1 +Ce ™.
Begynnelsevirdet ger 1 = y(0) = -1+ C dvs C' = 2.

y" — 9y =0, dér y(0) = 4 och y'(0) = 6.

Losning:

Detta &r en linjéar differentialekvation av andra ordningen med konstanta koeffi-
cienter. Vi tar darfor fram den karakteristiska ekvationen r? — 9 = 0 som vi ser
har 16sningarna r; = 3 och ry = —3. Vi vet da att den generella 16sningen for
differentialekvationen ges av

y = Ae’” + Be 37,

Anvénder nu begynnelsevilkorna som ges att

4=y(0)=A+B
6 =1/(0) =3A— 3B

Detta linjara andragradssystem har losningar A = 3 och B = 1. Losningen till

uppgiften ar darfor
y = 363:v + 6_336.

Var vénlig véind!



6. Betrakta funktionen

x

2+2r+1 omzx>0

sing omxz <0
-
(a) I vilka punkter ar f kontinuerlig?
Losning;:
For alla punkter o # 0 &r funktionen kontinuerlig. Aterstar att undersoka om
lim, ,o- f(x) =lim, o+ f(x) = f(0). Ser nu att

lim f(x)= lim e

z—0~ r—0~ T

=1.

Vidare ér
lim f(z)= lim 2°+2zx+1=1.

z—0* z—0F
Slutligen ser vi att
fO)=0>+2-2+1=1.

Vi har ddrmed visat att f(x) &r kontinuerlig ocksa = = 0.

(b) I vilka punkter &r f deriverbar?
Losning:
For alla punkter z # 0 &r funktionen deriverbar. Aterstar att underséka om hé-
gerderivatan ar lika med vansterderivatan i x = 0. Ser dock att vinsterderivatan
ar 0 medan hogerderivatan dr 2. Vi har ddrmed visat att f(x) deriverbar i alla
punkter utom z = 0.

7. En rektangel i 6vre halvplanet har tva av sina hornpunkter pa x-axeln och tva
pa parabeln y = 1 — 2. Bestim storsta mojliga area som rektangeln kan ha.
Losning;:

Om en hornpunk ldggs i punkten (z,0),0 < x < 1 kommer arean for rekangeln att
vara
A(z) = bas - héjd =2z - (1 — 2%) = 22 — 22°.

For att maximera sa underscker vi derivatans nollstallen samt andpunkterna x = 0
och x = 1.

1
0=A(r)=2—-61" = r=+—.

V3

Da x positivt far vi tre virden att jamfora:

A(0) =0,A(1) =0o0ch A(—=) =

4
3v3

Sl

och ser att storsta mojliga area &r N



8. Tink dig ett glas vars insida fas genom att man roterar parabeln y = z? runt
y-axeln. Hur hégt upp maste glaset fyllas for att det skall vara 120 cm? i glaset? 7p
Losning;:

Vi rdknar ut volymen med skivmetoden for 0 < y < h. Varje skivas volym ges av

mx? Ay, dir o = V/¥- Vi finner da att volymen ges av

Vo) = = (pta= [ wa=r[2] =<

0

Vi finner d&

h? 240
120=7— =— h=4/— cm
2 T

Lycka till 6nskar Samuel och Torbjérn



