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Losningsforslag till Matematisk analys — LIMA400

OBS: Téank pa att det huvudsakligen ar berdkningar och motiveringar som ger poéng!

Teori
1. Bevisa att f/(x) > 0 pa ett intervall si dr f(z) vixande dér.

Losning;:
Se sida 293 i Stewart.

2. Bevisa den andra delen av Integralkalkylens huvudsats, dvs att om f ar kontinuerlig pa

[a, b], s& géller att f;’f(a:) dx = F(b) — F(a), dar F' = f.

Losning:
Se sida 396 i Stewart.
Problem

3. Berékna foljande grinsvirden

Losning:
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Vi tittar sedan péa gréansvirdet for exponentens %ln(x) som dr av den indefinita typen
> 'Hospitals regel ger att
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Eftersom e! #r en kontinuerlig funktion kan vi nu dra slutsatsen att
lim 27 = lim er™® =0 =1,
Tr—>r00 T—>00

4. Berdkna foljande integraler

a) [ ﬁdw
Losning:
Vi observerar att integranden &r en rationell funktion dér téljarens grad &r ligre &n
namnarens. Vi vill darfor gora partialbraksuppdelning.

I 1 A N B  (A+B)z+3A-3B
2-9 (z-3)(z+3) -3 z+3  (z—3)(z+3)

Vi far ekvationssystemet

0= A+B A =1
— 1
1= 3A-3B. B =—5
Vi far darfor foljande.
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5. Los diffekvationerna

(a) ¥ —9y =0, dir y(0) = 3 och 3/(0) = 3.
Losning:
Detta ar en linjar homogen differentialekvation med konstanta koefficienter. Tar fram
dess karakterista ekvation och finner dess rotter.

r?—9=0=r =3,19=-3

Eftersom vi har tva olika l6sningar ges den allménna lésningen till differentialekvatio-
nen av

y(z) = Ae’® + Be™®

Eftersom vi da har att y/(z) = 34e3” — 3Be™3% ger begynnelseviirdena att

3=y(0)=A+B | [a=2
3=1y/(0)=34—3B B=1

Den efterfragade 16sningen dr dirfor y(z) = 2€3% + 732

(b) 3" — 9y = cos? z.
Losning:
I tilldgg till ovanstaende gerenella 16sning till det homogena problemet, vy, = Ae3* +
Be3% behéver vi en partikuldrlosning. For att kunna vilja en fungerande ansats
skriver vi om hégerleder cos?(z) = (1 + cos(2z)) = 1 + J cos(2z). Vi gbr ni tva olika
ansatser, en for varje term i hogerleder.

Hogerledet 1: Ansitter y = k och finner att ¢/ +y =0+ 9%k = 1 = k = —%.

Hégerleder 1 cos(2z): Ansétter y = Acos(2z)+ Bsin(2z). Derivering tva ganger och
insattning ger

% cos(22) =y — 9y = (—4A cos(2x) — 4B sin(2)) — 9(A cos(2z) + B sin(2z))
= — 13Acos(2z) — 13Bsin(2x)

Vi far ekvationssystemet
{; =134 _ {A— —
0=-13B B=0
Vi finner darfér partikularlésning yo = —2—16 cos(2x)
Vi slar nu samman allt och finner att differentialekvationen har I6sningarna

1 1
y=yn+y1+y2 = A’ + Be ¥ + 8 2% cos(2x)



(¢) ¥ + tan(z)y = tan(x),y(0) = 2
Losning:
Detta &r en linjir differential ekvation av férsta ordning som vi alltsa loser med inte-
grerande faktor.

I(I’) _ eftana;da: _ e—ln(cosa:) _ €ln((v:os:z:)_l) _ (COS.TU)_l
Vi tittar nu pa derivatan av produkten y(z) - I(z).

(y(cos :c)_l)/ =4/ (cosz) " 4y(—=1)(cosz) ?(—sinz) = (cosz) ! (3 + tan(z)y) = (cosx) ! tan(z)
~— ——
HL i diffekv. VL

Vi integrerar bada led och finner
y(cosz)™t = /(cos z) " tan(z) dz = (cosz) '+ C

Vi har funnit att y(z) = 1 + Ccosz déar vi nu bestimmer C' med begynnelsevérdet
2=y(0) =14 Ccos(0) =1+ C, dvs C = 1. Slutsatsen &r att y(x) = 1+ cosz.

6. Berdkna volymen man far nir man roterar kurvanstycket f(z) = In(z), mellan x = 1
och x = e, runt x-axeln.

Lo6sning:

Vi anvénder skivmetoden déar vi far cirkelskivor ortogonala mot z-axeln som vid x har
radien 7 = Inz, dvs skivan far arean A(z) = r?7 = (Inz)?7. Vi integrerar dessa fran x = 1
till z = e och far volymen

V:/leA(:z)dx:/le(lnx)QTrdx:

e u=Inx e ==
—/ (Inz)n dx = du =% edu = dx
1 r=1=2u=0 z=1=u=1
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1 1
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S~—— 0 0
=2e
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7. En bakteriepopulation modelleras med hjélp av differentialekvationen
1 P(t)
P{t)= =P 1——=.
®) 2 ®) ( 1000>

a) Ge tva olika 1osningar till differentialekvationen som bada innebdr att man har ett
konstant antal individer i populationen hela tiden.
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Losning:
Detta intraffar nar derivatan ar noll dvs néar

O:P’:;P(t)< _fo(g())>

dvs nér nagon av de tva faktorerna P(t) eller ( — %%) ar noll. Vi ser att de tva

konstanta l6sningarna &r P = 0 och P = 1000. Dvs skulle vi hamna i en situation dér
populationen bestod av 0 eller 1000 individer skulle ingen tillvéxt eller nagot avtagande
ske dérefter.

Argumentera for att vilken populationstorlek man &n borjar med, bortsett fran de tva
du gav i a), s& har man en monoton utveckling, dvs antingen for evigt vixande eller for
evigt avtagande populationsstorlek. Var gar gransen mellan de tva fallen?

Lo6sning:

Nér 0 < P < 1000 ser vi att

Pty =5 P(1) | 1 POy

—~ | 1000

For sadana viarden pa P vixer populationen upp mot griansen P = 1000. Antalet kan
dock aldrig passera 1000 eftersom 16sningen dér skulle bli konstant.

Pss ser man att om P > 1000 kommer

1 P(t
Po=trp 1LY o
2~~~ 1000
>0 >'1

For sadana viarden ar antalet avtagande utan att kunna passera P = 1000.

Avgor for vilka populationstorlekar som populationsgrafen dr konvex uppat respektive
konvex nerat.

Losning:

Vi tar fram P”(t) genom derivering av differentialekvationen. Observera att hogerledet
ar en produkt varfér vi anvinder produktregeln och far:

-0 (- 29) - 109 - L 1-22)

Denna produkt dr noll precis di antingen P’ = 0 eller (1 — QWIZO) = 0. Eftersom
derivatan enligt b) ovan ar noll precis for P = 0 och P = 1000 och da (1 — 2?%0) =0
da P = 500 har vi hittar tre nollstéllen, P € {0,500, 1000}. Vi far tre fall

0 < z < 500: P’ positivt och faktorn (1 — 2%) positiv. Alltsa ar P” ar positiv, dvs
grafen ar konvex uppat.

500 < z < 1000: P’ positivt och faktorn (1 — 2%) negativ. Alltsa dr P” ar negativt,
dvs grafen ar konvex nerat.



1000 < z: P’ &r negativt och faktorn (1 — QT%O) ocksé negativ. Alltsd ar P” ar positiv,

dvs grafen ar konvex uppat.

8. En stor rektanguldr duk med bredden 6 meter och héjden 12 meter viks en gang sa att
nedre hogra hérnet precis nar nagonstans pa den vénstra langsidan av duken. Vilken ar
den kortaste lingd som vecket kan fa?
Losning;:
vi infér bedndmningarna x och y for som ldngderna pa de yttersidor som viks bort, enligt
figuren. Strécken i figure delar in hela omradet i fyra omraden vars kanter kan uttryckas i
x och y enligt figuren.

Vi finner nu ett samband mellan x och y genom att summan av de fyra delaran méaste
sammanfalla med arean av helheten, som ju ar 6 - 12 = 72. Vi finner att

B meter

12—y

12 — V12 — 36 Ay

12 meter

T2=A1+Ay+ A3+ Ay =

xy xy (6 —2x)y/12x — 36 12 — /122 — 36+ 12—y
:7?4—2?+‘ 2 +6 9 ==

:xy+C$—g%ﬂQx—BG—BvﬁZE—36+72—3y:
:4x—$y+ngx—3&+n.

Vi l6ser ut y och finner att

B 5V 12x — 36 w122 — 36
YT T3 T T2 -3)
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Langden av vecket ges nu av funktionen.
2 3)

\/ xz 12:U —26)
4B@-2)2
/ 3332

Vi soker minimum f6r ¢(x) genom att ta fram stationédra punkter.

T e L E

2_
2 + =1t

2 4 3a?
2y /2% + 255
Detta implicerar att tiljaren &r noll dvs

3z — 18
0=z |24+ " — ) =
x(%u—3v>
2(x —3)? + 3z — 18

(z —3)?
x(2x —9
=r— =
(z —3)?
Vi har hittat stationfra punkter 1 = 0 och zo = %. Vi maste jamfora resultaten for

andpunkterna x = 3 och = 6. Vi finner att minimum uppstar vid x = % och att da &r
ell(§ 9‘[ ~ 7.8 meter.



