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OBS: Téank pa att det huvudsakligen ar berdkningar och motiveringar som ger poéng!

Teori
1. Visa att om en funktion &r deriverbar i en punkt sa &r den ocksa kontinuerlig dér. 5p

Losning;:
Se sida 157 i Stewart.

2. Visa att integralen av en summa &r summan av integralerna, dvs att

/abf(x) +g(x)de = /abf(x) da:—I—/abg(w) dx.

5p
Losning:
Se sida 386 i Stewart.
Problem
3. Berikna foljande gransviarden
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4. Berdkna foljande integraler

(a) [ o da
Losning:
Vi observerar att integranden &r en rationell funktion dar dock téljarens grad inte ar
lagre &n ndmnarens. Innan vi kan gora partialbraksuppdelning méaste vi darfor géra en
polynomdivision, eller gora foljande omskrivning som ger samma resultat.
2 e —1+1 1

= =1
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Nu fortsétter vi med partialbraksuppdelning.
1 1 A B (A+B)x+A—-B

332—1:(:U—1)(1‘+1) :U—1+:c+1_ (x —1)(z+1)

Vi far ekvationssystemet

0= A+B A =13
e 1
1= A-B. B =-1
Vi far darfor foljande.
2 i i 1 1. |z—1
dr = [ 1+—2———2_dz = 2+ (In|z—1|-] 1 =a+-1
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(b) [ tan(z)In(cos(x)) dx
Losning;:

/ tan(z) In(cos(x)) dz = / Cosl(x) In(cos(z)) sin(z)dz —
:<u:1n((lzosx) ' ):
du = - —sinaxdr = —tanz dx
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5. Los diffekvationerna

(a) v — 2y — 15y =0 dar 4'(0) = 7 och y(0) =3
Losning:
Detta &ar en linjir homogen differentialekvation med konstanta koefficienter. Tar fram
dess karakterista ekvation och finner dess rotter.

r?—2r—15=0= 71 =512 = —3

Eftersom vi har tva olika 16sningar ges den allménna lésningen till differentialekvatio-

nen av
y(z) = A’ + Be™®

2



Eftersom vi da har att y/(x) = 54e>® — 3Be 3% ger begynnelseviirdena att

3=y(0)=A+B _ JAa=2
7=1y(0)=5A—3B B=1

Den efterfragade 16sningen dr dirfor y(z) = 2€5 + =32

(z? + 1)y +ay =0 3p
Losning;:
Da 22 + 1 > 0 finner vi att

x

—1y=0.
x2+1y

(@@ + 1)y +ay=0=y =

Detta ar en linjéar differential ekvation av forsta ordning som vi alltsa 16ser med inte-
grerande faktor.

x 1
I(z) =¢e &4 de _ eEln(zQ—H) _ eln\/x2+1 _ \/1,2 +1

Vi tittar nu pa derivatan av produkten y(x)I(z).

! x 1 1
x2+1>: "V + 1+ = '@ +1) +yr) = ———_0 =0
(y y o \/x2+1(y( )+ yz) N
VL i diffekv. HL
Att derivatan &r noll innebér att funktionen &ar konstant, dvs yvz2 +1 = C. Vi har
funnit att
C
y(z) = VaZil
e +1
y=1+z+y+zyy0) =3 4p

Losning:
Det ar forst inte uppenbart vilken typ av diffekvation detta &ar, men det kan ses bade
som en linjar och som en separabel. Viljer hir att se den som en separabel diffekvation.

/

y’:1+x+y+xy:(1+x)(1+y):>1iy:1+x, day#—1.
Detta ger sambandet
1 a? x—i—ﬁC’ x—i—ﬁ
T30~ 1+x:>1n\1+y]::r+?+C:>]1+y\:e Te” = 1+y=€""2 K
Y

2
Slutsatsen #r att y(z) = Ke® 2 — 1. Vi anviinder nu begynnelseviirdet och finner att
22
3 =y(0) = K — 1 vilket ger att K =4, dvs y(x) = 4e*T2 — 1 (som aldrig blir -1).



6. Visa att en sfir med radie r har volymen V = %”7’3 genom att rotera en halvcirkel med
radie r kring x-axeln.

Losning;:

Vi anvander skivmetoden déar vi far cirkelskivor ortogonala mot x-axeln som vid z har
radien y = v/r2 — 22, dvs skivor med area A(x) = y?m = (r? — 2?)7. Vi integrerar dessa
fran x = —r till z = r och far volymen

T T 37T 3 4
V= A(z)dx = 7[‘/ (r? —2?)de === [ﬂx - a;] =2 (r® — L) — gr
e -7 —7r

7. En friidrottsarena skall konstrueras. Det dr bestamt att den skall ha en 400 meter lang
bana bestaende av tva halvcirklar samt av tva parallella rakor som &r lika langa (se bild).
Bestdm banans méatt s& att det rektanguldra omradet innanfor banan (fargat i bilden
nedan) blir sd stort som mojligt. Berdkna sedan hur banan skulle se ut om man ville
maximera hela omradet innanfér banan, inklusive cirkelskivorna.

Losning;:
Vi infor beteckningarna x for rakornas langder och r for halvcirklarnas radier.

x

Den funktion vi skall maximera &r arean av rektangeln, dvs A = z-2r. Vi vet att banan
skall vara 400 meter, dvs att 400 = 2z + 27r = x = 200 — 7r. Vi skall alltsd maximera
funktionen

A=2-2r= (200 — 7r)2r = —2772 + 400r-

Detta &r en andragradsekvation med negativ koefficient framfor r? vilket betyder att
den har precis en maximipunkt precis pa symmetrilinjen, alternativt d& derivatan ar noll,

dvs da

1 1
0=A" = —~4nr +400 = r = ﬂ, vilket ger att x = 200 — Fﬂ = 100.
T T

Om vi istéllet skall maximera hela arean innanfér banan s ér det A = 2 -2r 4 r?7 som
skall maximeras. Banans omkrets ger fortfarande att x = 200 — 7r vilket ger att vi skall

maximera

A = —21r? + 400r + R%*7m = —7r? + 400r.

4
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Detta andragradspolynom har nollstéllen vid » = 0 och r = 42—0 varfor maxpunkten

finns vid 29 — 290 Detta innebir att z = 200 — 729 = (0 dvs att banan urartar till en
21 s T
cirkel utan rakor.

8. En elastisk boll fylls med luft med en hastighet av 40 cm?/s.

a)

Hur fort &ndras bollens radie i det 6gonblick d& radien dr 10 cm?
Losning:
Vi later ¢ beteckna tiden och r(t) vara bollens radie viden tiden t. Volymen, som en

funktion av tiden, ges da av
47

Vit = ()

Derivering ger att

= T3(r(1))?r (1) = 4w (1) (1)

Vi loser ut 7/(t) och anvinder att V'(t) = 40 for alla ¢ och att vid den sokta tidpunkten
to géller att r(tp) = 10 for att finna att

V'(t)

V'(to) 40 10

Ar(r(to))2  4ml02 w1

7' (to) =

Radien férdndras alltsad med % cm/s i just detta dgonlick.

Berdkna andraderivatan av radien med avseende pa tiden i det 6gonblick da radien &r
10 cm. Motivera med hjélp av andraderivata att grafen fér radien, som en funktion av
tiden, &r konvex ned medan bollen fylls pa.

Losning:

Vi anvander implicit derivering och ser att

V() = dm2r()r (£) -1 (8) + (r() 2 (8) = 17 = - LR

Vid tiden tg finner vi att

” 2((1)?  2(3)* 20
(k) = — (7“((;))) _ (10) -2

Eftersom bade nédmnaren (en radie) och téljaren (en kvadrat) &r positiva for alla ¢
medam bollen pumpas finner vi att andraderivatan ar negativ, dvs att grafen till r(t)
ar konvex nedét.

Samuel



