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Losningsforslag till Matematisk analys — LIMA400

OBS: Téank pa att det huvudsakligen ar berdkningar och motiveringar som ger poéng!

Teori
1. Visa att om f(x) ér en udda funktion s& &r [ f(z)dz =0.

Losning:
Se sid 417-418 1 Stewart.

. d . —
2. Visa att 4= sin ly = 11—m2'
Losning;:
Se sid 213-214 i Stewart.
Problem
3. Berikna foljande grénsvirden
(a) lim,_, 23010
Losning:
2?4 3z — 10 (z—2)(x +5) x+5 7
lim = lim = —
—2  x2—4 e—2 (2—2](x4+2) z—2zx+2 4
(b) limg o YEZ
Losning;:
lm —— = lm —F———"= lm ———F—— =-
z——00 T+ 3 T——00 ;1;(1 + g) T——00 ;,g’(l + 5)
4. Berdkna foljande integraler
(a) f_ll e 17l dg 3p
Losning:

En utmaning i denna uppgift dr att dar finns ett absolutbelopp. Vi lser detta genom
att dela upp integralen i delar, fran -1 till O och fran 0 till 1. Alternativt observerar vi
att integranden ar jimn och far att

1 1 1
e 1l de = eIl dy = e dr = [—e 7| = 2(—e7t = (1)) = - -
/_1 d 2/0 d 2/0 doe = 1o =2( (-1))=2(1--)
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(b)

i x%’—; dr (OBS graden i tiljaren dr hogre 4n nidmnaren!)

Losning;:
Dé graden ar hogre i tédljaren kan vi inte anvanda partialbraksuppdelning. Men genom
polynomdivision finner vi att x%—; =+ xﬁf 7~ Pa den andra termen anvinder vi
partialbraksuppdelning och far att x;“f 1= (x—2%%x ) = % + %H Vi finner dérfor
att
3 2 2

T 2 2 T T 9 9
/ o dx = /:c—i—m — 2—|—x ) dx = ?+21n($—2)+21n(3:+2) = ?—I—ln (=" —4)%)
f03 1+ v9 — 22 dxr mha en trigonometrisk substitution
Losning;:
Berékna integralen for var och en av termerna separat.

3 T = 3sint
/ V9 —22dr = | dr=3costdt | =
0
0<t<T
5 _ :
= V9 —9sin“tcostdt = cos“tdt =
0 0
5 1 in2t] 2
= / (14 cos2t)dt = — t4 2 =
0 2 2 |,

Vi finner och sa f03 1dr = 3. Totalt finner vi att integralen far virdet 3 + 7.

5. Los diffekvationerna

(a)

y' =y —2y=0,y(0) =2,4(0) =1

Losning;:

Detta ar en linjar homogen differentialekvation med konstanta koefficienter. Tar fram
dess karakterista ekvation och finner dess rotter.

Per—2=0=r=—-1,rm=2

Eftersom vi har tva olika 16sningar ges den allménna l6sningen till differentialekvatio-
nen av
y(z) = Ae™® + Be*™®

Eftersom vi da har att /() = —Ae™® 4+ 2Be?® ger begynnelseviirdena att

2=y(0)=A+B N A=1
1=14(0)=—A+2B B=1

Den efterfragade 16sningen ar dérfor y(z) = e + €2*
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(b) ¥+ 2y=a’+uz
Losning:
Detta &r en linjir differential ekvation av férsta ordning som vi alltsa loser med inte-
grerande faktor.
I(JL‘) — ef%dac _ 621112 — elnx2 — 1’2

Vi tittar nu pa derivatan av produkten y(z)I(x).

(y(z)z?)

2
! 2 2./ 2.2 4 3

— 2 — _ — —

=y (v)r" +y(r)2r =2 (y(a:)—l—xy(x))—x r't+r=x +x

N————
VL i diffekv. HL

Vi integrerar bada sidor och far att y(z)z? = %5 + % + C. Vi har funnit att

(€) ¥ —Vy=ayy
Losning;:
Men lite arbete kan vi se att detta ar en separabel diffekvation. S

/
y’—\f:m:»yfzm+@=ﬁ<x+1><=>jgzxﬂdary#o
Detta ger sambandet
1 z? 2 2z C
— = =2y ="~ C=y=(—+Z+-)>
/\/@ /x+ VY 5 tat Yy (4+2+2)

Dar man meed fordel kan byta ut konstanten % mot en ny konstant, tex K.

Aterstar kolla fallet y konstant lika med noll. Vi finner da att #ven 4/ = 0 och ser att
alla tre termerna i diffekvationen blir noll, dvs att ekvationen &r satisfierad. Vi har
alltsd funnit ytterligare en 16sning y(x) = 0Va € R.

6. Bestdm storsta arean av en rektangel med horisontala och verktikala sidor och med det

vanster nedre horn i origo och héger 6vre hérn pa kurvan y = e™*.

Losning:




Rektangeln har basen x och héjden e™?, dvs arean A(x) = ze~*. For att hitta max-
imum soker vi stationdra punkter dvs da 0 = A'(z) = e ® + ze *(—1) = e (1 — ). Vi
finner en stationdr punkt x = 1. Inga &ndpunkter finns att kontrollera. Genom teckenstu-
dium ser vi att da e~* alltid ar positiv s ar A’(z) positiv da < 1 och negativ d& = > 1.
Alltsé ar den statiiondra punkter z = 1 ett maximum och arean ar dar A(1) = é
7. Berdkna volymen man far nir man roterar regionen mellan y = /2 —x och y = 0
runt x-axeln.

Losning;:
Vi anviander skivmetoden déar vi far cirkelskivor ortogonala mot x-axeln som vid z har
radien y = /2 — z, dvs skivor med area A(r) = 3?1 = 22(2 — x)7.

Vi integrerar dessa fran x = 0 till z = 2 och far volymen
2 2 2
V:/ A(m)dajzw/ :E2(2—:B)da::7r/ (222 — %) dx =
0 0 0

2% 24’ 16 16\ 4«

=TT R — =T R — [r—

3 4, 3 1) 3
8. Antag att koefficienterna i polynomet p(x) = a + bz + cx? + do® uppfyller sambandet
a+ 5+ $+ 4 = 0. Visa att p(z) har ett nollstille mellan 0 och 1. Observera att p(z)a +

br + cx? + dr® har antiderivata P(z) = ax + %xQ + %:ES + %:v‘l. Det betyder att om vi
integrerar 6ver intervallet dér nollstéllet skall finnas far vi att

1 1 1
/Op(:c)da::/o P(x)dz:[ax+gx2+§x3+ix40:a+g+§+z

=0

Vi har alltsa sett att integralen dver omradet &dr noll. Antar vi nu att minst en av
koefficienterna i p(x) ar skiljd i fran noll s& &r polynomet ej konstant och tar virden skiljda
ifran noll i intervallet O till 1.

Antag nu att funktionen positivt virde i x; € [0, 1], dvs att f(x1) > 0. Om p(z) > 0 pa
hela intervallet vet vi enligt satsen jamforelser mellan integraler att integralen fo p(x)dr >
0 (det foljer ockséa direkt fran definitionen av intergraler). Eftersom sa inte &r fallet méaste
funktionen ocksd anta negativa virden pé intervallet, lat oss sidga f(z2) < 0. Eftersom
polynom ger kontinuerliga funktioner kan vi med hjélp av satsen om mellanliggande véarden
dra slutsatsen att det finns ett nollstélle i intervallet [z, z2] C [0, 1].

Samuel
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