










Integralkalkylens fundamentalsats

Vi ska nu formulera och bevisa den viktiga sats som ger sambandet mellan
bestämd och obestämd integral.

Sats (Integralkalkylens fundamentalsats). Låt f vara en kontinuerlig funk-

tion på ett intervall [a, b]. Då gäller följande:

I. Funktionen

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt

är en primitiv funktion till f på [a, b], dvs F ′(x) = f(x).

II. Om G är en primitiv funktion till f på [a, b], så gäller
∫ b

a

f(x) dx = G(b) − G(a).

Del II av satsen används flitigt för att beräkna integraler. Vi introducerar
därför den praktiska beteckningen

[G(x)]ba = G(b) − G(a).

I beviset av integralkalkylens fundamentalsats spelar följande sats en bety-
dande roll.

Sats (Integralkalkylens medelvärdessats). Om f är en kontinuerlig funktion

på ett intervall [a, b], så finns en punkt ξ, a ≤ ξ ≤ b, sådan att
∫ b

a

f(x) dx = f(ξ)(b− a).

Integralkalkylens medelvärdessats kan, om vi antar att f är icke-negativ,
tolkas geometriskt som att arean av området mellan f :s graf och x-axeln är
lika stor som arean av en rektangel med basen b − a och höjd given av ett
lämpligt funktionsvärde f(ξ) (se figur).
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Funktionsvärdet f(ξ) kan då tolkas som medelvärdet av f på [a, b], därav
namnet på satsen. Beviset för integralkalkylens medelvärdessats ligger dock
utanför ramen för denna kurs.

Bevis för integralkalkylens fundamentalsats. I. Enligt derivatans definition är

F ′(x) = lim
h→0

F (x + h) − F (x)

h

= lim
h→0

1

h

(
∫ x+h

a

f(t) dt−

∫ x

a

f(t) dt

)

,

vilket enligt räkneregel (5.4) är lika med

lim
h→0

1

h

∫ x+h

x

f(t) dt.

Enligt integralkalkylens medelvärdessats är

∫ x+h

x

f(t) dt = f(ξh)(x + h − x) = hf(ξh)

för något tal ξh mellan x och x + h. När h går mot 0 så går ξh mot x, så

F ′(x) = lim
ξ→x

f(ξ) = f(x),

eftersom f är kontinuerlig. Alltså är F deriverbar med derivatan f .
II. Enligt I är F (x) =

∫ x

a
f(t) dt en primitiv funktion till f på [a, b]. Då

måste, enligt en tidigare sats,

G(x) = F (x) + C (1)

för någon konstant C. För att bestämma C sätter vi in x = a i (1) och får
C = G(a). Sätter vi nu in x = b i (1), så får vi G(b) = F (b) + G(a), dvs

∫ b

a

f(t) dt = F (b) = G(b) − G(a).






