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KAPITEL D

Integraler

5.1 Definition

Var utgangspunkt for definitionen av begreppet integral dr proble-
met att berdkna arean av ett omrade i planet. Idén till en 16sning av
detta problem fanns redan i antiken (Archimedes). Man ténker sig
att man forsoker tidcka omradets area med allt mindre och mindre
rektanglar sa att skillnaden mellan den verkliga arean och rektang-
larnas sammanlagda area successivt blir mindre och mindre och
narmar sig gransvirdet 0. Vi skall koncentrera oss pa det speciel-
la problemet att berdkna arean under funktionsytan y = f(z), dir
vi inledningsvis antar att f(z) > 0.
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Figuren illustrerar idén. Det streckade omradet i den hogra figuren
dr "omradet under funktionskurvan y = f(r)” och dess area A ir
gransvirde av de sammanlagda areorna av allt smalare och smala-
re rektanglar som figuren antyder. Nu méste vi emellertid beskriva
idén lite exaktare.
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Kapitel 5 Integraler

Antag att f(z) ar en icke-negativ funktion (f(x) > 0) pa intervallet
[a, b]. Viborjar med att dela upp intervallet i n lika delintervall. Varje
delintervall har alltsa léngden Az = (b — a)/n. Satt

To=a,21 =a+ Az, 20 =a+2Ax,...,z, =a+nAzx =b.

I varje delintervall [zk—1,zk], (k = 1,...,n) viljer vi sedan ut en
punkt &, och bildar déarefter

Riemannsumman

NIE

R, =Y f(&)Ax. (5.1)

k

Il
—

(Riemann var en tysk matematiker pa slutet av 1800-talet.)
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R, = summan av areorna av de streckade rektanglarna.

Observera att talet f(£;)Ax dr en rektangelarea, nimligen arean av
den rektangel som star pa intervallet [z)_1, zi].
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5.1 Definition
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Antag nu att vi gor successiva indelningar av intervallet [a, ] och
later n — oo. Det kan da intriffa att foljden R,, av Riemannsum-
mor konvergerar mot ett bestimt gransviarde J. Om vi far samma
grinsvirde oberoende av hur vi viljer punkterna & € [z4—1, 2| sé-
ger vi att funktionen f ar Riemannintegrerbar. Talet J kallas da for
integralen av f pa intervallet [a, b] och skrivs

Vi har alltsa

Beteckningen for integralen &r vald for att pAminna om denna de-
finiton. Symbolen [ &r ett stiliserat S (for summa) och dz har fatt
ersédtta Az = (b — a)/n. Man kan visa foljande sats.

SATS 1

Alla kontinuerliga funktioner pd ett slutet begrdnsat intervall
[a, b] dr Riemannintegrerbara.

I vart definition utgick vi fran en icke-negativ funktion och vart
‘syfte var att berdkna en area. Vi tillampar emellertid definitionen
dven pa negativa funktioner, eller funktioner med varierande tec-
ken. Man kan fortfarande tolka integralen som arean av det omrade
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som stidngs in mellan funktionskurvan och z-axeln, men arean av
omraden under z-axeln skall riknas med minustecken, sa som figu-
ren nedan antyder.

y

f(x)

EXEMPEL 1.

Lat oss definiera funktionen f(z) pa intervallet [0, 4] genom att rita
dess funktionskurva:

y

Délér 2 1 3 1 4 . 1

/Of(x)da::l,/l f(:c)da::—z-,/;f(:l:)alas-———g,/3 f(w)d:c:-—§,

. ‘ 1 1 1, 1

v11ketger/0 f(:zc-)da::1+—2-+(—§)+(———2—)=§. O

-
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5.4 Rikneregler

Om man téinker pa integralen som grinsvirde av summor blir flera
riakneregler naturliga, exempelvis

/ab(f(:c) + g(z))dz = /ab f(z)dx + /ab g(z)dz, (5.2)

.-

b b
/ (k- f(z))dz = k- / f(x)dz, (kkonstant).  (5.3)

Observera ocksa att

/ab f(z)dz = /:f(:c)daz + /Cb f(z)dz, (5.4)

vars geometriska innebord illustreras enligt figuren p nésta sida.

b
I var definition av / f(z) har vi underforstatt att a < b. Det kan

emellertid vara prak(}ciskt att inte férutsitta detta. Om a > b sétter

Vi b a
/a f(@)de = — /b f(@)da.

/: f(z)dz = 0.

Detta ger

c b
f f(x)dx / f(x)dx
: c

a

Med dessa konventioner fungerar rikneregeln (5.4) &ven om talet ¢
inte ligger mellan @ och b.



Integralkalkylens fundamentalsats

Vi ska nu formulera och bevisa den viktiga sats som ger sambandet mellan
bestamd och obestamd integral.

Sats (Integralkalkylens fundamentalsats). Lat f vara en kontinuerlig funk-
tion pa ett intervall [a,b]. Da gdller foljande:

/fdt

ar en primitiv funktion till f pa [a,b], dvs F'(x) = f(z).

1. Funktionen

II. Om G dr en primitiv funktion till f pa |a,b], sa gdller

b
/ f(z)dz = G(b) — G(a).

Del IT av satsen anvéands flitigt for att berédkna integraler. Vi introducerar
darfor den praktiska beteckningen

G (2)]e = G(b) - G(a).

a

I beviset av integralkalkylens fundamentalsats spelar foljande sats en bety-
dande roll.

Sats (Integralkalkylens medelvirdessats). Om f dr en kontinuerlig funktion
pa ett intervall [a,b], sa finns en punkt &, a < & < b, sadan att

b
/ f(x)dz = F(€)(b— a).

Integralkalkylens medelvardessats kan, om vi antar att f ar icke-negativ,
tolkas geometriskt som att arean av omradet mellan f:s graf och z-axeln ar
lika stor som arean av en rektangel med basen b — a och hojd given av ett
lampligt funktionsvérde f(&) (se figur).




Funktionsvirdet f(¢£) kan da tolkas som medelvirdet av f pa [a, b], darav
namnet pa satsen. Beviset for integralkalkylens medelvardessats ligger dock
utanfor ramen for denna kurs.

Beuis for integralkalkylens fundamentalsats. 1. Enligt derivatans definition ar

F(z) = }lllf(l) F(x+ hl)l — F(x)

~pui (o= [[ow).

vilket enligt rdkneregel (5.4) &r lika med

z+h
1m1/+f@ﬁ

h—0 h

Enligt integralkalkylens medelvardessats ar

z+h
[ 0= @)+ h - = hi6)
for nagot tal &, mellan x och = + h. Nar h gar mot 0 sa gar &, mot z, sa

F'(x) = lim f(§) = f(x),

-

eftersom f ar kontinuerlig. Alltsa ar F' deriverbar med derivatan f.
IL. Enligt I ar F(x) = [ f(t)dt en primitiv funktion till f pa [a,b]. D&
maste, enligt en tidigare sats,

G(z)=F(z)+C (1)

for nagon konstant C. For att bestdmma C' sétter vi in x = a i (1) och far
C' = G(a). Satter vinu in z = b i (1), sa far vi G(b) = F(b) + G(a), dvs

/f@ﬁ:F@:G@—G@.
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5.3 Négra tillimpningar

5.3 Nagra tillampningar

I var definition av begreppet integral har vi utgatt fran problemet
att berdkna arean av ett omriade. Men integralbegreppet har flera
andra anvandingar. Vi ger hér nagra exempel. For ytterligare exem-
pel se Kapitel 10, 5A-5F.

EXEMPEL 4 (vigen som integralen av hastigheten).

Antag att man forflyttar sig med konstant hastighet v m/sek under
t sek. Den tillryggalagda vigstrickan ar da s, dar

s=v-t.

Om nu hastigheten varierar med tiden blir situationen mera kompli-
cerad. Ség att hastigheten dr v(¢) vid tidpunkten ¢. Vi vill d& ta reda
pa hur ldng végstracka s, som tillryggalagts under tidsintervallet
frAint =atillt =5 (a < ).

Lat oss dela upp tidsintervallet [a, b] i n st lika delintervall med hjalp
av indelningspunkterna ¢, = a + kAt ddr At = (b — a)/n. Om n &r
tillréckligt stort s& &r hastigheten ungefir konstant = v(¢;) under
tidsintervallet [tj_1, tx].

Under detta lilla tidsintervall tillryggaldgger man alltsa strickan
sk =~ v(ty)At. Den totala vigstriackan blir déirfor

n

s = isk ~ Zv(tk)At.
k=1

k=1

Forfinar vi indelningen allt mer far vi som griansvirde formeln for

vagstrackan
; b
s = / v(t)dt.

(Obs. Vi har valt ¢, som den naturliga beteckningen for tidsvariabeln,
medan vi i definitionen av integralbegreppet i stillet hade z som
‘variabel.) .

EXEMPEL 5 (integralen som arbete).

Antag att en kropp rér sig lings z-axeln fran punkten z = a till
= = b. Kroppen paverkas i punkten z av kraften f (z). Vi antar att
kraften verkar parallellt med z-axeln. Om kraften ar konstant =
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k pa hela intervallet definieras det arbete som kraften utfor som
k-(b—a) (kraften ganger strickan). Om kraften f(z) inte ar konstant
utan i stéllet varierar (kontinuerligt) kan vi, till exempel, gora en
likformig indelning av intervallet [a,b], a = 29 < 21 < ... < Tp_1 <
Z, = b. Vi betraktar sedan kraften som approximativt konstant =
f(zx) pa intervallet [zy_1,zi]. Det arbete som kraften utréttar vid
forflyttningen fran z,_; till z;_&ar darfor ax =~ f(zx)Az. Det totala
arbetet blir da

A= Zak R Zf(xk)Aa:
k=1 k=1

Forfinad indelning och griansévergang ger sedan foljande formel for
det totala arbetet:

A= /abf(x)da:.




